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L’édition des (Euvres d’Abel faite par llohaboe et puldiée en 1839, 
était devenue très rare trente ans après. G’est pourquoi plusieurs matliénui- 
ticiens étrangers, surtout a-lleînands (it fra.u(;,a.is, en deinandaient une nouvelle 
édition à leurs confi'ères norvégiens. Cfétaient MM. ClehscÀ^ Krorwoker et 
Weiersirass qui tirent les premiers cette proposition, dont la Société Maihé- 
maiiqim de Frcmce déclara, liautenient rutilité par son président Chade,^. 
Dans ces circonstances, le Gouvernement Norvégien, sollicité ])ar la Société 
des Sciences de Gliristiania,, crut devoir inviter le Corps Législatif à voter 
la somme nécessaire pour faire une nouvelle édition revue et complète des 
(pjiivres d’Abel. Le Siorthing accorda promptement la somme voulue, et 
conformément à la proposition émise l’édition nous fut confiée. Pendant 
l’exécution de cette tache impoifante, nous avons proiité des sages conseils et 
du précieux concours de beaucoup de personnes autorisées. Outre les matlié- 
maticiens déjà nommés noirs devons remercier spécialement M. O, /. BrocJi^ 
de Christiania, M. C, Jordan^ de Paris, et ]\I. E. Scliering^ de Gottingue. 
L’illustre Académie de Berlin mit à notre disposition, aveci une bienveillance 
extrême, les manuscrits de plusieurs mémoires, imprimés dans le Journal de 
Crelle^ et les dates de publication, des mémoires d’Abel insérés dans les tomes 
II — IV dudit Journal, nous ont été obligeamment fournies par Borchardt. 
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Nous avons cru de notre devoir d^admettre tout travail publié par Abel 
dans notre édition ; à ceci nous n’avons fait qu’une seule exception, dont 
nous parlerons aussitôt. En outre nous avons cherché à recueillir tous les 
manuscrits et toutes les lettres d’Abel encore existantes, eu les soumettant à 
un examen minutieux pour en extraire tout ce qui put avoir de l’intérêt 
scientifique. La Bibliothèque de notre Université avait acquis quelques-uns 
des manuscrits d’Abel; d’autres, moins importans, il est vrai, étaient devenus 
la propriété de quelques mathématiciens norvégiens. Sollicitée par nous, la 
veuve de Hohnboe a revu soigneusement les papiers de son définit mari, avec 
l’heureux résidtat que toute une série des manuscrits d’Abel fut retrouvée et 
donnée à la Bibliothèque de rUniversité. Néanmoins beaucoup des documens 
qui étaient sous les mains de Holnihoe nous manquent, étant pr(jbablement 
détruits par un incendie survenu peu après sa mort. Cîepeiidant il nous semble 
probable que la plus grande partie de ce qui date des dernières années d’Abel 
est encore conservé. Dans ces manuscrits nous n’avons relevé, il est vrai, 
aucun résultat nouveau à la science; cependant ils ont montré que ])lusieurs 
théorèmes importans, trouvés plus tard par d’autres, étaient déjà connus à 
Abel et se cachaient dans ses papiers quand ils furent publiés pour la 
première fois. Outre les théorèmes, déjà connus par l’édition de Ilohnhoe^ 
sur les équations résolubles par radicaux, nous pouvons mentionner comme 
tels: un théorème fondamental sur les relations qui peuvent avoir lieu entre 
des intégrales de différentielles algébriques, qu’Abel avait bien énoncé dans 
une lettre adressée à Legendre^ mais dont il n’avait pas donné la démonstra- 
tion; en outre une proposition très-générale sur la convergence des séries, 
laciuelle fut publiée pour la première fois par M. Bertrand. 

Le Tome I de notre édition contient, dans l’ordre chronologique, tous 
les mémoires publiés par Abel, à l’exception d’un opuscule imprimé dans le 
Magasin des Sciences .Ncdurelles ^ année 1824, dans lequel il s’était glissé, par 
inadvertance, une faute gTave. Or comme Abel a expressément rétracté ce 
.mémoire, nous croyons avec Holmhoe devoir l’exclure des Œuvres Complètes. 
Notre édition contient quatre mémoires publiés par Abel qui manquent à celle 
de Eohnhoe.^ savoir les mémoires III, V, Xll, et XIII de notre premier volume. 
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Les deux premiers furent omis par TJohnhoe^ parce que le contenu s’en 
retrouve dans d’autres travaux d’Abel. Le mémoire XII, présenté par Abel à 
U Académie des Scienees de Paris en 1820, ne put Être inséré dans l’édition 
de Holmhoe; ce n’est qu’en 1841 qu’il fut imprimé dans les Mémoires des 
Savans étrangers. Le mémoire XIII semble avoir échappé à l’attention de 
Holmhoe, 

Ijes mémoires publiés par Abel dans les revues norvégiennes, furent rédigés 
eii norvégien; par égard à la. plupart des lecteurs nous les rendons en 
français. Tous les autres travaux d’Abel furent, d’après ce que nous dit 
Ilohihoe dans sa préface, rédigés en français; mais les mémoires publiés dans 
les deux premiers volumes du Journal f'ùr die reine und angewandie Maihe- 
maiik,^ furent traduits en allemand ])ar (Jrelle,^ à l’exception des Recherches 
sur les fonctions elUpiiques, Pour ce qui est des mémoires imprimés dans le 
quatrième volume du meme Journal, il existe encore, comme il est dit plus 
haut, des copies des manuscrits originaux d’Abel ; elles fout voir que (Jrelle 
a fait plusieurs corrections du style en partie inutiles; il y en a meme qui 
ont modifié le sens. Ainsi les traductions allemandes de, (Jrelle ne pouvant 
être considérées comme des •Versions absolument exactes du' texte original, 
nous avons cru, avec Holmhoe,^ devoir l'cndre ces mémoires en finançais afin 
de conserver l’imité linguistique de notre édition. 

Le Tome II de notre édition comprend les Qiiuvres posthumes, des ex- 
traits de lettres d’Abel, et les notes des éditeurs. Tout en reconnaissant de 
grand mérite de Holmhoe,^ comme l’habile maître et le fidèle ami d’Abel, et 
aussi comme le zélé éditeur de ses (Euvres, nous ne pouvons nous empêcher 
de faire observer qu’à notre avis l’éditeur n’a- pas toujours traité les manuscrits 
laissés par Abel avec toute la critique désirable. En efiet, daiis le second 
volume de son édition, il a imprimé, à côté de plusieurs mémoires précieux, 
un certain nombre de travaux de jeunesse, datant d’une période où la cri- 
tique d’Abel ne s’était pas encore complètement développée. Et même quand 
Abel parle plus tard des faux résultats auxquels conduit un raisonnement 
peu rigoureux, il nous paraît évident qu’il pense, entre autres, aux erreurs 
auxquelles il avait été porté lui-même dans ses anciens travaux, depuis long- 
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temps rejetés par lui; or ce sont ceux-là qu’a admis Holmhoe^ après la mort 
de l’auteur, parmi ses Œuvres Complètes. Si nous avions à faire la première 
édition des Œuvres d’Abel, nous aurions renoncé à publier plusieurs travaux 
imprimés dans le second volume de l’édition de Holmboe. Cependant, comme 
ces travaux sont déjà connus au public et souvent cités, nous ne nous som- 
mes décidés à omettre que trois des travaux publiés par Holmboe^ lesquels 
nous semblent n’avoir plus aucun intérêt même historique. D’airtre part 
nous avons cru devoir mettre au jour plusieurs parties inédites des manuscrits 
d’Abel, dont quelques-uns offrent un grand intérêt. 

Tome II, p. 283 — 289 nous donnons un aperçu de tous les manuscrits 
d’Abel encore existans. Ici nous nous bornons à faire remarquer que dans un 
protocole rempli depuis août 1820 à la fin de la même année ou au com- 
mencement de 1827, nous avons trouvé des endroits qui prouvent cpi’ Abel 
s’occupait de la Théorie de la iransformation des fondions elliptiques à Paris, 
à la fin de 1826, ce qui d’ailleurs s’accorde avec ce qu’il a dit' à Holmboe^ 
cité par nous dans le second volume. 

Des lettres d’Abel nous donnons des extraits plus complets que ne le 
faisait Holmboe. Nous signalons à l’attention des lecteurs la preiïiière lettre 
d’Abel à Holmboe. Cette lettre prouve que, déjà en 1823, Abel avait con- 
sidéré la fonction inverse de l’intégTale elliptique de la première espèce, mais 
elle fait voir aussi qu’à cette époque il ne savait pas encore maîtriser les 
paradoxes appareils qu’il avait rencontrés dans ses recherches. 

A l’édition nous avons ajouté quelques notes, dans lesquelles nous don- 
nons tantôt des renseignemens sur les divers mémoires, tantôt sur les endinits 
où nous avons cru devoir nous écarter du texte original, pouivu toutefois que 
ce ne soient pas de simples corrections de fautes de calcul ou d’impression; 
tantôt nous faisons observer des inexactitudes que nous ne nous croyions pas 
autorisés à corriger. Quelquefois nous donnons notre interprétation de pas- 
sages obscurs, ou bien nous indiquons comment selon nous Abel a déduit des 
propositions qu’il a avancées sans preuve. Nous faisons observer expressé- 
ment, que si dans les notes nous citons quelquefois des auteurs postérieurs, 
ce n’est que pour éclaircir le texte, et nullement pour montrer comment les 
découvertes d’Abel ont été développées par ses successeurs. 
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Au moment où nous achevons cette édition, M. BjerJmes^ professeur à 
rUniversité de Gliristiania, vient de publier une biographie détaillée dAbel, 
fondée sur des reclierclies étendues, dans lacpielle il a tenu compte des maté- 
riaux recueillis pour cette édition. Dans ce travail intéressant on trouve 
réuni à peu près toutes les données accessibles de la vie d’Abel. Tout en 
exprimant le vœu que cette biographie soit bientôt traduite dans une langue 
plus généralement connue,- nous devons faire observer que nous ne partageons 
pas toutes les vues de Tauteur, bien que nous reconnaissions avec lui cpie 
c’est à Abel en première ligne que la science doit la découverte des fonc- 
tions elliptiques proprement dites. 

En présentant, un demi-siècle après la mort d’Abel, cette nouvelle édi- 
tion de ses Œuvres au public mathématique, nous osons espérer qu’elle con- 
tribuera fortement à ce que ces travaux qui ont tant guidé le mouvement 
mathématique de notre temps, soient étudiés dans l’original par la généra- 
tion actuelle de mathématiciens. Abel a eu de grands successeurs; mais 
pour qui veut continuer dans la voie frayée par lui, il sera toujours profitable 
de remonter à la source meme: les immortelles (Kuvres d’Abel. 


Christiania; août 1881. 


Les Editeurs. 
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METHODE GENERALE POUR TROUVER DES F(JNCT10NS D’UNE SEULE 
QUANTITÉ VARIABLE, LORSQU’UNE PROPRIÉTÉ DE CES FONCTIONS 
EST EXPRIMÉE PAR UNE ÉQUATION ENTRE DEUX VARIABLES. 


Magflziii for Naturvidenskabcnic, Aargang I, Bind 1, Chri.stiîiuia 1823. 


Soient X Q,t U deux quantités variables indépendantes^ a, /î, â etc. des 
fonctions données de x et y, et </), F etc. des fonctions chercliées entre 
lesquelles une relation est exprimée par une équatioTi F==:0, contenant d’une 
manière quelconque les quantités x, y, 95 c, //3, Fy etc. et leurs différentielles. 
On pourra, en général, à l’aide de cette seule équation, trouver toutes les 
fonctions inconnues dans les cas où le problème est possible. 

Pour trouver l’une des fonctions, il est clair qu’on doit chercher une 
équation où cette fonction soit la seule inconnue et par conséquent chasser 
toutes les autres. Cherchons donc d’abord à chasser une fonction inconnue 
par exemple (pa et ses différentielles. Les quantités te et ?/ étant indépen- 
dantes, on peut regarder l’uue d’elles, ou une fonction donnée des deux, 
comme constante. On peut donc différentier l’équation F= 0 par rapport 
à l’une des vaidables x, en considérant a comme constant, et dans ce cas 
l’axxtre variable ij doit être considérée comme fonction de x et de a. Or en 
différentiant l’équation V=0 plusieurs fois de suite, en supposant a constant, 
il ne se trouvera pas dans les équations résultantes, d’autres fonctions de a 
que' celles qui sont comprises dans l’équation F =: 0 , savoir (pa et ses diffé- 
rentielles. Donc si la fonction F contient 

(pa, d(pa, <jP(pa ^ . . . 


1 
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OU obtiendra, eu diiféreutiaut réquatioii F = 0 n -j- 1 fois de suite dans la 
supposition de a constant,, les «-|-2 équations suivantes: 

Fr=0, JF=0, cf*F=0,...c^'“+'F=0. 

Eliminant de ces n-\-2 équations les n -|- 1 quantités inconnues 

ç)C£, d(pa^ cP(pa etc., 

il en résultera une équation Fi — 0 qui ne coutiendi’a ni la fonction cpa ni 
ses différentielles, mais seulement les fonctions //?, F/, etc. et leurs diffé- 
rentielles. 

Cette équation Fi = 0 pourra maintenant être traitée de la même 
manière, par rapport à l’une des autres fonctions inconnues fft, et l’on ob- 
tiendra une équation F^ = 0 qui ne contiendra ni (pa ou ses différentielles, 
ni fp ou ses différentielles, mais seulement Fy etc. et les différentielles de 
ces fonctions. 

De cette manière, on peut continuer l’élimination des fonctions inconnues, 
jusqu’à ce qu’on soit parvenu à une équation qui ne contienne qu’une seule 
fonction inconnue avec ses différentielles, et en regardant maintenant l’une 
des quantités variables comme constante, on a, entre la fonction inconnue et 
l’autre variable, une équation différentielle d’où l’on pourra tirer cette fonc- 
tion par intégration. 

On peut remarquer, qu’il suffit d’éliminer jusqu’à ce qu’on ait obtenu une 
équation qui ne contienne que deux fonctions inconnues et leurs différentielles; 
car, si par exemple ces fonctions sont cpa et //?, on pourra, en supposant /? 
constant, exprimer x y en fonction de a à l’aide des deux équations 
a = a et /5 = c, et arriver de cette manière à une équation différentielle entre 
(pa et a, d’où l’on pourra par conséquent déduire (pa. De la même manière, 
on trouvera une équation entre et /? en détenninant x et y par les 
équations a = c et ft — p. Ces fonctions étant ainsi trouvées, on trouvera 
aisément les autres fonctions à l’aide des équations qui restent. 

De cette manière, on pourra donc en général trouver toutes les fonc- 
tions inconnues, toutes les fois que le problème sera possible. Pour s’en 
rendre compte il faut substituer les valeurs trouvées dans l’équation donnée, 
et voir' si elle est satisfaite. 

Ce qui précède dépend, comme nous venons de le voir, de la différen- 
tiation d’une fonction de x et y par rapport à x, en supposant constante une 
fonction donnée de x et y, y est donc fonction de x et dans les différentielles 
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se trouvent les expressions ~ ^ , etc. Ces expressions se trouvent 
aisément en ditférentiant l’équation a = e par rapport à æ, et en supposant y 


fonction de x. 


En effet, on obtiendra les équations suivantes; 

da . da dy 

__j_. 


dy dx 


0 , 


S +2 


d?a dy , d^a dy^ . da d^y ^ 

~dx d,y dx dy'^ da? ' dy dx^ 


d’où, l’on tire 


d^y 

dx^ 





da 



dy 


dx 



dx 


da ’ 





dy 


d^a 


d?a 

da 

d^a 1 da 

da? 

4-2 

dx dy 

dx 

dy'^ \ dx 1 

da 


/ da 

? 

1 da^ 

dy 


\dy 

) 

w) 


etc. 


La métliode générale de résoudre l’équation V=0 est applicable dans 
tous les cas où l’élimination peut s’effectuer, mais il peut arriver que cela 
ne soit pas possible, et alors il faut avoir recours au calcul des différences; 
mais pour n’être pas trop long, je passerai ce cas sous silence, d’autant plus 
qu’on peut voir dans le traité du calcul différentiel et du calcul intégral de 
M. Lacroix t. III, p. 208, coininent on doit s’y prendre. 


Nous allons appliquer la théorie générale à quelques exemples. 

1. Trouver la fonction cp qui satisfasse à l’équation 

(fa=zf.{x,y, (p/3, (py\ 

f étant une fonction quelconque donnée. 

En différentiant cette équation par rapport à x, en supposant a constant, 
on aura 


0 =f^ +fy iLj v'r dx I’ 

or nous avons vu que 


ÉL — . 

dx 


da 

dx 

dd 

W 


cette valeur étant substituée 'dans Féquation' ci-dessus, op obtiendra, après 

1 * 
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avoir multiplié par 


da 


da 

dy 

da 


o=f'^'^-fys+n<pn'pv 


dx 


d[i da 
dæ dy 


da d^' 
dx dy 




ly da 

¥ 


da dy\ 
dx (iy] 


Faisant maintenant / constant, détenninant æ et y en /? par les deux équa- 
tions Y = G, (3 = 13 et siibstituant leurs valeurs, on obtiendra entre (p[3 et (3 
une équation différentielle du premier ordre, d’où, l’on tirera la fonction (p[3. 
Soit 

f{x, y, <p/3, cpy) = (p(3-\- (py, 

on aura 

fx = 0, fy = 0, f{<pj3) = 1, f'((py) = 1. 

L’équation deviendra donc 


0 = 



d[^ da 
dx dy 


dm dy ‘ > 7 y [ipp> piy 


on tire de là en intégrant 


(jp/? = ip'y 



da dy 
dx dy 
d^ da 
dx dy 


da dy 
dy dx 
da d[^ 
dx dy 


dft. 


da dy \ 
dxlîy^ 


On voit aisément que sans diminuer la généralité du pi’oblème on pexxt faix’e 
(3 = x et y = y] on axxra aixxsi. 


^ — 1 (ÜL — ci 

dx ~ ’ dy ~ ’ 




1 . 


Donc, ayant 
on en conclut 


(paz=(px-\- (py^ 



où y est supposé constaxit après la difféi’entiation. 

Appliqxions cela à la recherche dix logarithme. On a 


log(æy)=rlogæ-f logqy. 


a = xy, 


da 


dx 


da 

-T-z=zzx: 
dy- ’ 


donc 
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substituant ces valeurs ou obtient 


(fx = cp'y = 


log x = c 


Si Toii veut trouver arc tang x, on a 


et par suite 


On tire de là 


par conséquent 


x -4- y , 

arc tang = arc tang x arc tang ?/, 


^ 

1 — /ry 

_,i I yÇ-^'+y) i -\- f 

du: I — Xÿ' (1 — .vyj- (ï — Xÿ^ ’ 

da ‘'^'0/ ~1~ ^ “b 

d;/ i — XI/ ~r (1 — xi/f (1 — xijy ' 

da 

d*T, 1 -(- yy *^. 

da 1 -P c'b'- ’ 

dÿ 


(px = cp'y dx, 


arc tang x = cl 


, eu faisant c=l. 


Supposons inaiiitenant 

/(®7 U: W) = (Pft • W = W' ■ <Plh 

en faisant (i = x, 7 = y. Ou ’ aura 

fx =fy = 0, f{cpx) = cpy, f{(py) = cpx, 

ÿ_ -1 1 ÉL A 

ciæ dij ’ dy dx 


L^équation deviendra donc 


/ da f da f 

ipy . (/) a ; — (px.cp y = 0, 
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donc 


cla 

(f'æ (fy (iœ 

(p.v . (py (la ’ 
dy 


et en intégrant 


log cpx : 


da 

I dx -, 

/ — - — dx. 

W J 

dy 


Soit 


/ 


da 

(Ix 


, dx=T, 

(la ^ 

dy 


on aura 


(px = e 


da 


et 


Soit 


a = xy^ on aura 


Soit par exemple a = x-\-y^ on aura 

T= fdx = x^ 

da rn C dv 

''=^i - ’ 

(px=:e‘^"“'% 

(px = x". 


1 z= donc 

dy ’ 


da 

ïlx 


donc 

c’est-à-dire 


Si l’on cherche la résultante li de deux forces égales P, dont les direc- 
tions font un angle égal à 2æ, on trouvera que JR — P(px^ où <px est une 
fonction qui satisfait à l’équation 


(px .(py=z(p(x-\-y)-]^(p{x — y). *) 

Pour déterminer cette fonction, il faut difféi’entier l’équation par rappoi-t à x, 
en supposant y -|- æ = const., et l’on amra 

(p'x . (py -f (px . (p'y = (f/{x — ?/) (l — - J ). 


*) Voyez Poisson traité de mécanique t. p. 14. 
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Mais de l’équation x~\-y = c ou tire — — Ij substituant cette valeur, 
on obtient 


(p'x . (py — (px . (p'y = 2(p'{;x — y). 

Différentiant maintenant par rapport à æ, en supposant x — y = const., 
on aura 


cp"x.(py^(p': 


X 


/ 


cp'x . 


(py — (px.(p 


ily 


:0; 


01 " l’équation x — // = c donne ‘p- = 1, donc 

(p"x . (py — (px . (p "y = 0 . 


La supposition de y constant donne 

(p^ X — I — c(px 0, 

d’où l’on tire en intégrant 


(px = a cos ((3x -}- y ) , 


a, (3 et Y étant des constantes. En déterminant celles-ci par les condi- 
tions du pi'oblème, on trouvera 

« = 2 , /?= 1 , / = 0 , 

donc 


(px = 2 cos æ, et par suite R — 2 Pcos x. 


2. Déterminer les trois fonctions (p, f et xy qui satisfassent à l’équation 
xpa = F{x, y, (px, (f/x, . . . fy, fy, . . .), 

où a est une fonction donnée de x et de y, et F une fonction donnée des 
quantités enti’e les parenthèses. 

Différentiant l’équation par i-apport à x, en .supposant a constant, et 
(la 

écrivant ensuite — au lieu de , on obtiendra l’équation suivante 

dy 

da 

dx F'x -|- F' (ypnl^tp' in -j- • ■ . 

da F'y R'ifiàf'y +••• ■ 

d.y 
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MÉTHODE GÉNÉRALE POUR TROUVER DES FONCTIONS etc. 


Si dans cette équation on fait y constant, on ‘ a une équation différentielle 
entre <.px et æ, d’oii l’on peut tirer (px, et si l’on fait x constant, on a 
une équation différentielle d’où l’on peut tirer fy\ ces deux fonctions étant 
trouvées, la fonction ipa se trouvera sans difficulté par l’équation proposée. 

Exemples. Trouver les trois fonctions qui satisfassent à l’équation 
■ip{x -\-y) = (px .fy -\-fy . (p'x. 


Fi;x, y, (px, (p'x, fy, fy) = (px .fy -ffy . (p'x. 


X-. 


I”{/l/) = 9% T'(/V) = </>*; 



a = 'x 

’+y^ 

da 


da 

dæ 

= 1 , 

(hj 

on 

aura 






On a ici 
donc 

de plus 
donc 


Ces valeurs étant substituées, on aura 

1 

(f'x-j y-t(px-.T'y ■ 

ou bien 

(px.f'y—fy.(p"x = 0. 

Faisant y constant, on trouvera 

(px il sin (bx -j- c\ 

et si Ton fait x constant, 

fy = (i' ÿ,h.\{byf-G'). 

On tire de là 

(p'x = ab cos {bx -|- c), 
fy = a'b cos {by + c'). 

Ces valeurs étant substituées dans l’équation proposée, on obtiendra 

ijj{x -\~ y) = aa'b (shi {bx c) cos {by -f- c') sin {by -j- c') cos {bx -|- c) 

= aa'b sin ih{x c -|- . 



MÉTHODE GÉNÉRALE POUR TROUVER DES PONCTIONS etc 

Les trois foiictioiis cliercliées sont donc 

(px = a sin (bx -j- o), 
fy = a'sm{bij-{-G'l 
yja = aa'b siii (ha -j- c -|- c'). 

Si l’on fait a = a' = b = l et c = c' = 0, ou aura 
(f x = siu X, fy = sin y, xpa = sin a, 

et par suite 

sin (æ y) = siu . sin 'y -|- siuy . sin' x. 


Trouver les trois fonctions qui sont déterminées par l’équation 
y/(a; -f y) =/(æy) + (.pix — y). 

Différentiant par rapport à en supposant 'x-\-y constant, on aura 

0 =f{xy) (y — a;) + 2(p'(a; — y). 

^Maintenant pour trouver <p, soit xy = G et x — y = u, on aura 

(p'a = h Ci, 


donc 


(pa = h' -\- 



l\)ur trouver soit xy = /T et x — y = c, on aura 


(loue 

Ces valeurs de (pa et f(^ étant substituées dans l’écpiation donnée, ou obtiendr 
ip{x -\-y) = g" -f- c'xy -j- k' -|- -g — l/Y- 
Pour déterminer ■»//, soit a; -|- y = a, d’où, l’on tire y = a — a;, d’où 
ipa=:G"^G'x{a—x)-{-k'^ (2x—ai=^G"^^ a^J^k'^xa{G'—2h)^{2h—G’)x 

Pour que cette équation soit possible, il faut que x disparaisse; alors on aur 

27c — g' = 0, et c' — 27c. 

Cette valeur étant substituée, on obtient 

xpa = 7c' -j-a" fl^ ~h 2 7^: 

cpii sont les trois fonctions cberchées. 
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Comme clemier exemple je prendrai le suivant; Détenniner les fonctions 
(p et f par l’équation 

-\-y)= -fy H-/® • ^y- 

En supposant x-\-y = G^ et en différentiantj on obtiendra 
0 = cp'x .fy — (px .fy -ffx . (py —fx . cp'y. 

Supposons de plus que /(O) — 1 et y(0) = 0, nous aurons en posant y = 0: 

• 0 — cp'x — cpx.c -\-fx . c', 

donc 

fx = hcpx k'cp'x. 

Substituant cette valeur de fx^ et faisant y constant, on aura 

cp"x-\- acp'x -]- hcpx — 0, 

et en intégrant, 

cpx = c' 6“"’ -j- c" e“ 

Connaissant cpx., ou connaît aussi fxj et en substituant les valeurs de ces 
fonctions, on pourra déterminer les valeurs des quantités constantes. On 
peut supposer 

o' = -c"=^=, „ = = 

ce qui donnei'a 

cpx ~ V r= sm æ, fx ~ cos x. 

' 2V—1 



IL 


SOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES À L’AIDE 

DÉFINIES. 


D’INTÉGRALES 


Magassiii for Naturvidenskaberne, Aargang I, Bind 2, Christiania 1823. 


1 . 


C’est bien connu qu’on l’ésout à l’aide d’intégrales définies, beaiicoup 
de problèmes qui autrement ne peuvent point se résoudre, ou du moins sont 
très-difficiles à traiter. Elles ont surtout été appliquées avec avantagée à la 
solution de plusieurs problèmes difficiles de la mécanique, par exemple, à 
celui du mouvement d’une surface élastique, des problèmes de la tbéorie des 
ondes etc. Je vais en montrer une nouvelle application en résolvant le 
problème suivant. 

Soit OB une ligne horizontale, A un point donné, 
AB perpendiculaire à ÜC, AM une courbe dont les 
coordonnées rectangulaires sont ^P=;r, PM^y. Soit 
^ de plus AB = a^ AM~s. Si l’on conçoit maintenant 
qu’un corps se meut sur l’arc CA^ la vitesse niitiale 
^ étant nulle, le temps T qu’il emploie pour le parcourir 
dépendra de la forme de la courbe, et de a. Il s’agit de déterminer la 
courbe KCA pour q\ie le temps T soit égal à une fonction donnée de a, 
p. ex. ya. 

Si l’on désigne par h la vitesse du coips au point il/, et par t le 
temps qu’il emploie pour parcourir l’arc CM^ on a comme on sait 



Ji = 


'^a — £C, dt= — 


ds 

T ’ 


2 * 
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SOLUTION DE QUELQ. PliOBL. À L’AIDE DTNTÉORALES DÉF. 


donc 


et en intégrant 


dt-. 


ds 


Va -P 


J Va — x 


Pour avoir T ou doit prendre l’intégrale depuis x = a jusqu’à x = 0, ou 
a donc 

Jï=o Prt— .r 

Or connue T est ég-al à ipa^ l’équation devient 

rx^a flg 
Jx=o Ya — X 

Axi- lieti de résoudre cette équation, je vais montrer comment on peut tirer s 
de l’équation plus générale 


■ipa 


^ ds 

Jx=o 


où. n est supposé moindre que l’unité, afin que l’intégrale ne devienne pas 
infinie entre les limites données,- ipa est une fonction quelconque (pii n’est 
pas infinie quand a est égal à zéro. 

Posons 

oîl a la valeur suivante: 

En différentiant on obtient 

ds = 

donc 


ds 


En intégrant on a 


Or 


(a — xf (a — x)’ 


T- • 

(« — x)’* 

Ylx 


nxz=a f*x=za rp 

/ r-^n= A-maW* . 

jx = 0 («—•*) = o • («—-O” 

J («-*)” J 


(cl ’ 



SOLUTION DE QUELQ. PROTÎL. À L’AIDE D’INTÉGRALES DÉF. 


. rj.-a ,Jg 

donc, puisque / = 


ifia = 


a 


La valeuT de l’intéoTale 


0 

/ '« x'^-'-dx 
0 («—•«)' 


se trouve aiséineiit de la inauière suivante: Si roii 


donc 


et en intégrant 


:r.’” = arr\ wx^^-^dx = on(fT^~~h]f 
(a — =: (rt — aiy = rf.'(l — 

7}}æ'^~^dx 

(et — ( i — ’ 


ra r 

r^yi / _ — n I 

jo («—''•)“ jo 


1 t^'-^di 
0 (!-*)“■ 


Or ou a 


' >■ r(l — v) Tm 


Jo (1 — 0” •/’(>«— a+1)’ 

où r-m est une fouctiou déterminée par les équations 

ï'{'m 4 - 1 ) = m F VI, r(l) = 1 . *) 

En substituant cette valeur pour l’intégrale 
m'Fm— F{m-\~ l) ou a 


(T-0» 


m I 

J O 




a 


(« — .r)“ 1 ' («i — 71 -(- 1) 

En substituant cette valeur dans l’expression pour i/ia, 

vm— yïi — -.,XX:'’i± 11^ , 


Soit 


ou a 


'ipa =: 

_ N’ iXAz:”) rè'l+.i) 

^ T(m — 77, 4- Il 




pose x = atj 


, et reniarcpiai 


on obtient 


Les propriétés de cette fonction rcuXcarqiiaLle ont été largement développé 
M. Lege))dxe dans son ouvrage. Exercices de calcul intégral t. I et II. 
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SOLUTION UE QUELQ. PROBE. À L'AIDE D’INTÉGRALES DÉE. 


Pour ([lie cette équation soit satisfaite il faut que ni — n — /c, doue nî 
et que 

pw __ ï’Ci — «) + 1) «w, 

P — — ~~ r{k+i) ’ 

donc 

— r(Â:q-i) 


Or on a 


r (1 — n) r (vi -|- /î “|- 1) 

t^dt _ i\ r( ic + i) 
l'Çn^k-Ç- l) ’ 


r 1 t’^dt 

J, (i^-‘ 


par conséquent 


y6«) - 


f/Ult 


fi(>‘)(a!tyd( 
i)L^‘ ’ 


En multipliant par x”‘ = x'‘'^^ on obtient 

r JSf 

“ — /i,./'(i-«)J. (1- 

d’où 

— r«. r(i— «)Jo , (1 — 0 '"” 

Mais on a :Sa^^‘>x” = s, :E[i<'‘\xi)’‘ = iy{xi), donc 

^ = Tn.r(L-~^j, 

En remarquant ensuite qu’on a l'n . r(l — = , 

\p(æ£) dt 


on trouve 


sni nn 


-: 


(i-ty- 


De ce qui précède découle ce tliéorème remarquable: 
Si l’on a 

ds 

ë=^’ 


on a aussi 


sin n7X 

S — X 

Tzr 


a 


i(i(jei)dt 

(T—iy-^' ■ 


Appliquons maintenant cela à l’équation 

r“==“ ds 
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On a dans cc ca:s n = donc 1 — 9^=;^ et par consécpicnt 

ÿî”— 

Voilà donc réqfiiation qui détermine Varc s de la courbe cliercliée par 
Tabscisse correspondante x' on eu tirera facilement une équation entre les 
coordonnées rectangulaires,, en remarquant que Ton a = clx^ di/^. 


Appliquons maintenant la solution précédente à C[uelques cas spéciaux. 
1) Trouver la courbe qui a la px'opriété, que le temps qu’un corps 
emploie pour parcourir un arc quelconque, soit proportionel à la 
sauce de la hauteur que le corps a parcourue. 

Dans ce cas on a ipa — ca'\ où c est une constante, donc yf(^xt) = ex''d"^ 
par suite: 

yi— ^ jo yi— ^ 

donc en faisant 

6* P t^dt P 

Vj, yrzt- ’ 


on a 

on tire de là 

et 


s = ; 


ds = {n-\- dx, 


ds^ = (n + = dif + d,d, 

d’où l’on déduit en posant (^n-\--ŸfC^ = h 


d}j=:dxy hx?'' ^ — 1 ; 


l’équation de là courbe cherchée devient donc 

y = j'dxy /ex”"' ’ — 1. 

Si l’on fait n = \^ ou a donc 

y= Jdx^ k — i = h' h — ï , 

la courbe cherchée est donc une droite. 
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SOLUTION DE QUELQ. ILUOIÎL. L’AIDE D’INTÉGRALES DÉE. 


2) Trouver l’équation de l’isocliroue. 

Puisque le temps doit être iudépeudaut de l’espace parcouru, ou 
■ifja — G et par couséqueiit 

yic (ü 

jo Vi— I 

donc 




ou 




dt 


yï— 1' 

ce qui est l’équation connue de la cycloide. 
Nous avons vu que si l’on a 


ifja 


/ • *=“ ds 

^=0 




on a aussi 


sin me C ^ ip (xi) dt 


TC 


-X 


=■/ 




On peut aussi exprimer s d’une autre manière, que je vais rapporter 
cause de sa singularité, savoir 


1 7 1 d-“(/w 

“T(î=l 


II) ’ 


c’est-à-dire, si l’on a 


ipa 


/» XZZLÜ 

= / ds {a — «)’*, 
J x = 0 


on a aussi 


1 d” LpX _ 

/■(i+M) ’ 

en d’autres ternies, on a 

-j f ^ "i” ^ > /p)* 

'/’« = r(rq- n) X=o 

Cette proposition se démontre aisément comme il suit. Si l’on pose 




on obtient en diflérentiant 

d^ipx 




= m(m — 1) (m — 2) . . . {pn — fc 1) 


m(m — l)(m — 2) . . . (m — + 1) = 


-f- 1) 


(m — /c-j-l) ’ 


mais 
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Or OU a 


par coiisécpieut 


■y «("'■> - , .u-k 

r(m + i) 1 n vHit 

r (,„_^rqrî) — J ^ (i ’ 

xi^TÇ^ii) J ^ ' (F— ty ’ 


mais JS" c/'“\xt)"‘ = )p (x'?), donc 


d'Uj.uK 1 iji(wt)dt 

(ix^ ivj^rl — ^jjg (1 — ’ 


En posant k = — n, on en tire 


d-^pyv x’‘ n xiyxtyu 


Or nous avons vu c(uc 


doue on a 


«.) j„ 


1 d-^'^ ifMü 

/’(! — '//■) ’ 

/*•«=« 

c. q. £ < 1 . 

En ditterentiant w fois de suite la valeur de .s-, on obtient 


/XI — «) 

et par conséquent, en faisant s — (px^ 

d'^ipa 1 f‘" (p'x . <lx 

d « ~ r ( 1 — n) j ,, (a — xy ■ 

On doit remarquer que, dans ce qui précède, n doit toujours être moindre 
que l’unité. 

Si l’on fait w= 2 , ^ 

/'*■=« Æs 

ipa = / - 

Jx^O vu — x 
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SOLUTION DE QUELQ. PEOBL. A .L’AIDE D’INTEGRALES DÉF. 


et 


1 


ŸTt dx—'^ 


'■h 


C’est là réquation de la courbe cherchée,- quand le temps est égal à ijjct. 
De cette équation on tire 


; — d ’-i 6‘ 


donc: 


Si l’équation d’une courbe est 6‘ = ^x*, le temps qu’un corps emploie 

pour en parcourir un arc, dont la hauteur est est égal à y.rr . 

, Je remarquerai enfin que de la même manière, qu’en partant de 
l’équation 

rx = a 

j’ai ti’ouvé 6', de iiiênie en partant de l’équation 


--y* (p(pc,a)fx . dx 


yia ■ 

j’ai trouvé la fonction i// et f étant des fonctions données, et l’inté- 
grale étant pris# entre des limites quelconques; mais la solution de. ce pi-o- 
blème est trop long-ue pour être donnée ici. 


2 . 

Valeur de l'expression -j- 3 / "Z — — yV — 1). 


Lorsque (p est une fonction algébrique, logarithmique, exponentielle ou 
circulaire, on peut, comme ou sait, toujours exprimer la valexir réelle fie 
(.p{x-\^y^ — V)-\-(p{x — — 1) sous fonne réelle et finie. Si au contraire 
(p conserve sa généralité, on n’a pas que je sache, jtisqu’à présent pu l’ex- 
primer sous forme réelle et finie. On peut le faire à l’aide d’intégrale.s 
définies de la maidère suivante. 


■ Si l’on développe <fi{;x-\-y}^ — ï) et (p(x — y^ — ï) d’après le théorème 
de Taylor y on obtient 


(p{x + yy~ ï) = (px-\- (p'x.y)!— 1 
(p{x — y ^ — 1) — — 1 


,,.11 f fl> . 
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donc 


(p(-X y]/,^ j ) __ — 2 Jç,.^ „ jQ_ . .j , 

Pour trouver la .sounue de cette série, considérons la série 

(|)(;r _|_ /) _ ^ _j_ ^ cp'"x 

Lu inultiphant les deux uieiubres de cette équation par et prenant 

ensuite l’intéoT-ale depuis i =i~ oc. jusqu’à f = 


OU aura- 

'+OC 


/'>‘i‘OC ^ oo ^ +00 

I oc + = er-’'’-‘’-di~\~(p'x f e-'’'-‘ldi-^\q/'x e-'’‘-‘d-dl-^ . 

^ 00 

/ ‘+OC 

= donc 

• 00 


( Jonsidc'.rons rintca'i'îiki 


/ * +OC 


Hoit /; 


on a e 




•00 

•«* J 2)i 


i 


7, ^ , 

q. , drmfr — donc 




+cx> ’f 

e-“'-a^'‘da=- 


‘ 2 n + 1 


„2n+l 


(ée.st-à-dirc 


,/■ 


9V^* + t ,,,2 h +1 

OC *■ 


(Jette valeur étant substituée ci-dessus, on obtient 

I + + A V + ' 

En multipliant par et prenant l’intégrale depuis v = - 

yirri-l-ixjj on obtiendra 


jusqu’à 


^ J oc J ■■- 00 d —OC J - 


Aicp''a'. r+^^_.v * 


+.- 


3* 
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SOLUTION DE QUELQ, 


3 OUELQ. PROBL. A L’AIDE D’INTÉGRALES DÉE. 


Soit vy = /5, on a 


£ 




n +00 

J —oo 




Or 


(_ i)«2" y?c t" 


r+o° il — 2n\ 

r ,-^^/9--cZ/3= r -^) =T:3:5':::(2ii^i) 

J — oo 


donc 


r 

O - 


et par suite 


+ 0 O ( — ^ 

= 

-oo 

• +OC 


J — OO 

Eu substituant cette valeur, et divisant par 


on obtiendra 


e~''"^'vdvj' ç>(x-{-t)e — 2\(px - 

Le second meinbre de cette équation est égal à 


y 9. -{.A ■< 


donc 


ç. /. + 0 O y^+oo 

x+.ylcrï)+<K*->/f-^') = y/_ «-'■‘’'''£^ ‘ 


(p{x 

Posant œ = 0, on a 

O /^+oo ^+oo 

Soit par exemple on aura 


. er"''-‘"di. 


donc 


cos?/—- 


+ 00 





f* +0O 

''^'vdv j 

e‘-"'‘'di 

J 

— OO 


n +00 

or /, 6'-“' 

J — OO 


y^r 


donc 


.y r 

COS?/:^---.^- / 6 ? 

V^^j-oc 


+ 00 — t;‘-î/- + 


Vu. 


■ « 


Si l’on fait v 


on aura 



1 ^+oo _r-+j 2;-i 

cosy = —~ l G di. 

Y'/r I 

En donnant cF autres valeurs à cff, on peut déduire la valeur d'autres 
intégrales définies, mais connue mon but était seulement de déterminer la 
valeur de — l)~[-y(;r — ij^ — 1) je ne m'en occupei'ai pas. 


Nonihvd.^ (le Bev‘)iOuUi eivp'iiinAs pm* (le,^ mtAgrales clAfidâes, (P oh Von et ensuite déduit 

V eepressioih de Vhdégreile finie il^epæ. 

Si l’on développe la fonction 1 ^-cot-g- en série suivant les puis- 

sances entières de w, en posant 

1 cot ^ ■ Aj -Y -j -^2 'âTiiTr “i" • • • ~1“ 2T¥. 4 . . 2n "t" • • • J 

les coefticieus A^^ A, etc. sont, connue on sait, les nombres de BcrnoidU.*) 
On a**) 

1 _ . ” cot I + ’ ’ •) ! 

et en développant le- second membre en série: 

1 — cot -J : - + -ga- + 33 + • • •) 


+ + F + ¥ + • ' • 

+ 2L-« (l+-2« + i + ■*; 


H~ 2*‘-Ty>.“ “h 2S« 32 “ + • • • 


En comparant ce développement axi précédent, on aura 


1 . 2 . 3 ... 2». 


22«-lyp2« ^ “h 33» ■ “h • • •]• 


Voyez Eulevi Institutiones cale. diff. p. 42G. 
Voyez Eulevi Institut! ones cale. diff. p. 423. 
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CoiisicléroDS maintenant l’intéaTale 




On a 


;lonc 


J =/^“' ^ ^ ^/ + • • • +/ r* + - . . 

J,,. )i 

'''(2»){i+ 24r+-r. ■+•••); 


Or f e-’*' / dt --— *' 

J 0 


mais d’après ce qui précède, on a 


donc 


l_L J 

i ^ _i 

22“-‘ 7r-” . 22’‘-l 7f2« 

r 1 

r 32 « n 

^ TT2 .T77. 2«‘ ~ ' r(2w"-[-' l) 


J., 


ri r(2v) 

J„ «<— l"-- r(27/.+ l) ^ A,- 2n 


et par conséquent 

. 2??, T" 

En mettant /tt au lieu de t, on obtiendra eiibn 

2« r* 

'^2n—î J g/ti f ■ 

Ainsi les nombres de Bernoulli peuvent être exprimés d’une manière très 
simple, par des intégrales définies. 

D’un autre côté on voit aussi, lorsque n est un nombre entier, (|ue. 

/ 'i ^ _ 2*‘— ' 

— "Y" est toujours fationnelle et égale à A„, c.e. qui i‘.st 

assess remarquable. Ainsi on aura par exemple en faisant 7/ = l, 2, ?> (‘te. 


tcit 

J„ e"‘-l 


_1„ 2’ 1 

.S 0 ■ 4 15' 


*) Cette expression se déduit de Féquatioii fondamentale 'fa = p d.r (^up; ’^y‘ en 

y faisant a = 2n 'et .r ^ze-'^K Legendre, Exercices de cale. int. t. 1, p. 277. 
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r“ t^iü 1 

J„ 


. Aü etc. 

G G 3 


Miiiiitenaut à l’aide de ce qui précède, ou pourra très facileuient expri- 
mer la fonction :S(px par une intégrale définie. On a 


^ ipx y cpx . dx — <px -j- ^1 /; 2 1 . 273.4 " 

En substituant les valeurs de ^3 etc., on auia 

r , I fp’x f ^ 4-, 

- 1 (px. dx — (px -i- J ^ e, ‘ — 1 1 . 2 . 3 . 2‘* J „ « ‘ — 1 


2q)X~ 
c’est-à-dire 

(‘ “ dt I / f' fp'"x i'* I 

TS" (px 1' cpx . dx — 4' 9-^ 4“ J TTïî — T y ~2 1^27 3 2^ “ 


Gr 


,//rf 

t , 'i (("X tr , <p .(■ '■ 

^ + -2- V— 1 ' 1.2 '2^’ 4"T.'2:B .'4 '2-’ 




I 1/ i(.-. ' _ ' 4 ''’ .' 44 - 

_j_ y 1 up .L 1.2.3 2'* ' 


<P 


(f/ .r 


(p""x d 


i t •,/ , i '/' '■ 1_ _ 

::C/9X— 2=i "I" 1.2. 3. 4 -2^ 

« 'f'"-'-' '7 _L ^ 

— r — ^ pf"* 2 iT^TS 2^ “T • • ■]■ 


Ou tire de là 

,///,, 4\\ 


> . t _ (Ct. 7 

<p X. 2 i . 2 . 3 2* 


7 4- . . 

‘-Ï o-> I 


2y— I 


(p 


X 


+ t-y-i 


• (p \X 


yy-i 


(Jette 


e valeur étant substituée dans l’expression de :S(px, on obtient 


2 (px J (px . dx — i (px 4 - 


/, 


2 V- 

^y— r 


.-y-i 


clt 

e^iZ—l 


(tette expresrio» <te rhitép-Ae «nie d'une fonction quelconque me pavait trèe 
venvavquaUe, et je ne cvoU pat qu'elle ait « trouvée auparavant. 

De l’équation précédente 011 tire 


I. 


f 


, ^ y_l _ (p U 2 y— I 


2Y— 1 


(It 

yjtUT 


: 2(pX —f(pX. dx -f - -l- (px. 
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SOLUTION DB PBOBI- A BAIDB BWIÉOBAI-PS UÉP 


0„ a aind l’expvessio. dW intégrale déto «a géuévale. Je val 
voir l’application à quelques cas pai-ticulieis. 

1. Soit (fx = e\ Dans ce. cas on a 

J. 






ze^e 


+y- 1 * 


sin 


donc 






siu - O 


2 y-i 


et par conséquent 


/, 


^ siïi ~ àt 


ze"'^ V <3"“ cüx -j- ”1 ; 


Biais 




/, 


^ sin -~f dt 


gÆS : 1 


L_ 


-i- 


Si l'ou fait .pa=e”. on obtiendra de )a n.ê.ne n.anière 

1 


/, 


^ sin 


•m ' 


Si l’on met 2t à la place de t, on aura 

^iximtAÜ 


I f!+.L _ ’ , 

-^ïKTZZÏ 'ï î 2.m 


fcnnule trouvée d'une autre manière par M. ie,»*». (Exeve. 

t. II, p. 189-) ' 


2. Soit yx=-^, on trouvera 

•/>(-+ -r^- y-’’ H 

' '^^ '2 y — 1 


2 (it; '"* 


J(px . cZx= J = log X + 0', 


.S en faire 


do cale. int. 


et 
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doue 


C " 1 1 


On deterniine U en posant ce qui donne 

‘’+i. (M-iOC» 

8 . Soit (px - - sin ax , oi i aura 

'“+ 1 V— l)— KiiiU-— V— 1 




donc 




-1) • 

aô 

sinpl/- 

P 

— 1- --cosn.;r — 

V-i 


sni ((X 


cos (o.r — -pt) r . 

2sin4<e ’ J 


sin ax . 


cos 


ü ,, 

e. - — c - 

1 

0 


J cosfovff-— Je,) 1 

(U . • ■ — l- f>,nM <(•(■ — 1— 1. 

2 sm ha 


-f~ (f-i' “-1- i^in ax^ 


et ou écrivant 2a au lieu dc^ ((, et réduisant 


Jo 


(It 


1 


(*d )to* a. 


En supposant (rautres formes pour la fonction (px on pourra de la niên 
manière trouver la valeur d^iuti-es intégrales définies. 


4. 

Hoannatlon de la t^cne infinie jS -- ff>(x ~|- 1) — (p(j‘ 2) (f'Çt; -f~ 8) — -|- 4) -f" * ' • 

à raide i II intégral e,^ definie,'^. 

On voit aisément (pie S pourra être. expi*imé comme il suit, 

S '2 ^P‘^‘ “*|— ■“]■" -<43 (p "x -“1— . . . 

Si Ton suppose cpx on obtient 

S (f^‘ »[~ (^Aj^ a -[“ ^ 2 -4-3 -f- . . .) . 

Mais on a aussi 

f) ax /J a 

... ^ax+a ^j^ix+3a __ j ^ax-{-3a ^ 

l~ ■ 1 ’ 


4 


Î'j'î 
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doue 


Aid Aÿd^ A^a'^ -f- . . 


En faisant «- -c]/— ï, on trouve 

i —1 {A^^C — A-^â A-^C’ — ■ ■ ■) P-, 

l + gcV-l 

OÙ P désigne la sonnne de tous les termes réels. Mais 


c-y-r 


1+ «“V-î 


éj- 4~ ^ " 


|y_ 1 tang I c, 


donc 


^l-tang MiC — A^e’-j-A^c^ — .. 
Or ou a (Legendre Exerc. de cale. int. t. Il, p. 186) 

(A gCt_f,-Ct 

i tang i « ^ j ^ ’ 

donc, puisque 


g»4 _ ^-ct 2 


! + hi ù:x 4:5 + • ■ • I ’ 


on obtient 


2.3 ' 2.3. 4. 5 

tang -J c — - Al c — Aÿ c* — |— A^ 


= 2e 


On en conclut. 


„ T" Ai 1 D f" 19 +, 

273 j„ (P‘ — e-'" ‘ 2.3.4.5j„ e-» — c-'" ' 


A -^2 f " ^ 

2 f fMt 
® 2 . 3 e''‘ — ci"' 

2 r “ «•■'(Ù: 

-^5 2345 / CJ”" 


etc. 


En substituant ces valeurs dans l’expression pour /S', on trouve 
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i(f/x 


27]r 


cp'"x ■ 


P' 


2 . 3 . 4 . 5 


if/ ^'Kr ■ 


donc 


__ q> (æ 4- tV — 1) — ff (,)' — ty — i) 

2 7— ï 


(p (.r -["1) — y (-^ ~\~ 2) (p 0^ 3) — </) (a- -j- 4) . 


fp(x H- ^V— 1)— <r(* — i)_ 

----- Y'- 

Si l’on pose rr - O, ou obtient 

f/-.(l) — f/)(2)-|-9(3) — (/)(4)-f ...in inf. 


4 </'( 0)-|-2 




it — fit 


2 V— 1 


Supposons par exemple (fx^ 


on a 


donc 


oi: on a 


2 7—1 

i -s- -h-i- -5—2 £ 




tdt 


i — i H“i — n H“ — ^ 2, 


par consccpieut 


r '* tdt 

J., (1 + ^=“)^''- 




-y ...4log-2— 1^. 




4* 



MEMOIRE SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES, OU L’ON DEMONTOE 
LTMPOSSIBILITIil DE LA RÉSOLUTION DE L’ÉQUATION GÉNÉRALE 

DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


IBi’oclmre imprimée chez Grmulahî, Oliristiniihi .1824. 


Les géomètres se sont beancoup occupés de la résolution générale des 
équations algébriques, et plusieurs d’entre eux ont (îlierclié à en prouver 
l’impossibilité; mais si je ne me trompe pas, on n’y a pas j-éussi Jusfpi’à 
présent. J’ose donc espérer que les géomètres recevront avec l)ie.nveilliuua‘, 
ce mémoire qui a pour but de remplir cette lacune dans la tliéorii', des 
équations algébriques. 

Soit 

— ay^ by^ — cy^ ~}~ % — ~ ^ 

l’éqiration générale du cinquième degré, et supposons ((u’ellc soit résoluhU', 
algébriquement, c’est-à-dire qu’on puisse exprimer y par une fonction dc.s 
quantités a, />, 0 d et e, formée par des radicaux. 11 est clair (pi’on pc.iit 
dans ce cas mettre y sous la forme: 

_i 'a' 

y =P -\-lh li" + • • • +7A, -.1 li , 

m étant un nombre premier et p, jhi Jh etc. des fonctions de la meme 
forme que y, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on parvienne à des fonctions 
rationnelles des quantités a, />, c, d et e. On peut aiissi supposer cpi’il soit 

J. 

impossible d’exprimer E”' par une fonction rationnelle des quantités a, h etc. 
Pi Pu Pi etc., et en mettant au lieu de E il est clair qu’on peut faire 
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1 ■ 

En substituant cette valeur de y dans l’équation proposée, on obtiendra 
en réduisant un résultat de cette forme, 

1 2 ro— 1 

P IP' 4. g^ + • • • + 0 , 

q, <21? <25 etc. étant des fonctions rationnelles et entières des quantités 
n, /q c, J, c, jq ]).^ etc. et B. Pour (pie cette équation puisse avoir lieu il 

-i 

finit que q 0, q, 0, q^ -O etc. q,„_r -” 0 . En effet, en désignant B’" par 
s, on aura les deux éipiations 

2™ — E 0 et q-\-qiZ-\-.. q,„_^ z’"~* 0 . 

Hi maintenant les (piantités q, qi &*<■'• ne sont pas égales à zéro, ces équa- 

tions ont nécessairement une ou plusieurs racines communes. Soit k- le 
nombre do ces racines, on sait qu’on peut trouver une équation du degré k 
qui a pour i-acincs les k racines mentionnées, et dans buiuelle tous les 

coefficiens sont (Uis fonctions rationnelles de 72 , q, qi et (/,„ .j. Soit 

V — j — r, 2 — I — 2*2 2*" — I — ... — j — 2 ’*' - 0 

cette éejuation. Elle a ces racines communes avec l’écpiation 2 “ — 72 - O; 

or toutes les racines de c-ette érpiation sont de la forme fq,2, désignant 
une des racines de l’équation a’“ — 1 0. On aura donc en substituant les 

équations suivantes, 

7' -j- 1\ 2 -|- r,j 2^ -]- . . . -|- 2* “ 0, , 

7‘ — j — ù,'}\ 2 — j — CC"7*tj, 2"" — j — . . . — j — -::-™ Q, 

'Y — |— 2 -j— ~t~ ■ • • ~1“ ^k—Pk <3^’ " d. 

De CCS k é{[uations, on peut toujom-s tirer la valeur do z exprimée par 
une fonction rationnelle des cpiantités r, r,,-'ro etc. r,;, et conniie ces quan- 
tités sont clles-memes des fonefions rationnelles do o, Z», c, J, c, 72 . . . p, 
etc., il s’en suit que 2 est aussi une fonction rationnelle de ces dernières 
(juantités; mais cela est contre l’hypothèse. Il faut donc que 

(/ .r . 0, Z : = 0 etc. 

Si maintenant ces équations ont lieu, il est clair cpie l’équation proposée 

est satisfaite par toutes les valeui’s qu’on dbtiendra pour y, en donnant à 

1 

72 “ toutes les valeurs 

y _i I 1 1 

72 “, a 72 “, ce" 72 '", rBU'% etc. 
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« etmit iiuc l'tioiiie de l’équation 

a”'-' -|- f/'-^ -f- et 1 0. 

Ou voit aussi que toutes ces valeurs de y sont différentes; car dans le 
i*as contraire on aurait une équation de la même forme (|ue rétpiation 
J* 0, et une telle équation conduit comme on vient de le voir à un ré- 
sultat qui ne peut avoir lieu. Le nombre m ne peut donc dépasser 5 . 
•Kn désignant donc par ?/i, ^3, y^ et 7/5 les racines de l’équation proposée, 

on aura 

1 2 — 1 

—. rp -j- H”* • * * 5 

1 2 — 1 

y-i --■ P + alî^'-\-a^2Xi -f- ii’ , 


y., - -5’" + i?’" + . . . H- ap , li . 

De CCH ë(|uati()îis on tirera sans peine 

19 ~~ O/l + .Va “f" • • • “f" Vi!)i 

ivi + .VaH- • • • H- nh)i 

(^1 -|- -)-... -j- 


m — X ^ 

P>m-\ = --p (jjl “h “//a “h • • • ~ 1 ~ Vm)- 

1 

On voit par là que j?, p.^ etc. // et //”* sont des fonctions i-ation- 

nelles des racines de l’équation projiosée. 

Considérons maintenant l’une quelconque de ces quantités, par (“.xc.mpic 
IL Soit 

R= S -f S,,_, J ■'* . 

En traitant cette quantité de la même rnaîiière que ?/, on obtiendra, un 

résultat pareil savoir que les quantités u”, v, S, etc. sont des fonctions 

rationnelles des différentes valeurs de la fonction li] et comme celles-ci 

1 

sont des fonctions rationnelles de y^, etc., les fonctions ?>, *S', cdc,. 
le sont de même. En poursuivant ce raisonnement on conclura cpie toutes 
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les fonctions irrationnelles contenues dans Texpi-ession de u sont des fonc- 
tions rationnelles des racines de Téquation proposée. 

Cela posé, il n’est pas difficile d’acliever la démonstration. Considérons 

1 

d’abord les fonctions irrationnelles de la forme R étant ilne fonction 

1 

rationnelle de n, Z», o, d et e. Soit Jt" r est une fonction rationnelle 
_?/i, !J»i y.i Z/57 et R une fonction symétiâque de "ces quantités. Mainte- 
nant connue il s’agit de la résolution de l’éciuatiou générale du cinquième 
degré, il est clair qu’on peut considérer y,, 7/3, y,,, et connue des 

variables indépendantes; l’équation 11^' - - r doit donc avoir lieu dans cette sup- 
position. Par consécpient on peut échanger les (piantités et //q entre 

elles dans l’écpiation it’"' vq or par ce changement obtient nécessaire- 
ment iïi valeurs diftérentes en remarquant que R est une fonction symé- 
ti'ique. Ija fonction r doit donc avoir la propriété qu’olle obtient vk valeurs 
diftérentes en permutant do toutes les manières possibles les cinq variables 
qu’elle contient. Or pour cela il faut (pic m~.o ou vi = 2 en remar- 
quant ([ue m est un nomlire premier. (Vcyyez un mémoire de M. (kuichy 
inséré dans le Journal de l’école polyte(‘vhni([ue, XVIP' Cahier). Boit d’aliord 
m — h, Ija fonction r a donc ciiKj valeurs diftérentes, et peut par consé- 
quent être mise sous la forme 
1 

R = r =zj) !/i yi yi +7^4 yt ? 

y>, y>i, étant des fonctions symétriques de yi, etc. Cette équation 

donne en (‘changeant y^ en y^, 

R +ih Vi H- ifi ^3 y\ -Vpi y{ = + «/d //. «jd yi + m yi H- m yi 

où 

(// -j- c/:^ -f- -[- a -j- 1 = 0 ; 

mais cette éfpiation ne peut avoir lieu; le nombre /m .doit par conséquent 
être- égal à deux. Boit donc 

7;=,.. 

r doit avoir deux valeurs diftérentes et de signe contraire; on aura donc 

(voyez le mémoire de ]\I. CaacJty) 

1 1 

R-^ r — {]h — Z/ü) (z/i —//«)•-• Oa — y■^) • • • (Z/4 — Z/ 5 ) = « 

0 étant une fonction symétrique. 
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Considérons maintenant les fonctions irrationnelles de la forme 

iC i''i5 etc., ibi etc. étant des fonctions rationnelles de a, &, c, d et e 
et par conséquent des fonctions symétiriqnes de î/i, ^3, ^3, et y-^. Comme 
on l’a vu, on doit avoir y = jit= etc. =2, li = v^S, Iij^=^vlS etc. La fonc- 
tion précédente peut donc être mise sous la forme 

(i'+J'.-S’’)-- 

Soit 

'\ = {p-p.S% 

on aura en multipliant. 




Si maintenant r 7 \ n’est pas une fonction symétrique, le nombre 'nt doit être 
égal à deux; mais dans ce cas r aura quatre valeurs différentes, ce qui est 
impossible; il faut donc que r)\ soit une fonction symétrique. Soit v cette 
fonction, on aura 

P jq I “ = 2. 




Cette fonction a m valeurs différentes, il faut donc que m — 5, en remar- 
quant que m est un nombre premier. On aura par conséquent 






1 

5 

7 


di dn 9.2 étant des fonctions symétriques de y,, y^, y.^ etc. et par c,on- 
séquent des fonctions rationnelles de a, ô, c, d et e. En combinant cette 
équation avec l’équation proposée, on en tirera la valeur de y exprimée par 
une fonction rationnelle de 2, a, i, c, d et e. Or une telle fonction est 
toujours réductible à la forme 

_ . ■ 1 

où P, P, P27 P-i P^ sont des fonctions de la forme yq yq, et 8 

étant des fonctions rationnelles de «, 6, c, d et e. De cette valeur de y 
on tire 
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où 

• -|- C£^ -j- -j- a -j- 1 = 0. 

Or le premier membre a 120 valeurs dilï’érentes et le second membre seule- 
ment 10; par conséquent y ne peut avoir la forme que nous venons de 
trouver; mais nous avons démontré que y doit nécessairement avoir cette 
forme, si l’équation proposée est résoluble; nous concluons donc 

qu’il est impossible de résoudre par des radicaux l’équation 
générale dn cinquième degré. 

Il suit immédiatement de ce théorème qu’il est de même impossible de 
résoudre par des radicaux les équations générales des degrés supérieurs au 
cinquième. 


P 


5 



lY. 


L’INTÉGRALE FINIE EXPRIMÉE PAR UNE INTÉGRALE DÉFINIE 

SIMPLE. 


Magazin for Natiirvidenskaberne, Aargang III, Bind 2, Christiania 1825. 


On peut comme on sait, au moyen du théorème de Parseval exprimer 
l’intégrale finie ^^cpx par une intégTale définie double, mais si je ne me 
trompe, on n’a pas exprimé la même intégrale par une intégrale définie 
simple. C’est ce qui est l’objet de ce mémoire. 

En désignant par (px une fonction quelconque de x, il est aisé de 
voir qu’on peut toujours supposer 

(1) ' (px= !' 

l’intégrale étant prise entre deux limites quelconques de w, indépendantes 
de X. La fonction fv désigne une fonction de v, dont la forme dépend de 
celle de (px. En supposant Jx=l., on aura en prenant l’intégrale finie 
des deux membres de l’équation (1) 

( 2 ) 2(px=j 

où il faut ajouter une constante arbitraire. En prenant une seconde fois 
l’intégrale finie, on obtiendra 


En général on trouvera 

( 3 ) 
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Pour compléter cette intégrale il faut ajouter au second membre une fonc- 
tion de la forme 

C'4- G,X + + • . . 4- 

G J (7i, G 2 etc. étant des constantes arbitraires. 

Il s’agit maintenant de trouver la valeur de l’intégrale déûniej' 

Pour cela je me sers d’un théorème dû à M. Legendre (Exerc. de cale. int. 
t. II, p. 189), savoir que 


^ 1 dt.sinvi 


^ 1 215 


giM — 1 


On tire de cette équation 


1 

e''~l 


1 1 . Q f ® dt.sinvt 


En substituant cette valeur de - — y dans l’équation (2), on aura 


(px= e 


/ 1 

e’“/u . dv 2 J -^ï } n^ï f • dv. 


L’intégrale HÎnvt . dv se trouve de la manière suivante. En remplaçant 

dans l’équation (1) æ successivement par æ-j-^V — 1 et x — — 1, on 

obtiendra 

(p{x-\-ty — ^)—f fv . dv ^ 

(p{x — t ]/ — 1) =y' 6”“' e"”' . dv, 

d’oii l’on tire, en retranchant et divisant par 2^ — 1, 

r ■ /• 7 </'(•'« -l-^V — 1) — — 1) 

/ e'’“'mxvt. fv.dv = “ ïr7=^' • 

J 2y— 1 

Ainsi l’expression de ^(px devient 


:S(px=J (px.dx — ^(px-{-2j^ 

Maintenant pour ti’ouver la valeur de l’intégrale générale 


posons 

1 . 

0’’-yî 


; = ( 1)"“^ l-^O.n P 4“ 4~ dvî 4~ • • • 4~ 


n-l,n 

5 * 



36 


L’INTÉGRALE FINIE 2 ’^ 


EXPRIMÉE PAR UNE INTÉGR. DÉF. SIMPLE. 


OÙ. P est égal à - j - , <^tant des coefficiens numériques qui 


doivent être déterminés. Si Ton différentie Téquation précédente, on a 


ne^ 


: (— 1)" ^ ^ + • • • 


d’‘p 

■n—l,n 


ne" n ^ 

{p> — l)«+i {e" — 1)” ' (e® — 1)”+^ 


ne" 

(e® — 1)”+^ 


:«(—!)” ^ [A,« P + A,n '£■ + •••+ A-l,« 


n (— 1)” |a,«+i P + A,n+1 H~ • • • + A«+1 7 ^) • 

En comparant ces deux expressions de déduit les équations 


suivantes: 




-^2,71 + 1 . -^2,71 -^1,1 


o: z/u4o 


1,W + 1 -^71 — l,7i — 2,71 ^^71—1,71 — 2,71 


- À 

-^71 — 1,71 5 


d’où l’on tire 


1 1 
n n — 


^/1 ^ 


s; —A” 

\n 

n j 

1 

1 

ïAiy •' 

'2 


r 1 /I 1 \ 1 

^ etc. 

n \ n 71. ; 


^ A ■ 

‘J~ • -^0,1 - 


--«,«+ 1 — ^ ^_2 ••• 2 • 1 ,r(«,+i) 

Cette dernière équation servira à déterminer les constantes qui rentrent dans 
les expressions de A^,,, etc. 

Ayant ainsi déterminé les coefficiens Ao,j, Ai„, Ag,, etc., on aura, en 

T 1 *. .1 T)/ i* /rt\ T 1 1 T 


substituant dans l’équation (3) au lieu de sa» valeur, 

^■>03 = (— 1)”"^ e'‘^fv . dv |Ao,„_p + A„_i , 

Tncnn+P-n ç»r»+: nn 


■n dnn-l ? 


L’INTÉGRALE FINIE 2'^<px EXPRIMÉE PAU UNE INTÉGRÉ DÉP. SIMPLE. 


37 


jl: 


Z, f ’ 


d’où l’on tii’e en diiférentiant 


dv 

~y^“r 

d^p 

2 

diA ~ 


d^p 

2.3 






t^dt . sin vt 
^ Y~ ’ 


^ . COS -yi 

Vo 


donc en substitiiant 

:z'<px = [(A-,.,^r +...+(-l)-M.,-l+(-l)-.^)«">.Æ 


De l’éqnation cpx = j' e''^ fv . dv on tire en intégrant: 

J' (px . dx = y'e“yù ™ , 

y* V .dx^=f yj- , 

J' (px . dx^ = y™ etc. ; 

de plus on a 

ysin vt .e"^ fv . dv • 

!' cos vt . <3“yù . dv : 
donc on aura en substituant 

:E'"cpx=A„_i^,^rn J' cpx.dx'' — — 1)^ (px.dxJ''~'^-\-...-\-[ — lY'^^J'cpx.da 

_j_2(' i)”“‘ <p( x.- ^tV — ï ) - f- ( p( x — — 1) 


^ (pQe -f- < y — 1) — (pÇ'n — < y — 1) 

2Ÿ=Ï ’ 

y(.r 4-/,y— ï) 4- (p(æ — f]/ — 1) 




OÙ 


P — A<^ ,^ t ^ t 

Q -zziz A-y ,^t ^3 A^ ,^ t 


’ • 1 
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L’INTÉGRALE FINIE EXPRIMÉE PAR UNE INTÉGR. DEF. SIMPLE. 


En faisant p. ex. n = 2^ on aura 


dt cpÇr.-^ty — 1 ) — — f]/ — 1 ) 


tdt (p{x~\-ti/ — i)+y(.'î? — ty — 1) 

. 


2^(px=ff(px.dx^- — fcpx.dx-^\(px — 2j^ gyZZÎ 

oT* tdt 

Jo 

Soit p. ex. (px — e'^, on aui-a 

(p[x+ty — Vj = 6“"° , y‘^dx=~e'’'‘, j'J'e 
donc, en substituant et divisant par 


-dx^-. 


,a 5 




1 . 1 ^ cü.smat T" tdt. cos cd 


Le cas le plus remarquable est celui où % = !. On a alors, comme 
on l’a vu précédemment; 

:S(px = C^f(fx.dx — ^(px-\r2j^ • 

En supposant que les deux intégrales 2(px et J s’annulent pour 
x = a, il est clair qu’on aura: 


2y— 1 


donc 


:S(px =f(px.dx — ^{(px — <pa)~\-2 .1). 

2 ^ y(ad-<l/ — 1) — (p(a — i^y — 1) 

jo 1 “2y— r ■ 

Si l’on fait x = oo^ en supposant que tpx et j' tpx.dx s’annulent pour 
cette valeur de æ, on aura: 

ppci — [— (p (u — [— 1) — [— (p {q, — [— 2) — |— (p (et — |— 3) — ]— ... in inf.. 


=J^ (px.dx-\-^(pa — 2 


dt (p(a.-\-ty — 1) — cp(a — iy — 1) 

2y— 
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3fl 


Soit p, ex. (fx = —^^ on aura 


cp{a-\- fV — i) — (pip , — tV — i) — 2aê 

■ “ W+tr ’ 


donc 


1 


SOT- + ■ • ■ = 2S- 4- + - i) (“• +^) 


-r (a+l)^ 1 (« + 2) 
et en faisant a=l 


2 ’ 


1 

1 _j_ _1_ .1 _|- .^ig- -|_ . . . = - S= + 4 


tdi 
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PETITE CONTEIBUTION A LA THÉORIE DE QUELQUES FONCTIONS 

TRANSCENDANTES. 


Présenté à la société royale des sciences à Throndhjem le 22 mars 1826. Imprimé dans Det kongelige 
norske Videnskabers Selskabs Skrifter t. 2. Throndhjem 1824 — 1827. 


1 . 


Considérons l’intégrale 


p: 


/ qdæ 


q étant une fonction de x qui ne contient pas a. En dift'érentiant p par 
rapport à a on trouve 

dp r. qdx 

da J (x — a)®" 

/ dv 

~ a ) ^ puisse être expiiiïié par l’inté- 

g-rale j , on trouvera une équation différentielle linéaire entre qj 

d’où l’on pourra tirer p en fonction de a. On obtiendra ainsi une rela- 
tion entre plusieurs intégrales prises les unes par rappoiù à æ, les autres 
par rapport à a. Comme on est conduit par ce procédé à plusieurs théo- 
rèmes intéressants, je vais les développer pour un cas très étendu où la ré- 
duction mentionnée de l’intégrale J' possible, savoir le cas où l’on 

a q = (px.e-f°‘^ fx étant une fonction algébrique rationnelle de æ, et ipx 
étant déterminé par l’équation 

(fx = h{x -^uY (æ+ a')^' {x + a"Y ’ .... (æ + 
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OÙ a, a" ... sont des constantes, /?, ft" des nombres rationnels 
quelconques. Dans ce cas on a 


/ * . dx 

dp r eJ^(f^ai.d.G 

da J (ji — Cl) ^ 


2 . 

La dernière de ces intégrales peut être réduite de deux manières. 


d 


IV — a 


a) Si roii difféi'entie la quantité ou trouve 

e-^-^(px . dx , ^P' tIi 

(;<; — a)^ X — a 

Eu intégrant cette équation de sorte c|ue les intégrales s^annuleiit pour 
x — c^ ou obtient 

(px . (l,v (px (d*' ipc I Çcp'.v -■]- (px . f'x) dx 

{x — a — X a — c ' J — Cl 

Si l’on différcntie rcxpression de (px on obtient 


(p X : 


£ I £ + £ + + e /»"! 


où la somme doit être étendue aux valeurs = 0, 1, 2, 3 . . .«. On tire 
de là 

.i; — « (.-g 4 - «(?'!) (x — Cl) > ’ 

or on a 

ti^p^ ’ t^(p^ . ii(p^ 

(.t* “b (x — a J Çx q- cdP^) Ça -f- — a) (a -p ^ 

(f'x __ I , 

X — a (x a^p'^') Ça -f- cc^p^) ' -n; — a 

f'x 

Considérons maintenant la quantité ' . Comme fx est une fonction 

X ' ' a 


donc 


rationnelle de x on peut faire 

yû;=:s';>V’4-:s' 


ô'û'J 

fiW ) 


(r) ’ 


6 
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la somme étant étendue à toute valeur entière de p, et désignant r 
nombre entier. En différentiant on obtient 


fx = ^ 

, /..SS 7 


donc 


/"*• 


5: -nvW 


oi — a 


= ^PY 


.reP-i 




Or on a 








donc 


2 -I ^ ^ ■nv<r'>nv-^ 


X — a 




Pour réduire l’expression :e 
1 A 


d(P) u.(p)- 


(a' — a)(Æ- + £(yJ)A<^^+i 


posons 


on obtient 


..J 1 

■ CL ' 

t; -)- 6‘ * 

’autre 

par X- 

Â — 

1 


L _L . 

1 4- 6-')’^ I ■ ■ ■ r. Çv 4 «) ”“ ’ 


(«4^)' 


Pour trouver A^,, on multiplie les deux membres de l’équation par (x-f-c)’ 

, 4.._, U , . 


1 1 

' 

1 "^1 

1 

X CL 1 

[X — a ' 

.r+4-r 


+ A^{x + g)^-p- -\- A^.*^,(^x + -f . . . , 

puis on différentie m — p' fois de suite, ce qui donne 

^ m — p' 1 ♦ • 3 . . . (jH P ^ 

En faisant x z 


i . O . . . nu — P ) / , V - 

(iü — a) m-~V+ i -f- '4” 1 • 2 . 3 . . . {^ïïl — A.^y . 


■ c, on tire 




(cl A- cy^-p'A ’ 


(ic a) (iü -|- (i) ip c) (x — cl) (a c) 1 ~(x c) p' ’ 


donc 
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En écrivant maintenant an lieu de c, + l et inuM- 

pliant par on a 

/.t(p>ô(p) ■ ô(P) IX<P>Ô(P^ 

(,?: — «) (je (« -)- £W)/‘^'’^+i(æ — «) (« + -}- £W)J>' ’ 

donc 

^ 1 ^ i. i(p)ô(p> _j n(p) ô(p) 

(.r — a) (.'£ -|- £i’'’J)i“^'’^+'' a; — a (a + (a -}_ ?'+2 _[_ 


En substituant dans l’expression de 

fi^p — 1 

trouvée plus haut pour 


— - cette valeur, de même que celle 
on obtient 


f'æ 


,r — a — a 




^ juW dW \ 

(rt -f- I 




i(v) ^(v) 


{a -f- £W) - 3''+2 _|_ pv)y 


Si l’on multiplie les deux membres de cette éfiuation par (px, et qu’on 


remarque que le coefficient de 


est égal à fa on a 


(fù'. . f'.T, (piv. .fa 

— a X — a 


" 4 - (px »r + (px JS'JS: 

En y ajoutant la valeur trouvée pour multipliant ensuite par 

et intégrant, on en tire 

^ j (ypp- + ^S3,y>''>a'fcf;px . ,lx 

^ P ef'^’ (fx . dx ( ^ ^ ^ f 

a J X a (ci e ^ ^ j g (p)'^ p' 

Si l’on substitue cette valeur dans l’expression de oii 4- , et qu’on 

écrive v au lieu de f on trouve 

J J x — a 

'•™- — |y'« -[- ^~jp = — ■■ ~ 1 ~ "h J' e^'^cpx . dx 


(i(T) 


a-\-a^'>J .r-|- 


r eJ''pcpx.<l.v I Ç e-^^fx.dx 

J .r 4- «(■»’■> ' (a-\-Ë<P>)/'^’’^-P'+^j(x-\-e<Pf 


6* 
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b) Je vais niaintenant exposer la seconde métliode de réduction; mais 
comme celle-ci est assez long’ue et compliquée quand fx est une fonction 
rationnelle quelconque de o", je me bornerai au cas oîi fx est une fonction 
entière. On a donc 

En différentiant l’expression ^ ‘ où 


on obtient 


■ipx=:(x-\- a) {x-\-a)... {x-\-a^‘"f 


eJ'^cpx . 


(pæ tfiæ | fÿ. 


dæ 


X — a 


-.d 


cpæ . 1 I. 1 .V ^ 
X — a 


Pour réduire cette expression, considérons l’équation 


F'‘ 


Fx 


^+^^'-+^T-^^ + 2T3'*^ + - + 2-3T..,a 




X — a X — a 

où jP, F\ F''... désignent les valeurs que prennent Fx, F'x, F''x... quand 
on fait x = 0. On a ainsi 


Fx 


X — a 


F^) 

V 

F(r) xP _ 2. 3... P ,5.^ F(r) 


2 . 3 ... P X — a 


X — a 


F(p) „ 

OU, en remarquant que — -^^5 

Fx Fa iTlp+p'+y 


2. 3... P 


- a/x^', 




X — a X — a' 2 . .3 . . . (p-|-p' -j- 1) ' 

où l’on a mis au lieu de p. En différentiant cette formule par 


rapport à œ on obtient 


xx 

Ma 1 

M a 1 

(x — 

” (x — ' 

h 

îî 

1 ^ 

1 


P 




2.3... (p+jf/ + 1) 
Si dans cette formule on pose Fx = yjx^ on a 
'ipx ij.)a , ip'a 


af ^xd\ 


aP-x-^ 

2.3...(p+;/ + 2j 


{x — af (x — a)^ I X — a 

En mettant ' dans la première formule, pour Fx la fonction entière 
xp'x-f-if/x^~^-\-f'x^, on obtient 
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cî' — a 


.1* — a 


ilj(r+p'+V 

■ + 2:'3Tr;:(H^]7q:^i) ''' ^ 




+ 






2.â...'(;>+j»)' + ï) . 


\ (P+P' + I) 




Si Ton substitue ces valeurs dans • rexpression de d h obtient 




_J_ i -- (px . :r.’’ dx- 

I 2 . 3 ...(?) -f }>' -f 2) ‘ 


+ ■ 


,/-Æ-.+n 

' <r ' I 


\ (2) +})' + !) 


'2.:5.::(p+F+i) 


- - a/' <d''' (px . x/ dx . 


Eli intégrant cette éi^nation, divisant de part et d’aivtve par i/vi, et écrivant 


’j) an lien île j 


(inV (!}> 


’ (la 


au lieu (U 


(piV . (Ix 

\l 


, ou trouve 


du ^ <p((. 


<p'a , \ c/--- <px . ifix _ c/“ (pr. . ij'c. 

<pa. \ ^'‘]P i/w(rt — x) ijuiQi . — r) 


' 2 . . (p ""l- P "*1”' J 


I .N’ %’ 1 X... f j (d'- (px . dx 

‘ 2 . d . - . Çp -f" 2^ d” 1) ^ 


('/)+?'+ U 


ou bien 


dp 

du 


</’'« I ./v,d ,,, ^''^^1^' ' y . jS'JS'ff'C v, p') I (dUp.x . xd dx 

P +./ — ■pd(a--u:) ,!>a(a - .>) ^ V{J ) ,paJ > 


(p' uvtv m 

l'i ^P\PTp) — 2yd.:(PX}>'X^ f 2.3..7 (p + p'+1)' 


3. 

Les écpiations (1) et (2) deviennent innnédiateinent intégrables quand on 
les multiplie par — ■; on obtient de cette manière, en remarcpiant qn’on a 




cpa 


cpa 



les deux formules suivantes; 




fa 


(fa 


: 6*^"^ q)X f e^'^cpe 

7 J J 


/ er-f^ da 
(a— c 


^(fCl 


+:s2p-/'>j .je>yx.x^'-’dx - -J-Ç^ 

C(X), 




e'~^^ da 


e~~-f^ da r €r-^^ da 


e^^cpx . dæ 


pe 


i— > 


q)a 


: cpx . 'ipx 


/(<• 


■ æ ) (pa . ij.fa 


ei"" (fc 


■y‘J(^ 


c) (pa . î/'rt 




J Ya% T ■/ 


La quantité c étant arbitraire, nous ferons dans la première fornmle 
(pe = 0, dans la seconde e^‘ (pc.‘\pc = 0. Si de pbis on suppose que les 

intégrales prises par rapport à a s’annulent pour -~=z0, on voit aisément 

qu’on a C(x)==0] on obtient ainsi, en remettant pour j) sa valeur J 

les deux formules suivantes: 


(3) 


I ef <pa, .dx — Qf-^ f =z f ^ ^ (fx . dx 

J æ — a J(a—x)(pa J J ^ 

'(i(v) f ( 'ef^(p.T..clx 

J (a “l" a^P^) (pa J . X -(- a^P'^ 


(4) 


p—fa r pf^q)x.dx 
(pa J X — a 


da . > r e/^ (px . dx 

(a -j- 9"^' J (.'?? + ^)^’ ’ 

r p—fa 

^ :e 2 (p . j cpx . x^dx. 


(px 


Si dans la première de ces formules, fx est une fonction entière, on a 
donc 


<pa 




«-/“ da 


( 5 ) 


(a — x) qa 

2^ (p -\-p' -]- 2) ^ 'J 

^ a(v) f r W ^ 
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Je vais maintenant appliquer les formules générales à quelques cas 
spéciaux. 

a) Si Ton fait (pa=.ly la formule (3) donne 


eJ^dx ... r e~''f^d..a 

— / 

X — a / a — X 


j e-'^'^cXda. / dx. 




r ef^dx 

1-=^ J (.'c+eW)^' 


Si de plu.s yà: est mie fonction entière, on n (V^^-O- dans ce cas la for- 


mule devient 


( 6 ) « 




J da . j é’^x^dx. 


En déveloj)pant le second inemlire, on obtient 


A J J e .J e/'^dlx 

-|- (^J (i~^’^ada .J eXdx -|- j e, -''‘da .J eXx dj.^ 

-|- 4/^'’^ e~->“(d da, j </•'" dx -|- J a da .J e/'^x dx 

-|- J da . j dx'j 


a’^-^da.J e-^“'dx-\- J e da . J e‘^''‘xdx -\- . . 

-|- J e~-^'"da. J e^'^x'^'^dx^ 


Si par exemple /x = r-", on a — = y<’^^ = l- 

la formule ci-dessus devient 

= n da .y e"’* dx 

_l_y ^ _ y xdx -]-••• -j- y du .J X' x'^~'^ dx^i j 

par exemple pour « = 2, n—B, on a respectivement 

e-'*"* = 2 y V-“' da .y‘e^' dx, 

(J-"'* ada.JeX dx-\-je~'“^ da .je'^^xdx^. 


e'"' dæ r^’ 

X — a '' I a — X 
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— (1 — aa^) J- 


dx 


{x a) y (1 — x^) (1 — ax^) 

da 


En posant 


on a 


•■1/(1- 

(1 - 

-ax% 

-.af- 

da 


J va 

-a^)(l 

— aa^' 

■af 

et dxjb 


JV(1 


— aa?) 


X=:i 

silK/?, 

y(i-^^)(i- 

oeæ®) = 

V(l~a’)(l- 

aa^) - 

m' d 


dx 


y(i- 

ét*^) (1 — 

ax'^') 


da 


y(î^ 

«=*)(!- 

act^) 


x^dx 



(a -|- y (^1 — (1 — 

r x^dx 


r dx 

^ J y(ï—x^) 


dcp 


~ a sin^y 
dip 




a^^da 


1 — a sm-y 
sin^i/j dilf 


y(l — (1 — ccci^) yi — a sin ^ ip 

En substituant ces valeurs, on trouve 

cos 'ip a wi^ip f— 

J (sin cp -|- sin ifi) yi — a ^m^cp 

— COS (p}/l — a sin^99 ( 

J (sin tp -J- sin cp) y 1 — a sin^i/ 




dcp 

y 1 — a sin-ç) 


. + sin cp) yi- 

— (X r . . f r 

J Vl—asinhfi J yï— asin^'f ® j Vr— a slii’^7 J ’ 

Cette formule répond à celle que M. Legendre a donnée dans ses Exercices 
de calcul intégral t. I p. 136, et elle peut en être déduite. 

e) Si dans la formule (5) on pose /æ = æ, on obtient 

(10) ^ /: :v/îfr; r fe^cr.,:.d.<: 
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d’où en développant le second membre on tire 

da e 


e cpx 


(a — *r) cpa cpa 


'1 — r_e~‘^da ^re^cpxuhj 

2 j a!— a J (a_p a) J + X 
-1_ 3' . r _| 1 n(n) f e—da Ce-cpi 

' J («+«')?’“ J « + «' ' I ' J (a-[_ aW) ■ J æ + 

Par exemple si (px = ']/x^ — ï, on a P = P' 

J (a — .T)l/a^ — 1 Va - — ïj — “ 


cpx.dæ 
+ aW ■ 

a =z 1 , a' = — 1 , donc 


îilnl 

-a 


^ r e-^da re^c^-ÿx'^ — ^'liT «““da ('e^dxVx'^—l 

U(a+l)ya^ — 1 J •r+i J (a — l)'Va‘^—i J — 1 


f) En posant dans la formule (4) p=zji' — p' 
(f x = {ipx) " , (px . %px — {ijjx) ” , donc 


n('>0 

fi =m^ on a 


(11) 


('/«)’ 


f e-f^ (tpxy'dx _ /^/ n™+i f jry‘ da 


Or 011 trouve 

= 2-:w:z(ywTi) + ^+'''(^'+^''+2)) 2:;r::'(pTî?+2) ^ 

donc, en faisant 

fx = 'y-\-y'x-\-)'''x‘^ -\ , 

'ipx = k-\~k'x-yk''x^-\ [~M'^x”^' 


on a 


Par coiLséqiient on a 

r e/^ ( (//,r) » dx _ + 1 r e-/« da 

— a'" J (« — a;)(i//a)“+i 


m {p-\-p' -|- 2)^ 7c(î>+i>'+y. 




( 12 ) 


- a 


+ (i^-h 1 (p-hp'+2)) y -j e^^fx)' 


'x^ dx. 


7 !C 
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En supposant fx = kx^ on en tire 




^ Z:a fia 


cpx . dæ 


{x = x'^ x = x^^\ a = a^^ a = qf'). 


En faisant — 0 , on obtient 


J (ci-\-cc(P^)(p^ J x-{-a(P^ 


(x = x', X = x"-^ ar=:a'^ a = a"). 

Posons par exemple cpx — |/x^ — 1 = "{/(æ — 1) (æ-j- 1) , on a 

/3=/5'=-|.5 « — — 1, «' = 1; æ'=l, x"= — 1; a' = oo, a! 


r cia l'dæVix ^ — ^ 

J (a _ 1) y^^Zfî J cc—1 ' J(a+l)-l/T2'- i ■ 

{x' = l, x" = — l-, ff'=: + oo, a" = 
ce qui a lieu en effet, car on a 


'‘dir.'^.rA — 1 


(a— 1 ) ia^—l 


— — V 'd^~i — ^ — “h®°5 


+ ^« + 1 ' 

Si dans la formule (16) on fait (fx=l^ on obtient 

^^(jp-|-/-[-2)y‘î’+î’'.+^^ Je-^^'a^'da.J e-f^x^'dx=zO 
(x = x\ x = x''-^ a — a'^ a = a"'). 

b) Considérons en second lieu la formule (4). En supposant <>/"'' cpx. \px=0^ 
on trouve après avoir multiplié par e^'^cpa 

fef^cpæ.dÆ . r erA'‘aP'da Cf, „ , 

J = '^ -J dx 


: 0 (a' = -)- oc-j, a” = — (x) , 


où l’on a 


æ — a fpa.yia 

(x = x'., x = x''\ a = a'), 

cd-^' cpx' . ipx' — 0 6^-°" cpx" .xpx" = 0., ^ 
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Cette fonniile se traduit en tliéorèine comme suit: 


’La valeur de Tintégrale J , prise entre des limites qui annu- 


’dent la quantité cpx être exprimée par des intégrales de ces 

C a^' (la C « 7 ?5 

\ cpx . x^ dx. 

Cf a . ipa J ^ 

Pour des valeurs indéterminées de x au contraire, cette réduction de 


^formes: 


cp^c . clx 
X — a 


est impossible. 


( 21 ) 


OU 


Eu faLsaut = — — ou obtient la formule suivante 

X , X — — X CL ■■ ' ' '■ CL 


IpX (x — j — CC^ (p(' "*1 — OJ ^ . ^X — I — C( ^ , 

Si de plus ou suppose fx = 0j ou obtient 

== j -j dx 

(a.: = x\ x = x^'^^ il = cl') . 


(22) 


On a donc le théorème suivant, qui n'est qu’un cas spécial du pré- 
cédent: 

/ ( du* . 

prise entre des limites qui sâtis- 

”font à 'l’équation =; 0, peiit éti’e exprimée par des intégrales des 

^ J dx , (//x 


'formes 


('/'«) 


m-+l - 


étant une fonction entière de x.” 


En faisant w : 


■ , on obtient 


(2S) 


r _ I y . fyy 

J (ic — a)V>lw 2 / 1 / 1 » \1 -t ) J ÿijM J y ,iix 


(x = x’, x=-x"'^ a = a'), 


d’où le théorème suivant: 
”La valeur de 1 


intég'rale / — 

J (x 


dx 


(x — a) y i/fx 


prise entre des limites qui aimu- 
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'’leut la fonction ipx^ peut être exprimée par des intégrales de la fui 


me 


r dx 


Faisons par exemple ipx=(l — — ax^)^ nous aurons x~ 


X 




X 


= V-a^ 


dx 


|/(1 — (ï 

J y(l — — cca^) J ■ 


(x — il) y(l — c6'^) (1 — ax'-^') 

dx 


y(l _ (1 '—aa^ J V(T— x^) (1— ax^-^') 


a 


X: 


X: 


■o=V-, 

' a 


— aa^') , 

J -/(r-TrOO-^' 



=: 

1 5 a =: + 1 , 

±1 

/i) 

a 1 

=+)/ 


+ l 




— f 

a 1 

=+y 

-—5 a = + 1 , 

+] 

/i) 


a — 7 


a 1 

«=±L 

±1 

/i). 

aipj)ose 

— 1 — 

011 

trouve 


= /(I -x-)-»;'* -/'(ï “it)-*. 


(a;=l, æ.= — 1, a=l), 

où OT-)-l doit être moindre que ruiiité, c’est-à-dire que wiC^O. Ou a 

'/>{?, J'') =(/'+! + « iv +i/ + 2)) : 

puisque = 0, à moins que jo-j-p'-j- 2 =; 2«., et comme A;^'‘ = — ] 


on en tire 

\ 


Où J>0 = ^ (iP + 1 + 

L’intégrale ^"(1 — x*’’)'"- x’’’ dx peut être exprimée par la fonction 7’. On 
en effet 
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+1 

Mais on a 


I (1 — 

J +1 


' dx 


(1 — dx-\- I (1 — x^y^x^ dx . 


I (1 — x^yx^ dx = ( — f (1 — x^'x^' dx^ 

J 0 Jo 

coluine on le voit en mettant — x au lieu de x. Donc 

j (1 — dx — ({— 1)"+^ — dx, 

c’eHt-à-dive qu’on a 

I (1 — £c^’*)’"æ^'’ cZic = — 2 I (1 — x^'‘)x^^dx, 

J ■}- 1 . • «y 0 

J +1 

Or on déduit aisément d’une fonnule connue {^Ler/nndre Exercices de calcul 
inté^-ral t. I p. 279) l’équation suivante 




/•. . ./’(»«+ 1) 

/ (l—x^’y'xydx— y- - 

y» 2«. 


I y 


1 ~j— 2 2 ^ 


;■ J 


2 m 


on a donc 


j (1 — ;/;"") 

J +1 


U r lui + ! + 


En siibstituant cette valeur, et écrivant ensuite — m pour w., on obtient 

■rf^_+jA 




dx 




■ «(1. — «•■!”) 

(t=1, x = — 1; a=l) 
Hi l’on fait m = ^, on trouve 


, c. N ‘-'K 2» ] 


f *: _ m 

j Çr-a) y i - - 


^t /1 + 2^) 

2 n 


^ {2V + 1-^0 /t' 

..p-'M ^/,yi — ^ I 1 \_JJl 

V 2 ^ 2 'm 


^^ 2 n ~ 2 p -~~2 


{x=î, X — — 1; a = l, a — a). 
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Par exemple si n 

— S, on trouve 


j do(j 

_ , m m 1 

a*da , , r(i) r(D r da 

J {x — «)■/! — 

^ r(f)i/i — «fij 

yi — «« ' ^ r(l)yi _ «« j yi «(i 


11 

11 

1 

1; a=l). 

Or on a — 

en substituant cette valeur on obtient 

r dx 

_ , V.r r(i) 

r a^da 1 ^ V^r C da 

J (.X — a) yi — 

yi — 

iyi— a® ^yi — rt® ^(iljyi — rt® 


(£C=1, x= — 1; a=l). 

Dans ce qui précède nous avons supposé ipx . t/ix = 0 ; supposons 

:0, et désignons par a" une 


maintenant qu'on ait en même temps 


cpa 


valeur de a qui satisfait à cette condition. L’équation (4) devient dans 
ce cas: 


(26) 

Si fx — 0^ on a 
(26) 


(æ = x', x — x"\ a = a\ a — a”). 

j^^^.jcpx.xUx = 0 

(æ = æ', x = x"-^ a = a\ a = a''). 


Supposons que /?, /3', ft” ... soient nég-atifs, mais que leui-s valeurs ab- 
solues soient moindres que l’unité, nous aurons (px.'ipx = 0 pour x = — 

et -i- = 0 pour a— — On obtient ainsi la formule suivante 


(pa 


21: 


T \J. 7 J. JJ J 

— a — — 


■ x = — a 


(27) 

(cc = 
où l’on a fait 

(px = (x^ aY {x 4- a'Y' {x + a"y". . . . 

-ipa = {aY- (« + « 0 '“'^'' (« + a"y-^'-. . . . , 
(3, (3\ (3" ... étant positifs et moindres que l’unité.* 
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En faisant = [^' = (3" = . ■ . = on obtient 

J 'V(pa J VcAt’ 


SS l 


■ a 


(a') 


)• 


( 28 ) - - - J J y^^^^ 

(x= — x = 

Dans cette formule on a 

(fx = (æ -|- «) (» -f- «0 (æ a") ■ ■ • = k -\-h' x -\-h" -\ 

Par exemjile si l’on pose (px = {l — a:) (1 -|-a;) (1 — ca;)(l-j-cæ), on a 
a—1^ a' ■■ 


Jÿ 


da 


-1, r/' = 

— , a"' — 
e 

i 

C 

5 donc 





dx 


r da 


__.r 

dâi 

JV(1- 




-C^ 

a^j JVlï-x 

^Xl— cV 

:x=i, 

a;=-l; 

a = 

1, a= — 

1) 

' (1) 


( 

a;— 1 , 

1 

x= 1 ; 

a — 

1 , a — 

IJ 
« 1 

1 (2) 


1 

x=l^ 

[ 

a;= — 1; 

a = 

1, a= — 

1 ' 

« ; 

1 (3) 


1 

a; = 1 , 

a; = — 1 ; 

a — 

1 _ 

0 ’ 

1 ' 

« ; 

1 (4) 


1 

x=l, 

1 

T 5 

a — 

1 , a = 

1 ' 

« / 

1 (5) 


x=l, 

a-— ^ • 

a — 

1 , a= — 

1 ) 

« 1 

1 (6) 


a;= 1, 

1 

az= 

1 _ 

6* ^ 

l] 

(7) 


' 1 

6* ^ 

1 . 

^ J 

a — 

1 _ 
c ’ 


(«) 



Désignons par Fx la valeur de l’intégT'ale j 

/ ■ ^,^.2 

- i ClCP' 


, - - - : prise de- 

y(l— æ=*)(l — Ü^'C^) ^ 

uis x = 0, nous 


aurons 


dæ 
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En substituant ces valeurs^ on aura la formule suivante 

J’(l)E(|) = Æ(l)^'(i). 


Oïl n’obtient pas d’autres relations quel que soit le système de limites qu’on 
emploie, excepté seulement les systèmes qui donnent des identités, savoir 
le le et le 


Si l’on désigne en général par F(pjx) la valeur de l’intégrale f 

J V rpx 

prise d’une limite inférieure arbitraire, on a 



= F{p^ a') — F{p,a). 


En substituant cette valeur dans la formule (28), on obtient la suivante: 

De cette formule on peut en déduire beaucoup d’autres plus spéciales en 
supposant (px paire ou impaire, mais pour ne pas m’étendre trop au long 
je les passe sous silence. 

Il faut se rappeler que «, a', a", a"' peuvent désigner des racines 
quelconques de l’équation (px = 0. On peut aussi supposer a = a\ a'' = a"'. 



YI. 


RECHERCHE DES FONCTIONS DE DEUX QUANTITÉS VARIABLES INDÉ- 
PENDANTES Æ ET TELLES QUE /(;^;, y), QUI ONT LA PROPRIÉTÉ 
QUE /(z, /(æ, u)) EST UNE FONCTION SYMÉTRIQUE DE z, æ ET y. 


Journal für <lio rcino unrl an}j;ü\van<Uc Mathcinatik, lioraii.s^cj^ohcn von (Jrt'llt', Hd, 1, Bo.rlin 1826. 


Ri l’üti désigne p. ex. les fonctions -U/ !])■> 

ponr la première, f[z, f{:c^ y)) = z -}-/(;/■ , y) = z-\-x-\-y^ et pour la se- 
conde, f{z, y)) = zf(^x^ J/) ==zxy. Ija fonction f{x, y) a doue dans 
l’un et l’autre cas la propriété remar(|ual)le que /(z, f{x, y)) est une fonc- 
tioîi symétrique des trois variables indépendantes z, x et y. Je vais clier- 
clier dans ce mémoire la fonne g-énérale des fonctions qui jouissent de cette 
propriété. 

L’é(]uation fondamejitale est celle-ci; 

(1) y(z, /(;r, y)) = une fonction symétrique de x, y et z. 

Une fonctioTi symétrique i*este la même lorsqix’on y écliang’e entre elles • 
d’une manière quelconque, les quantités variables dont elle dépend. On a 
donc les équations suivaTvtes: 

/ÿS /(!/; •'0)5 

A^i /(^5 y)) /(2, y)) , 

/(^ 5 fiPi y)) 5 /(y 5 2)) , 

/(2: A^i y)) —Aih /(®5 A) 5 
/(2 , /(«, y)) —/{y, /(2 5 -A) • 


( 2 ) 
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La première équation ne peut avoir lien à moins qu’on n’ait 

c’est-à-dire que y) doit être une fonction symétrique de x et y. 1 
cette' raison les équations ( 2 ) se réduisent aux deux suivantes: 


/gx /( 2 , /(æ, y)) =f{x, f{y, z )) , 

. /( 2 , /(a-, y)) =f( 2 /, /( 2 , x)) . 

Soit pour abréger /(æ, y)=r, /{y, z) = v, f{z, x) = s, 

( 4 ) /( 2 , ’•)==/(«» ^)=/( 2/5 *')• 

En clrfférentiaiit successivement par rapport à y, 2, 


on aura 


on aura 




fs 


dv 

dy 

ds 

dz 


/>/„ 

dx 
dr 

n, dv 

dF- 


fs 

fr 


Si l’on multiplie ees équations membre à membre et qu’on divise les pr( 
duits par fr.fv.fs^ on obtiendra cette équation 


( 5 ) 


dr dv ds dr dv ds 

dx dy dz dy dz dx 


ou bien 


Si Ton fait z invariable, 



dv 

dr 


dx 

dv 


dz 

dv 

dv 


ds 

dr dx 
dy ds 
dz 


dy ' dz 


se réduira à une fonction de y sexil 


Soit yy cette fonction, 011 aura en même temps —^~:-^~ ==zcpx: car .v est I 

(JjX clz 

même fonction de z et æ que v l’est de 2 et y. Donc 


( 6 ) 


dr dr 

-dx^y=-dÿ^‘^- 


On en tirera, en intégrant, la valeur générale de r, 


ifj{ f(px.dx-\- J (py . dy ), , 
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xj.) étant une fonction arbitraire. En écrivant pour abréger cpx pour 
et q)y pour j'cpydy^ on aura 

(7) r = tp{(px cpy ) , ou /(x, y) = iy{(px -f (py) . 


Voilà donc la forme que doit avoir la fonction cliercliée. Mais elle ne peut 
pas dans toute sa généralité satisfaire à l’équation (4). En effet l’équation 
(5), qui donne la forme de la fonction /(x, ?/), est beaucoup plus générale 
que l’équation (4), à laquelle elle doit satisfaire. Il s’agit donc des restiic- 
tions auxquelles l’écpiation générale est assujettie. Ou a 

/(z, r) = iy {(pz-\-(pr). 

Or r — ip ((px -|- (py) , donc 

/(z, r) = xp{(pz -1- (p\p{(px (py)). 

Cette expression doit être syinétriipie par rapport à y et z, Donc 
(pz (pip (^cpx (py) = (px -“j- cpiij{(py (pz ) . 

Soit cpz = () et (fy = 0^ on aura 

(f ipcpx = (px (pip{0) = (px ('î, 

donc en faisant (px — p^ 

■ (pif>j,=p-\-e. 


En désignant donc par 
de sorte que 

on trouvera 


(pi la f<)nction invei-se de celle qui est exprimée par 


(p(ppK = X, 
yjp = (p,{j>-\-c). 


La forme générale de la fonction cliercliée /(x, y) sera donc 
/(x, y) = (p,{c -\r(px-\- (py ) , 

et cette fonction a en effet la propriété demandée. On tire de là 

ou, en mettant ipx — c à la place de (px, et par conséquent %py — c à la 
place de (py et ipf{x.., y) — c à la place de (p,f{x^ y), 

= + 
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Cela donne le tliéorènie suivant: 

Lorsqu'une fonction f(x^ y) de deux quantités variables indépendanief. 
X et y a la propriété que f{z^ f{pc,^ y)) est une fonction symétrique de x. 
y et Z, il y aura toujours une fonction yj pour laquelle on a 


2 /) — + 


La fonction /(æ, y) étant donnée, on trouvera aisément la fonction' ipx. 
En effet on aura en différentiant l’équation ci-dessus, par rapport à :r e1 
par rapport à y, et faisant pour abréger f{x^y) = r 


/ dr , 


dr 


donc en éliminant 'ip'r. 


'^■r-^ = yjy, 


dr , dr , 


dy 


d’oti 


dr 

f , dæ 

y'^=vy-^ 

dy 


Multipliant donc par dx et intégrant, on aura 

dr 

yix — yi'y I — r — dx . 


, r d.v. 

■'y hdl^ 

V TT 


Soit par exemple 


dy 


il se trouvera une fonction ijj pour laquelle 

%fi {xy) = \px -[” lyy . 

d,r dr 


•x^ donc 


Comme r = xy^ on a = 

tpx = yj'y J-^dx = y y/y . log ex, 

ou, puisque -la quantité y est supposée constante, 

yjx — a log ex. 
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Cela cloinie i/jy = a log \j,i{-.nj)=. a\og GXij on doit donc avoir: 

' a log oxy = a log ex a log ey , 

ce qui a eftectiveinent lieu pour c = 1. 

Par un procédé semblable au précédent, ou peut en général trouver des 
fonctions de deux quantités variables, qui satisfassent à des équations don- 
nées à trois variables. Eu effet, par des différentiations successives par rap- 
port aux différentes quantités variables, on trouvera des équations, desquelles 
on peut éliminer autant de fonctions inconnues qu’on voudra, jusqu’à ce 
qu’on soit parvenu à une équation qui ne contienne qu’une seule fonction 
inconnue. Cette équation sera une équation différentielle partielle à deux 
variables indépendantes. L’expression que donne cette équation contiendra 
donc un certain nombre de fonctions arbitraires d’une seule quantité variable. 
Ijorsque les fonctions inconnues trouvées de cette manière seront substituées 
dans l’écpration donnée, on trouvera une équation entre plusieurs fonctions 
d’une seule quantité variable. Pour trouver ces fonctions, on doit différentier 
de nouveau et l’on parviendra ainsi à des écpiation’s différentielles ordinaires, 
au moyen desquelles on trouvera les fonctions, (jui ne sont plus arbitraires. 
De cette manière on trouvera la fonne de toutes les fonctions inconnues, à 
moins qu’il ne soit impossible de satisfaire à l’équation donnée. 


9 
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DÉMONSTRATION DE LTMPOSSIBILITÉ DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE 
DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES QUI PASSENT LE QUATRIÈME DEGRÉ. 

Journal lur die reine und aiigewandte Matliematik, herausgegeben vou Crdltj Bd. 1, Berlin 182(5. 


On peut, connue ou sait, résoudre les équations générales jusqu’au 
quatrième degTé, mais les équations d’un degré phis élevé, seulement dans 
des cas particuliers, et, si je ne me trompe, ou n’a pas encore répondu 
d’une manière satisfaisante à la question: ”Est-il possible de résoudre en 
général les équai;ions qui passent le quatrième degxé?” (Je mémoire a pour 
but de répondre à cette question. 

Résoudre algébriquement une équation ne veut dire autre chose, que 
d’exprimer ses racines par des fonctions algébriques des coefliciens. Il faut 
donc considérer d’abord la forme générale des fonctions algébriques, et chei*- 
chef ensuite s’il est possible de satisfaire à l’équation donnée, en mettant 
l’expression d’une fonction algébrique au lieu de l’inconnue. 


§ ï- 


Sur la forme générale des fonctions algébriques. 


Soient æ’, æ", x"'... un nombre hui de quantités quelconques. On 
dit que v est une fonction algébrique de ces quantités, s’il est possible 
d’exprimer v en æ', œ”, x"' ... à l’aide des opérations suivantes: 1) par 
l’addition ; 2) par la multiplication, soit de quantités dépendant de 
' x\ x", x"'..., soit de quantités qui n’en dépendent pas; 3) par la divi- 
sion; 4) par l’extraction de racines d’indices premiers. Parmi ces opé- 
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rations nous n’avons pas compté la soustraction, l’élévation à des puissances 
entières et l’extraction de racines de degrés composés, car elles sont évidem- 
ment comprises dans les quatre opérations mentionnées. 

Lorsque la fonction v peut se former par les trois premières des 
opérations ci-dessus, elle est dite algébrique et raiionnelle, ou seulement ration- 
oielle; et si les deux premières opéi'ations sont seules nécessaires, elle est dite 
aJc/ébrique, raiionnelle et entière, ou seulement entière. 

Soit f{x', x", x'” ...) une fonction quelconque qui peut s’exprimer par 
la somme d’un nombre fini de termes de la forme • 

Ax'’"‘ x"^-^ 


où A est une quantité indépendante de x" etc. et où OTi, etc. 

désignent des nombres entiers positifs; il est clair que les deux premières 
opérations ci-dessus sont des cas particuliei's de l’opéi’ation désignée par 

æ", x "' . . .). On peut donc considérer les fonctions entières, suivant 
leur définition, comme résultant d’un nombre limité de répétitions de cette 

opération. En désignant par •!/, ?/', v”' etc. plusieurs fonctions des quan- 
tités ;r', x" x'" de la même forme que x” ), la fonction 

/'(r', v” ) sera évidemment de la même forme que /'(af, x " Or 

fiv\ v" . . .) est l’expression générale des fonctions cpii résultent de l’opéra- 
tion fixf., x" ) deux fois répétée. On ti’ouvera donc toujours . le même 

résultat en répétant cette opération autant de fois qu’on voudi'a. Il suit de 

là, (pxe toute fonction entière de plnsieiu’s quantités x" peut être 

exprimée par une somme de plusieurs tenues de la fonne Ax"“'' 

Oonsidérons maintenant les fonctions rationnelles. Lorsque f{x\ x " . . .) 
et sont deux fonctions entières, il est évident, que les trois 

prennères opérations sont des cas particuliers de l’opération désignée par 

fjx !, x" . . .) _ 
f/)(.rVr" . . .) ■ 


On peut donc considérer une fonction^ rationnelle comme le résultat de la 


répétition de cette opération. Si l’on désigne par v', v", 


etc. plusieurs 
/(«>"...) 


fonctions de la forme ’- x , on voit aisément que la fonction . 

fp(x , /e" ...) ^ cp(v, v" . . .) 

peut être réduite- à la même forme. Il suit de là, que toute fonction ration- 
nelle de plusieurs quantités x', x" peut toujours être réduite à la forme 


où 


le numérateur et le dénominateur sont des fonctions entières. 


9 * 
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Enfin nous allons cliercher la forme générale des fonctions algébriques. 
Désignons par f{x\ x" . . .) une fonction rationnelle quelconque, il est clair 
que toute fonction algébiûque peut -être composée à l’aide de l’opération 

m 

désignée par /"(x', x" ...) combinée avec l’opération où. m est un 

nombre premier. Donc, si p" . .. sont des fonctions l'ationnelles de 

««t/ y ^ 

Pi =A^\ *" • • • ife Vp" - • •) 


sera la forme générale des fonctions algébriques de x\ æ" . . . , dans les- 

m 

quelles l’opération exprimée par affecte seulement des fonctions ration- 
nelles. Les fonctions de la forme seront dites fonctions algébriques du 
premier ordre. En désignant par jp/, p^" . . . plusieurs quantités de la forme 
_Pi, l’expression 

n' n" 01/ 71 ," 

y/, W-- Viv, W--) 


sera la forme générale des fonctions algébriipies de x’, x" . . . , dans les- 

m 

quelles l’opération ]/r affecte seulement des fonctions rationnelles, et des 
fonctions algébriques du premier ordre. Les fonctions de la forme 
seront dites fonctions algébriques du deuxième ordre. De la même manière 
l’expression 


j,,=f(x\x’ ... yy. fp’... yiv, y/,-,.-, te te---). 


dans laquelle Pi" ■ • • des fonctions du deuxième ordre, sera la forme 
générale des fonctions algébriques de x', x" . . . , dans lesquelles l’opération 

m 

n’affecte que des fonctions rationnelles, et des fonctions algébriques du 
premier et du deuxième ordre. 

En continuant de cette manière, on obtiendra des fonctions algébriques 
du troisième, du quatrième . . . du ordre, et il est clair, que l’expression 
des fonctions du ordre, sera l’expression générale des fonctions algé- 

briques. 

Donc en désignant par g. l’ordre d’une fonction algébrique quelconque 
et par v la fonction même, on aura 

v=f{r\ r" ... Vi? "...), 
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OÙ p', p" ... sont des fonctions de l’ordre /t — 1; ?•', des fonctions 

de l’ordre ,// — 1 on des ordres moins élevés, et , n\ n" . . . des nombres 
premiei’s; / désigne tonjours une fonction rationnelle des quantités com- 
prises entre les parenthèses. 

On peut évidemment supposer qu’il est impossible d’exprimer l’une des 

n' n" 

quantités )/p', . . . par nne fonction rationnelle de^5 autres et des quan- 
tités ... ; car dans le cas contraire, la fonction v aurait cette forme 

plus simple, 

W, ’fe"---), 


où le nombre des quantités |/y/, ]/j)" ... serait diminué au moins d’une 
unité. En réduisant de cette manière l’expression de •» autant que pos- 
sible, on parviendrait, ou ù une expression irréductible, ou à une expres- 
sion de la forme 

u=/(r', r", r-...); 


mais cette fonction serait seulement de l’ordre ,u — 1, tandis que v doit 
être du ordre, ce qui est une (‘.ontradietion. 


Si dans l’expression de v le nombre des (juantités j/p" ... est 

égal à m.j . nous dirons que la fonction v est du ordre et du 

degré. On voit donc qu’une fonction de l’ordre g et du degré , 0 est la 
même cliose qu’une fonction de l’ordre g — 1, et (ju’une fonction de 
l’ordre 0 est la même chose qu’une fonction rationnelle. 

11 suit de là, qu’on peut poser 




g,), ' 


où J) est une fonction de l’oi'dre g — 1, mais r', r" . . . des fonctions 
du ordre et tout au plus du degré tn — 1, et qu'on peut toujours sup- 

n 

poser qu’il est impossible d’exprimer |/p par une fonction rationnelle de 
ces quantités. 

Dans ce qui précède nous avons vu qu’une fonction rationnelle de 
plusieurs quantités peut toujours être réduite à la forme 


S 



où .s‘ et t sont des fonctions entières des mêmes quantités variables. On 
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conclut de là que v peut tonjoui’S êti'e exprimé comme il suit, 

n 

r"... Vp) 

—A J ^ 

r(r', r" ...ip) 

n 

ôù. (p et T désignent des fonctions entières des qiiantités r-, r" . . . et |/j; . 
En vertu de ce que noxis avons trouvé plus liant, toute fonction entière, de 
plusieurs quantités .s, r" ... peut s’exprimer par la forme 

“h H" ^2'^^ H 

fg, q . . . étant des fonctions entières de r', r'', r'" . . . sans .s. On peut 
donc poser 

12 m 

<0 + q ,p" + q P” H — h _ T 

^ — r 17 ^ — y ’ 

l'o +®ijP”+«4Fqd 

OÙ. to 5 h--- 6t -^ 0 , sont des fonctions entières de r', r"' etc. 

Soient F,, Fj... les w — 1 valeurs de F qu’on trouve en met- 

_1 J. _1 1 1 

tant successivement ap”, au lieu de jd*, a étant une 

racine différente de Tunité de l’équation «" — 1 = 0; on trouvera en mnlti- 

T 

pliant le numérateur et le dénominateur de par F, Vg. . . F,^_i 

. TFF...K _, 

VFV,...V„_, 

Le produit FF,... l^_i peut, comme on sait, s’exprimer par une fonction 
entière de p et des quantités r', r” ..., et le produit T iq . . . est, 

n 

comme on le voit, une fonction entière de ’^p et de ?•', r" En suppo- 

sant ce produit ég-al à 

i. -i ^ 

\rhP"\ 

on trouve 

_1 2_ k 

y _ q4-qd>” +g.2F” + - - ^ 
m 

ou, en écrivant q^, n, n,... au lieu de etc., 

771 ni 771 ’ 
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1 i le 

= %) “h ~i~ *hV '' H h Ükp'‘ 5 

où g'o, sont des fonctions rationnelles des quantités p, r\ r" ... etc. 

Soit fl un nombre entier quelconque, on pexit toujours poser 

U. = cm -|- rz , 

a et a étant deux nombres entiers, et c<^ n. Il suit de là, que 

fx ati-\-u a 

En mettant donc cette expression au lieu de p'' dans Texpression de on 
obtiendra 

1 y H — 1 

= !7o -h üiP’' -h H h ” , 

q^^ 2ij l/ü ^tant encore des fonctions l’ationnellcs de.^x, /, r"..., et par 

conséquent des fonctions du ordre et au plus dxi degré m — 1 , et 

1 

telles qu’il soit impossible d’exprimer y>'‘ rationnelleiïicnt par ces quantités. 
Dans l’expréssion de v ci-dessus, on peut toujours faire (y, ~1. Car 


D 

que (y, =zz 1. Si 
soit pas nulle, et 

en prenant deux 
afi — (Sn = fi\ II' 


En vertu de cela et en remanj^uaut que <y^,p"=y9/‘, o aura la forme 

1 Sf n— 1 

= qo -[- Pi ” 4“ *hPi “4 h p‘-~ipi “ • 


si g'i n’est pas nul, on obtiendra, en faisaiit 'Pi-~'pq'i ■: 


donc 


= 5 ’ P" 
11 


.Pi 


■■ <:b 4-i^i’‘ + If pr-{- • • • 4- pSi 

7 1 11 


expression de la même forme que la précédente, sauf 
z= 0 , soit <y^ une des quantités ly, , q^... xy„._i , cpii ne 


(X/X 


soit q^ 2 )>^ = ‘p^. On déduit de là q'^p'" =Pi‘- Donc 
nombres entiers a et /î, qui satisfassent à l’écpiation 
étant un nombre entier, on aura 




^llP 


■■Pi‘ et p" 


■■%"P ^'pi'- 
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De tout ce qui précède on conclut: Si v est une fonction algébrique 
de l’ordre ,w et du degré m, on peut toujours poser: s 

12 3 . n— 1 

'y = 2o + P” + + îZsP" H h " : 

n étant un nombre premier, (^o, q 3 ...q„_i des fonctions algébriques de 
l’ordre //. et du degré m — 1 au plus, p une fonction algébrique de 

A 

l’ordre p — 1, et telle que p” ne puisse s’exprimer rationnellement en 


§ n. 


Fropriétês des fmetions algébriques qui satisfout à une équation donnée. 


Soit 

(1) ' <^0 “h H — ^ 


une équation quelconque du degré r, où e^... sont des fonctions ration- 
nelles de x'j x" . . . , æ', x" ... étant des quantités indépendantes quelccmques. 
Supposons qu’on puisse satisfaire à cette équation, en mettant au lieu de y 
une fonction algébrique de x', x" — Soit 

1 ^ '^—1 

(2) ?/ == + P” + H h ^i«-ip " 

cette fonction. En substituant cette- expression de ?/, dans ]’é(piatiou pro- 
posée, on obtiendra, en vertu de ce qui précède, une expression de la forme 

1 2 n —1 

(3) + nP” + ’’2P’“ H h l-n-lP ” = 0 , 

OÙ ^ 0 ? des fonctions rationnelles des quantités jrq 

Or je dis que réquation (3) ne peut avoir lieu, à moins (iidon n’ait 
séparément 

? 0 0 7 '^1 0 ..... 7 0 . 

1 

En effet, dans le cas contraire, on aurait en posant = z les deux 
équations 

z"" — P = 0 
et 

H h = 0 , 
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qui auraient une ou plusieurs racines communes. Soit h le nombre de ces 
racines, ou peut, comme on sait, trouver une équation qui a pour racines 
les h racines mentionnées, et dont les coefficiens sont des fonctions ration- 
nelles de P, /'o, Soit 

à'o -f- -}- «aZ" -|- • • • -j- -j- 2*^ = 0 . 

cette équation, et 

to -f- tjZ -[- -}- • • • 

un facteur de son premier membre, où tj,, q etc. sont des fonctions ration- 
nelles de P, l’o, >’i • • • bi-i) o'i arma ite même 

Al “h ^1^ “1“ “h ■ ■ ■ ~h “h ~ ^^3 

et il est clair (pi’ôu peut supposer qu’il est impossible de trouver une équa- 
tion de la même forme d’un degré moins élevé. (Jette équation a ses fi 
racines communes avec l’équatiou z" — p = 0. Or toutes les racines de 
l’équation z” — 2 ^ — A), sont de la forme «z, où a est une racine quel- 
conque de l’unité. Donc, en remarcpiant (pie u ne peut être moindre que 
2, parce qu’il est impossible d’exprimer 3 eu fonction rationnelle des quan- 
tités P, il s’ensuit, que deux é(piations de la forme 

U + + ï’as" + • • • + -h 3 

et 

doivent avoir lieu. De ces équations on tire, en éliminant Z'", 

/„(! — — m“)z-|- • • • — a‘“)z'“~' = 0. 

Mais cette équation étant du deg'ré ft — 1, et l’équation 

2^' + = <> 

étant irréductible, et par conséquent ne pouvant être égal à zéro, ou 
doit avoir «■“ — 1 = 0, ce qui n’a pas lieu.!, On doit donc avoir 

bi=^0, . . . r„_, = 0. 

Maintenant, ces équations ayant lieu, il est clair que l’équation proposée 

sera satisfaite par toutes les valeui’s de y qu’on obtient en attribuant à 
1 111 
p” toutes les valeurs ap", a^p” . . . a"“^p’‘. On voit aisément que toutes 

10 
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ce.s valeurs de y seront différentes entre elles; car dans le cas contrair 
on aurait une équation de la même forme que (3), mais une telle equatio: 
conduit, comme on vient de le voir, a des contradictions. 

En désignant donc par y^, y. ^...y„ n racines différentes de l’équatio: 

(1), on aura 

1 2 n — 1 

!/i = îo-r P" + H 5 

2/2— <io+ «P” + «^2'3P’‘ h “ î 


P» — îZo T” *p’* “T "^hv "' H h 

De ces n équations on tii’era sans peine 

2o = '~(,'/i+ Pa + Ps H \~l/n), 

p" = -^ (pl -h «’‘''^P2 -\- «"""“Pa H h 5 

îïp” — (Pi “h “h H h '^“P/O 5 


n — 1 

P«-iP ” = (Pi + H~ '■''"‘Pa “1 

1 

On voit par là que toutes les (quantités p", ^u, pa-..q„,_i sont de 
fonctions rationnelles des racines de l’équation proposée. En effet on a 

H y -2 -V .'/s “I — 

Considérons maintenant l’équation générale du degré , 

. 0 = a -j- «!« -|~ H h -1 ~1~ J 

et supposons qu’elle soit résoluble algébriquement. Soit 

1 2 1 

^ = ■''O “h H 1“ '''■«-1 *■' " ; 

en vertu de ce qui précède, les quantités p, .s-„, .s^ etc. peuvent s’exprinu 
rationnellement en Xj, en désignant par a;,, a;„...a-„, les raciiu 

de l’équation nronosée. 
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Considérons l’une quelconque des quantités tq sq etc. par exemple 
V. Si l’on désigne .par Wi, v^...v„, les valeurs différentes de v, qu’on 
trouve lorsqu’on échange entre elle les racines cci , x.^. .. de toutes les 
manières possibles, on pourra former une équation du degré n' dont les 
coefficiens sont des fonctions rationnelles de a, rq . . . a,„_j , et dont les ra- 
cines sont les quantités v,, qui sont des fonctions rationnelles des 

quantités aJi, x^.. . x,„ . 

Donc si l’on pose 

V = tÿ — — |— • • • , 

1 

toutes les quantités u'’, ^,,5 ^2 C_i seront des fonctions rationnelles de 

•iq, v.^ v„,, et par conséquent de a;,, x„,. En ti’aitant les quantités 

V, ^0, t.2 etc. de la même manière, on eu conclut que 

si une équation est résoluble algébriquement, on peut toiijours donner 
à la racine une forme telle, c[ue tontes les fonctions algébriques dont 
elle est composée puissent s’exprimer par des fonctions rationnelles des 
racines de. l’équation proposée. 


§ ni. 

Sur le noynbre des valeurs diffêremtes qiCum fonction de plusieurs quantités peut acquérir^ 
lorsqiCon échange entre elles les quantités quelle renferme. 

Boit V une fonction rationnelle de plusieurs quantités indépendantes 
.T,, *2 . . . x„. Le nombre des valeurs différentes dont cette fonction est 
susceptible par l’épliange des quantités dont elle dépend, ne peut surpasser 
le produit 1.2.3...W. ^ Soit p. ce produit. 

Boit maintenant 

\ a h cd.. . . j 

la valeur qu’une fonction quelconque v l'eçoit, lorsqu’on y substitue x^, x^, a:,, 
etc. au lieu de ;r^,, x^,, Xs etc., il est clair qu’en désignant par .4,, As...!,, 
les diverses permutations en nombre de ,u que l’on peut fonner avec les 
indices 1, 2, 3 ...n, les valeurs différentes de v pourront être exprimées par 
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Supposons que le noinbre des valeurs différentes de v soit moindre que /f, 
il faudra que plusieurs valeurs de v soient égales entre elles, en sorte 
qu’on ait par exemple 






A, 

A, 


A, 

Am 


Si l’on fait subir à ces quantités la substitution désig-née par 
aura cette nouvelle série de valeurs égales 


Ai ' 
Am + l ( 


on 


Al 

A 


W-f 1 


Al 

Am+2 


-dsïïi 


valeurs qui sont différentes des premières, mais en même nombre. En cban 
géant de nouveau ces quantités par la substitution désignée par 


A,. 


'‘2 m + 1 


on aura un nouveau système de quantités égales, mais différentes des précé- 
dentes. En continuant ce procédé jusqu’à ce qu’on ait épuisé toutes les 
permutations possibles, les u valeui’s de v seront partagées en plusieurs 
systèmes, dont chacun contiendra un nombre de 'in valeurs égales. 11 suit 
de là que si l’on représente le nombre des valeurs différentes de r p, 

nombre égal à celui des systèmes, on aui’a 

= 1 . 2 . 3 . . . , 

c’est-à-dire; 

Le nombre des valeurs différentes qu’une fonction de n ([uantités peut 
acquérir par toutes les substitutions possibles entre ces (piantités, est néces- 
sairement un diviseur du produit 1.2.3... 7i. . Cela est connu. 

'Al 


Soit maintenant 


A„ 


une substitution quelcompie. Supposons (|u’en 


applicpiant celle-ci plusieurs fois de suite à la fonction v on obtienne la 
suite des valeurs 


v, Di, 'Uj 




il est clair que v sera nécessairement répété plusieurs fois. Lorscpie v 

'Al 
A 

U *■})) 


revient après Un nombre p de substitutions, nous disons que 
suhstituiion récurrmte de V ordre p. On a donc cette série périodic^ue 

Vi, ’h--- 


est une 


ou bien, si l’on représente par 


Am 


la valeur de v qu’on obtient a])rès 
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avoir i-épété r fois de suite la substitution désignée par ^ , on a la 


"UiJ’ 


11 suit de là que 


ri 



n 

^ VI 1 


m 

[A' 


(Al V 

\ 

1 U2y H- r ^ 

Ia) 

IA,' 



\ A^^i 

1 1 

[aJ 




C)r soit 'P le plus g-rand nombre premier contenu dans «, si le nombre 
des valeurs diftérentes de v est moindre que 77, il faut qu’entre p va- 
leurs (pielconqnes, deux soient égales entre elles. 


doue ([ue des 71 

valeurs, 



/ Al V 


Al 


'' \ dj ’ 

IdJ ’ ■'’( 

d,„, 

J •••nA,) 

égales entre elles 

i. Koit ]) 

ar 

exemple 


rh\"~ 

r( 

d. V'- 


kJ ~ 

'1 

A,„] ’ 


,on e.n conelut ({ue 


Al V'+r- 
A„ 




écrivant r au litMi (1(‘. — r et reuiarquant que on en 

tire 


oi'i r évidcmnu'.nt n’est pas mnlti])le de p. La valeur de v n’est doue 
pas ebangée par la substitution |yj^| ? conséquent non plus par la 

répétition de la même sulistitution. On a donc 


a étant un nomlire entier. Maintenant si 77 est un nombre premier, on 
pourra évidemment toujours trouver deux nombres entiers a et ' tels que 


va =p/3-\-l, 
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donc 

v = v\^ 

i Al 
l, A.f^ j 

et puisque 

v = v\ 

fAiy^ 
[A, J ’ 

on aura 

v = v\ 

(t)' 

La valeur de v 

ne sera donc pas 

changée 


Ar 

Am, 


de l’ordre p. 

Or il est clair que 


ja^yâ...^y\ j /9yâs . . .t/a\ 

\^yàe [ya^â. . j 


sont des substitutions récurrentes de l’ordi’e p, lorsque p est le nombre 
des indices g, /?, y ... i]. La valeur de v ne sera donc pas cbangée non 
plus par la combinaison de ces deux substitutions. Ces deux substitutions 
.sont évidemment équivalentes à cette unique 


ja^y\ 

\ya^}’ 


et celle-ci aux deux suivantes, appliquées successivement, 


a/3 
/9 a 


et 


y§ 


La valeur de 
substitutions. 


de même 


d’ob l’on tire 


V ne sera donc pas changée par la combinaison de ces deux 
Donc 


V — V 


a (■] 
fia 


t'y]. 

7/îj’ 


v = v 


py\ 

y N 




a^\ 

ftaj 



On voit par là que la fonction to 


tutions successives de la forme 



n’est pas changée par deux substi- 
a et étant deux indices cpielcon- 
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ques. Si l’oii désigne mie telle substitution par le nom de transposition, 
on peut conclure qu’une valeur quelconque de v ne sera pas cbangée par 
un nombre pair de transpositions, et que par conséquent toutes les valeurs 
de V qui résultent d’un nombre impair de transpositions sont égales. Tout 
échange des élémens d’une fonction peut s’opérer à l’aide d’un certain nom- 
bre de transpositions; donc la fonction v ne peut avoir plus de deux va- 
leurs difi'érentes. De là on tire le théorème suivant; 

Le nombre des valeurs diü'érentes que peut obtenir une fonction de n 
quantités, ne peut être abaissé au dessous du plus grand nombre pre- 
mier qui ne surpasse pas w, à moins qu’il ne se réduise à 2 ou à 1. 

11 est donc impossible de trouver une fonction de 5 quantités qui ait 3 
ou 4 valeurs différentes. 

La démonstration de ce théorème est prise d’un mémoire de M. Cauchy 
inséré dans le 17’*’“ cahier du Journal de l’école polytechnique p. 1. 

Soient V et v' deux fonctions dont chacune ait deux valeui-s diffé- 
rentes, il suit de ce qui précède qu’en désignant par 'y,, v., et y/, ces 
doubles valeui's, les deux expressions 

et yTy/-l-yay/ 

sei’ont des fonctions symétriques. Soit 


•«1 -j- — t et Cj i\' = h 5 

on en tire 

««s “ ^ . 

Soit maintenant le nomln'c des f|uantités ■ ■ ■ 'An ^ cinq, le produit 


sera évidemment une fonction qui a deux valeurs diflérentes; la seconde va- 
leur étant la môme fonction avec le signe opposé. Donc en posarft v/ = ()j 
on aura v./ — — L’expression de i\ sera donc 


ou bien 

où est une fonction symétrique; (> a deux valeurs qui ne différent 
que par le signe, de sorte que est également une fonction symétrique. 
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Doue, eu posant et 




■ q, il s’ensuit que 


toute fonction de cinq quantités qui a deux valeurs différentes poui'ra 
être mise sous la forme V IZ deux fonctions 

symétriques et () = {x^ — x.^ . . . {x^ — . 

Pour atteindre notre but nous avons encore besoin de la forme générale 
' des fonctions de cinq quantités qui ont cinq valeurs différentes. On peut 
la trouver comme il suit; 


Soit V une fonction rationnelle des quantités 


x. 


‘il 


a'a, aq, aîj, qui ait 


la propriété d’être invariable lorsqu’on écliang-e enti-e elles quatre des cinq 
quantités, par exemple «2, 0:4, x^. Dans cette condition v sera évidem- 

ment symétrique par rapport à x^^ a-j, ^4, x,^. On peut donc exprimer v 
par une fonction rationnelle de x^ et par des fonctions symétriques de 
cca, «3, a;4, ^5. Mais toute fonction symétrique de ces quantités peut s’expri- ' 
mer par une fonction rationnelle des coefficiens d’une équation du quatrième 


degré, dont les racines sont x. 


OUa . bt/R 


'37 *^4 7 


Donc en posant 


(x — X2) (x — Xs) (x — X4) (x — X5) = x'‘ — ]qx^-\-qx^ — rx-j-.s, 


la fonction v peut s’exprimer i-ationuellement en x,, y», y, r, s. Mais si 
l’on pose 

(x — Xi) (x — X2) (x — X3) (x — X4) (x — X5) = x^ — ax‘^-|- hx^ — ex’* dx — e, 


on aura 


(x — Xj) (x^ — 'px^-\-c[x'^ — rx-j-.s) — x^ — ax‘'‘-\-hx^ — ex'^-\-dx — « 

. — X’’ — H — “j—'^Xj^x" — |— {s — j — rXj^ X — ^‘x, , 

d’où l’on tire 

P =■ a — Xj , 
g- = & — axj + x^, 
r = G — hx^ -|- ax\ — , 

s ■ — d — cXi — j-* hx"^ — cvx\ — j— ^ 

la fonction v peut donc s’exprimer rationnellement en a, />, cî, d. 

Il suit de là que la fonction v peut être mise soils la forme 

t 

où t et cpx^ sont deux fonctions entières de x^^ a, c, d. En multipliant 
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le. iiuiuérateiir et le dëiioiniuateur de cette fonction par . 

on aura 

. rpæ^ . cpæ^ . (p.v^^ ' 

ür (px.^ , (pjx^^ , (pjx^ , (px-^ est, connue on le voit, une fonction entière et syinétricpxe 
de peut donc exprimer ce produit en fonction entière 

de r, N et par suite en fonction entière de a*_i, a, &, c, d. Le 

numérateur de la fraction ci-dessus est donc une fonction entière des mêmes 
([uantités; le dénominateur est une fonction symétricpie de ./*i, x^^ '^*3, ;r4, 
et par coiisécpient il peut s'exprimer en fonction rationnelle de a, Z>, c, d, e. 
On peut donc poser 

En multipliant l'ér[uation 

— hx^y “|— cj'j — <lx I — I — a 

su(‘-cessivement par .rï . . . il est clair (pi’ on obtiendra m — 4 

é(]uations, descpielles on tirera pour x\^ .r'i’ . . . .r'ï des expi-essions de la 
forme 

(/ lix^ -[*- yx\ ()xl tXy , 

où /, (V, (■ sont des fonctions rationnelles de r(, />, o, dj a. 

On peut donc réduire v à la forme 

(a) V = y'(, '/ iX'i -j- r^xj -f- r^x'i -j- r^xj , 

où v'o, y'i, y‘.j etc. sont des foiuîtions rationnelles de (y, /v, r, (/, c, c’(.^st-à-dire 
dc‘.s fonctions symétriques de ./q, ;r^, .r^, .r^, jv, . 

Voilà la forme générale des fonctions qui ne sont pas altérées lorsqu’on 
y échange entre elles les quantités x,^^ .r^, ;/'j, Ou elles ont (ûnq va- 

leurs différentes, ou elles sont symétric|ues. 

Soit maintenant -v une fonction rationnelle de x^-} x^^ .z*,!, qui 
ait les cinq valcuirs suivantes v’i, y’27 Considérons la fonction 

xfv. Eu y échangeant entre elles de toutes les manières possibles les 
(piatre (|uantités x*jj, X4 , la fonction xl'v aura toujours une des va- 
leurs suivantes 

1 ‘^h 7 1 7 1 ’a 7 X '^4 7 r • 

(J>r je di,s, ({lie le nombre (le.s valeurs di.stiuctes de x'l‘v résultant de 
ehangements .sera moindre (jue einq. En effet, si toutes les cinq valeurs 

tl 


ces 
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avaient lien, on tirerait de ce.s valeurs en écliaugeaut .r, successivement 
avec a-j, Xg, 20 valeurs nouvelles, qui seraient nécessairement diffé- 

rentes entre elles et des précédentes. La fonction aurait donc en tout 25 
valeurs différentes, ce (|ui est impossible, car 25 n’est pas diviseur du produit 
1 . 2 . 3 . 4 . 5. En désignant donc par ti le nombre des valeurs cpie peut 
prendre v lorsqu’on y écbang’e entre elles les quantités X3, ;r^, Xg de 
toutes les manières possibles, /t doit avoir rime des quatre valeurs suivantes 
1, 2, 3, 4. _ 

1 . Soit /(. = 1, d’après ce qui précède v sera de la forme (a). 

2. Soit /(. = 4, la somme ?’i -j- «2 -|- ''s fonction de la 

forme (a). Ür on a V5 = (t’i -[- -|- Wj) — (^i\ — j- t\j — [— — |- n!,,) = une 

fonction symétrique moins donc % est de la forme (a). 

3. Soit fl, = 2^ ^1116 fonction de la forme (a). Soit donc 

Wl — [- ^2 ^'ü “i" “f" ^’3®Î ~j~ ^'.1^1 • 

En échangeant successivement x, avec x^, Xj, x.^, x,-,, (m a'ura 

V, -(-Ü2 = 99Xi, 

■^3 “h ^8 = 7 


%i-l ~i~ %n y ®M_1 7 

"f- '^1 = (p'Ai, 7 

OÙ vi est un des nombres 2, 3, 4, 5. Pour m = 2, on aura — 
ce cpii est impossible, car le nombre des valeurs de (px^ doit être cinq. Pour 
m = 3 on aura 


d’où l’on tire 


+ «3 = 9 )Xj J -)- «3 = 95x2 , «3 üi = (px.j , 

2uj — ^/'Xj (pX)^ — |— (p'Xÿ . 


Mais le second membre de cette équation a plus de 5 valeurs, car il en a 
30. ün prouvera de la même manière que m ne ireut être égal à 4 ni 
à 5. 11 suit de là que fi n’est pas égal à 2. 

4. Soit a=z'è. Dans ce cas Wi-j-Wa-j-Xj) et par conséquent ■ïq-j—y;.- 
— (xj « 2 -]- -j- -üj) — aura cinq valeurs. Mais envient 

de vou' que cette supposition est inadmissible. Donc fi ne peut non plus 
être égal à , 3. 
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De tout (îela ou déduit ce. théorème; 

Tonte fonction rationnelle de cinq quantités, qui a cinq valeurs diffé- 
rentes, aura néce.s.sairement la foime 

oîi l'o, )\, )‘2 etc. sont des fonctions symétiiquos, et x rune quel- 
conque des cinq <i[uantités. 

De l’équation 

7'„ -[- i\a- -j- uxJ -j- -|- JYC* — v 

on déduira aisément, en hrisant n.sage de l’équation proposée, pour la valeur 
de Xj une expression de la forme suivante 

U- = .S„ s,r -j- .s-,,7r’ -f- 

OÙ -s'q, etc., (le mémo que n otc., woiit dos fonctions symé- 

triques. 

Boit r uno fonction vationnoîlo (jiii ait -vi valeurs différentes r,,, 
Aj . . . . En posant ^ 

('?• — ??,) (?■ — (v- ~ 7.,,) . . . (r — , 

“ 'Zo + '■/l H“ '/a’’' 4" 4 1 “h = 0 , 

on sait (pic r/o, (/,, c/a • • • «oi't des fonctions symétriipies, et que les ‘tu ra- 
cines de l’équation sont Or je dis, qu’il est impossible 

d’exprimer la valeur de r comme racine d’une équation de la iiumie forme, 
mais (,1’un degré moins élevé. En effet soit 

— |— f, ?) -j— tjîV — • • • —[-■ 0.--1 = 

une telle éipiation, t,,? h étant des fonctions symétritpies, et soit 'i\ une 
valeur de r cpii satisfasse à cette équation, on aura 

En échano-eant entre eux les élémens de la fonction, on trouvera la série 
suivante d’écpiations: 

^ • • • = (7.Î — ?ia) P» , 

-1 ■ =:(V — V,)F,, 

hO-..r'’'‘ ' -1 • • • =(:>' — 'I',,,) K- 

il ^ 


?* 
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On en conclnt que r — v — . . . v- — w,„ seront des facteiu's 

de '> 1 -'' • • • et que par conséquent u doit nécessairement être 

égal à m. On en tire le théorème suivant: 

Lorsqu’une fonction de plusieurs quantités a m valeurs différentes, on 
peut toujours ti'ouver une équation du degué ■»?. , dont les coefficiens 
soient des fonctions symétriques, et qui ait ces valeurs pour racines; mais 
il est impossible de trouver une équation de la même forme d’un deg’vé 
moins élevé qui ait une ou plusieurs de ces valeurs pour raciiies. 


§ IV. 


JDAmomtredwn ch V impossibilité de la. résolution générale de l'équation d.}i. c.'iuquihne degré. 


En vertu des proposition.^ trouvées plus haut on ])eut énoncer ce théo- 
rème: 

”11 est impossible de résoudre en général les équations du cinquième'. 

;’degré.” 

D’après le § II, toutes les fonctions algébriques dont nue expression 
algébrique des racines est composée, peuvent s’exprinu'.r -[lar des fonctions 
rationnelles des racines de l’équation proposée. 

Comme il est impossible d’exprimer d’une manière générale la racine 
d’une équation par une fonction rationnelle des coefticiens, on doit avoir 

1 

R” = r , 

oi\ m est un nombre, premier et li une fonction rationnelle des coefbciens 
de l’équation proposée, c.’est-à-dire une fonction symétrique des raeânes; r 
est une fonction rationnelle des racines. On en conclut 

— E = 0 . 

En veidu du § II, il est impossible d’abaisser le degré de, cette éf[uation; la. 
fonction v doit donc, d’après le dernier théorème du paragraphe précédent, 
avoir m valeurs différentes. Le nombre ni devant être, diviseitr du pro- 
duit 1 . 2 . 3 . 4 . 5 , ce nombre peut être égal à 2 ou à 3 ou à 5. Or (§ 111) 
il n’existe pas de fonction de cinq variables qui ait 3 valeurs: il fa, ut donc 
qu’on ait m — 5, ou w = 2. Soit w, = 5, on aura, ainsi qu’il résulte du 
paragraphe précédent 
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= )■() -|— X -j— r.,x' -|— r.,.')';® -|- r.iJ’'*’, 

croîi 

13 3 .1 

x=s,-^sjr -f ■ 

Oîi en t.ii-e. (§ 11) 

1 

«,//■' = i [Xy -|- a^x., -]- ri"’./;,, a'./’., axr,) 

oîi d'=l. Gette équation est impossible, attendu que le second membre a 
120 valeurs et que pourtant il doit êü'e racine d’une équation du cinquième 
degré a” — .rlli — (). On doit donc avoir m =2. 

On aura donc (§ II) 

|/.Z' = P t|- 

où j) ot ([ sont (les foDctions symétriques, ot 

= (-^*1 — ” *^‘ 2 ) • • • (-^Vl — - 

On on tire, en éclianj^'cant .r, et cmtre eux, 

-y/,- 

d’oi'i l’on déduit p— 0 et |/ 77 — </.s- . On voit par là, que toute fouction 
algébrique du premier ordre qui se trouve dans l’expression de la racine, 
doit nécessairement avoir la forme «-[- /9 j/.s** =« -■]- /?«, où « et /9 sont des 
fonctions symétriques. Or il est impossible d’exprimer les racines par une 
fonctioii (U‘. la forme f/-|-/?|/77; il doit donc y avoir une équation de la, forme 

m 

ta-P~/9T/?=:r, 

où (( l'.t /3 ne sont pas nuis, m e.st un nombre pi*emicr, a et /î sont des fonc- 
tions symétrK|ues, et r est une fonction rationnelle des racines. (Jela donne 

m Vil 

Ÿa '(^s — ?q , Va — =: 

où r, c‘t 'i\, sont des fonctions rationnelles. On aura en multipliant ?>, par 

on 

n 

Or cr — est uiio fonction symétrique. 8i muintonant — /9^.v“ 
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n’est pas une fonction symétrique, le nombre d’après ce qui précède, doit 

être égal à deux. Mais dans ce cas ?? sera égal à Y a ft "V fr v aura donc 
quatre valeurs différentes, ce qui est impossible. 

m 

•Il faut donc que. ']/ soit une fonction symétrique. 8oit y cette 

fonction, on aura 




y, ■ et y;, = 


Soit 


’d + y « + /? y? -y- — l = y = P -I- J-. . 

fa + y . Vn 


l . m—l 

R’" -y R^'\ 


Désignons par pn Pii ■ • ■ Pm valeurs différentes de p qui résultent 

1 y ’ }. 

de la substitution successive de r/i?”, a^iï’", cPR'" . . . à la place 

1 

de iZ’", a. satisfaisant à l’équation 

• • • -f- n -f 1 = 0, 

et faisons le produit 

{p—Pi) (P—P^) ■ • • {p—p^)—p''‘ — Ajf'-^fA,]R‘-”-— ... = 0 . 


On voit sans peine que J., M, etc. sont des fonctions rationnelles des coef- 
ficiens de ^équatio^^ proposée et par conséquent des fonctions symétriques des 
racines. Cette équation est évidemnient irréductible. Il faut donc d’après le 
dernier théorème du paragraphe précédent que p, considéré comme fonction 
des racines, ait m valeurs différentes. On en conclut que ni = 5. Mais dans 
ce cas P sera de la forme (a) du paragi’aphe précédent. Donc on aura 


d’oîi 


fi -| — g- - — )’o -]- Pj £C -]— -|- -rpr/^ J) , 

yi,’ 

X = .Ço + ■‘^iP + ■^2P' + -|- ,%py\ 


1 ;/ 4 


c’est-à-dire, en mettant R/’ r R R^ à la place de jy, 

;r = f„ + U R^ -h t, IR -h C 11^' + tj' 
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h: ^2 fbiictious rationuelles de U et des cüBfficieiis de- 

réqiiatioii proposée.. Ou en tire (§ ,11) 

I 

/j Jt' = i {.r, -|- a' X. -|- -|- -j- ax-) — y/, 

oïl 

(à -}- «•' (â d. 1 rr: ( ) . 

1 

De l’équation p' — fjt'' ou tire p''' = i\U. Or VlU étant de la forme 
ou aura j/'’ = -j- |/«" , ce (jui donne 

(y/'' — vif — 

Cette épilation donne y/ par une éipiation du dixième deg-ré, dont tons le, s 
coeftieiens .sont des fonctions symétriques; mais d’après le dernier théorème 
du paran-raplie précédent cela e.st impossilile; car puisque 

l> -r, C'i ~|“ ft'hiq -|— (/Xx,^ -j— d.Xr^)i 

p' aurait lÜO valeurs di'ttérente.s, ce (pii est une contradiction. 

Nous coucluous donc (pi’il e.st impossible de résoudre algébnquemeut 
l’équation générale du ciiKpiième degré. 

J1 .suit immédiatement de ce théorème, (pi’il est de même, impossible de 
résoudre algébri([uement les équations générales des degrés supérieurs au cin- 
quième. Donc les équations des (juatre jiremiers degi’és sont les seules ijui 
puissent être résolues algébriquement d’une manière générale. 

4 

APPENDICE. 

ANALYSE DU iMÉMOlRE PRÉCÉDENT. 

Bulletin des science, s inatli., astr., pl>y*'5- diiin. publié par le B^“ dr Mh-naatcr^ t. (i, p. d47; Paris ,1820. 


L’auteur démontre, dans ce mémoire, qu’il e.st impossible de résoudre 
algébriquement l’équation générale du cimpiièmc. degré; car paite fonction 
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cilg'ébriqTie des coelfieieDs de la proposée, étant substituée à la plac-e de l’in- 
connue, conduit à une absurdité. Dans un premier paragraphe, rauteur 
cherche l’expression générale des fonctions algébriques de 2 dusieurs quantités, 
d’après la définition qu’une fonction algébrique résulte, d’additions, 2" de 
nmltiplications, 3" de divisions, et 4“ d’extractions de l'acines dont les expo- 
sans sont des nombres premiers. Les soustractions, les élévations aux jjiiis- 
sances et l’extraction des racines avec des exjjosans com 2 >osês rentrent dans 
les ojiérations précédentes. D’où il i-ésulte, 1" que toute fonction raiùmnelle 
et entière des quantités 'Xj, ^ 2 , Xÿ etc. c’est-à-dire, toute fonction qui peut être 
formée au moyen des deux premièi’es opérations mentionnées, jjeut s’exprimer 
par une somme d’un nombi’e fini de termes de la forme Axi”' x.J“- . . . . , A 
étant une constante et m,, ■ ■ • des nombres entiers; 2® que toute fonction 

rationnelle des mêmes quantités, c’est-à-dire, toute fonction qui peut être for- 
mée au moyen des trois premières oj)ératious, peut s’exj>i-imer U-d quo- 
tient de deux fonctions entières: 3'* que toute fonction algébrique 2)ent être 
formée par des répétitions des opérations indiqriées pai’ 

1 l 

( 1 .) P ZZZ. J" .... 7 • • • 

OÙ f dé.signe une fonction rationnelle des quantités enti'e les i)arentliè8es; 
Pi’) p^i • • • des fonctions rationnelles de . . ., et /q, . . . des nombres 

premiers. On nominera, pour abréger, fonciùm algéhrùiue (ht previier ordre^ 
une fonction telle que p'. Si maintenant on formait une nouvelle fonction 
dans laquelle des fonctions du premier oixlre entrassent de la meme manière 
que p 2 • • • entrent dans on aurait une fonciwH. cdi/éhmjae du saxtmd 
ordre; et, en général, une fonction de Tordre fi serait celle ([ui pourrait 
contenir des fonctions de tous les ordres, jusqu’à Tordre u — 1, combinées 
entre elles alc/ébrûiuement. Bien entendu que cette fonction de l’ordre u ue 
peut pas s’abaisser à un ordre inférieur, par des réductions des fonctions (pii 
la composent. En outre, si cette même fonction de Tordre u contient vt 
quantités de cet ordre, on dira cpTelle est du degré; et en la deisignant 

par 0 ^ on pourra poser 

1 2 n- 1 

(2) V = q, -j-p" + q^jj- -f . - . . ^q.,...,J> - 

c’est“à“di]‘e (pie Ton a ce premier iliéorevKr. Toute fhrudiou (dgéhruiae n de 
V ordre g et du degré m, peut être rtfiirréseutée jmr la fornude (2), où ‘U, est 
un itombre prender^ (/o? fonetions cdgélyrupæs (T Hordn^, u et 

du d(U/ré ut — 1 tout an plus^ et p nue fondion algébrlipie de V ordre u — 
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telle (iiCll est iiibjjo^ÿible bVexjjniHer p"' ■j)av mie foneiiun ratio) nielle de 
%■ ■ • a.-x- 

Après avoir ainsi trouvé l’expression générale des fonctions algébrifjues, 
rautein- considère, dans nu deuxième paragraphe, une éfpiation fpielconqiie 
dont les coefficieïis sont des fonctions rationnelles des quantités a-,, . . . . 

et qu’on suppose résoluble algébriquement. En désignant donc par y l’in- 
connue, et par 

(d) (p(y\, . . . . — 0 


réquatioii iiiêino, il faut que le premier membre ,se réduise à zéro, eu met- 
taut pour y une certaine fonction de la forme (2). Par cette substitution 
réquation (3) se changera en une autre de la forme 

1 2 

(4) '>’(> -f- t\p '' -[- r.j. -f- * • ‘ • -f- <>9 

où /\), /’.q ... sont des fou(*.ti()ns rationnelles de ./‘i, ... et de 

% • • * f'Otte équation entraine les suivantes: 


(5) /o^o, /•,=::(), r, — 0, yv..i — 0; 

,1 

car dans le cas contraire, l’équation (*l) pourrait donner la valeur de p” en 
fonction raiiomielle de p, /•„, r, . . . ce qui est contre l’énoncé du thé- 

orème précédent. Si les équations (5) ont lieu, l’équation (4) et par suite 
l’équation (3), seront de même satisfaites par toutes les valeurs de y qu’on 

1 1 a . 1 

obtiendra en mettant, au lieu de ji>” les a — 1 valeurs ap", «“p", .... «"~^p", 
où a est une i-acine imaginaire de l’unité. Par là on aura les valeurs de n 
racines de l’équation (3), savoir 


1 2 1 
i/i — î2o '* + *hP " • -j- /p ...1 P “ , 

1 2 >è— 1 


1 2 n—1 

Un = üo + H + ” ; 

i 

ces équations donnent les n quantités p", p, p . . . p_.i en fonctions ration- 
nelles des racines y^^ y.^ ... y^. 

Si maintenant /æ = 0 est une équation algébrique générale, résoluble 
algébriquement., et æ,, x.j . . . les racines de cette équation, on doit avoir 

12 
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1 2 «—1 

X'^ Sq-\-V'' S^V ” ” J 

cette formule étant analogue à la formule (2). D’après ce qu’on vient de 
1 

voir îj”, « 0 , Sa . . . s„_i seront des fonctions rationnelles des racines de l’équa- 
tion proposée. Cela posé, considérons l’une quelconque des quantités w, So, . . . s„_i, 
par exemple w; en désignant par n' le nombre de toutes les valeurs di-ffé- 
r entes de v, qu’on obtiendra en échangeant entre elles de toutes les manières 
possibles les racines de l’équation proposée, on peut former une équation du 
degré n' qui ait toutes ces valeurs pour racines, et dont les cocfficiens soient 
des fonctions rationnelles et symétriques des valeurs de ü, et par suite des 
fonctions rationnelles de . . . Eu faisant donc 

1 2 )--J 

V = — [- il’' — |— #2 -|— • • • — C_i II ’ 1 

toutes les quantités ««, to? ^2 • • • C-i seront des fonctions rationnelles des 
valeurs de ü, et par suite de ic,, x^ . . . En poursuivant ce raisonnement, 
on établira le théorème suivant: 

Deuxième théorème: Si une éiiuation algêbri(j[ue est résoluble (dgêbriqiiQ- 
ment^ on peut toujours donner à la racine une forme telle, que toutes les 
expressions algébriques dont elle est composée pourront s’exq)rimer par des 
fonctions rationnelles des racines de V équation proposée. 

Dans le troisième paragraphe ou démonti’e, d’après un mémoire fie M. 
Cauckg, inséré dans le cahier XVII* du Journal de, Vlùcole Polgtechnique, 
que, 1° le nombre des valeurs d’une fonction rationnelle de n quantités, ne 
peut s’abaisser au-dessous du plus grand nombre premier contenu dans n, 
sans devenir égal à 2 ou à 1; 2" que toute fonction rationnelle qui a deux 
valeurs différentes aura la forme 

p-fqixi — x.j) ixy—xj) . . • jx^—xf) ■ ■ ■ (x-^—Xi) ■ • • 

et que, si elle contient 5 quantités, elle deviendra 

P — j- q (x, xfj (fCj R'j) (x^ ^34) (xx *5) (x^ — Xÿ) (Xÿ — j;^) 

(cCg X^j (Xg Xg) (Xg xjj (Xg — xf), 

oh. P Qt q sont des fonctions invariables. 

On démontre ensuite que toute fonction rationnelle de ciiui quantités 
qui a cinq valeurs différentes peut être mise sous la forme 
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V = U + '’l X -h ^2 33® + ?s 33® + ’’4 33^ 

OÙ 5-0, î’j . . . sont des fonctions invariables, et x une des cinq quantités 
en question. 

En combinant cette équation avec l’équation 

(æ — æ,) {x — {x — Xg) {x — x^) (x — x^) 

= æ® — ax* -|- — cx^ -\-dx — 6 = 0, 

on en peut tirer les valeurs de x sous la fonne 

33 = Sq -|— Sj^V -|— S.2V^ -|- S 3 V® -|- 

.Si . . . étant des fonctions invariables de æ,, . . . Finalement on ar- 

l’ive à ce tliéorème connu: Troisième iliêorème: Si une fonction rationnelle 
de plusieurs quantités x^^ x^ . ■ . a m valeurs différentes^ on pourra toujours 
trouver une équation du degré m dont tous les eoeffixiens sont des fonctions 
invariahles de æ,, . . . et (qui ont les m valeurs de la fonction pour ra- 

cines'^ mais il est impossible de trouver une équation de la même forme d’un 
degré moins élenff qui aura une ou qdusicmrs de ces valeurs pour racines. 

Au moyen des tbéorèines établis dans les trois premiers paragraphes, 
l’auteur démontre ensuite, dans le quatrième, ipi’il est impossible de résoudre 
alg-ébriquemeut l’écpiation g-énérale du cinquième degré. 

En effet, en supposant que l’équation g-énérale du cinquième degré soit 
résoluble algébriquement, on poun-a, en vertu du théorème (1), exprimer 
toutes les fonctions alg'ébriques dont une racine est composée, par des fonc- 
tions rationnelles des racines; donc, puisqu’il est impossible d’expidmer une 
l’acine d’une équation g-énérale jiar une fimctiou rationnelle des coefficiens, 
il faut qu’on ait 

1 

Ji “ = V, 

1 

où li“' est une des fonctions du premier ordre qui se trouvent dans l’expres- 
sion de la racine, B étant une fonction rationnelle des coefficiens de l’équa- 
tion proposée, c’est-à-dire, une fonction invariable des racines, et v une 
fonction rationnelle des mêmes racines. Cette équation donne v”' — B = 0 -, 
et pour m valeurs diftéreutes, résultant du changement des racines entre 
elles. Maintenant le nombre des valeurs d’une fonction rationnelle de cinq 
variables, doit être diviseur du produit 2. 3. 4. 5; il faut donc que m, qui 
est un numlire premier, soit un des trois nombres 2, 3, 5; mais selon le 

12 * 
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théorème cité de M. Cauchy^ le nombre d sera exclu, et par conséquent il 
ne restera pour m que les deux valeurs 5 et 2. 

1. Soit d’abord to= 5; ou aui-a, d’après ce qu’on a vu précédemment, 

1 

V li î'y — |— 1\X — [— V^X" — j— 

et de là 

P _2 4 

æ = So -|- sji'° -|- .%lî ^ -|- sji^^ 

.<?o, •‘5i, . . . étant, de même que 7^, des fonctions invariables des racines. 

Cette valeur donne, selon ce qui a été établi dans le deuxième paragraphe, 
1 

pour une fonction rationnelle des racines, savoir: 

P 

sji “ = (xi -[- a^x.^ -|- aXr^ = z , 

a étant une racine imaginaire de l’équation ce * — 1 = 0; mais cela est im- 
possible, car le second membre a 120 valeurs différentes, tandis qu’il doit 
être racine de l’équation — .Si77 = 0, qui n’est que du cinquième deg’ré. 
Le nombre m ne peut donc être ég'al à 5. 

2. Soit m — 2. Alors v aura deux valeurs qui, selon ce que M. CaneJiy 
a démontré, doivent avoir la forme 

V -[- qs = yA, 
oh 

.s = (Xi — æ^) (.Xi — Xg) • • • {x^ — Xr,), 

et P et q sont des fonctions invariables. 

En échangeant entre elles les deux racines et .Tq, on aura p • qs -~z — |//7, 
et par conséquent p = 0, et par suite 

^i = qs. 

De là il suit que toutes les fonctions algébriques du premier or'cb;e cpii 
se trouvent dans l’expression de la racine, doivent être de la forme a-f-/9y.s-^, 
oh a et (S sont des fonctions invariables. Maintenant il est inqiossililc d’ex- 
primer une racine de l’équation générale du cinquième degré, par une fonc- 
tion de cette forme; par conséquent il faut qu’il y ait, dans l’expression de 
la racine, des fonctions du deuxième ordre, et qui doivent contenir un radi- 
cal de la forme 
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]/ a-\- = 

où /? n’est pas égal à zéro; m est nu noiulive premier et v une fonction 
rationnelle des racines. En cliangeant a\ en tr., on aura 

VI 

Ya^VJ^^P,, 

VI 

ce qui doiiue vi\=^câ — Maiuteuant r/ — /9V est une fonction in- 
varial)le; si doue vi\ idest pas do uiêine une fonction invariable, il faut que 

m soit égal à 2; mais alors ou aura y; iziz |/a -|- /ï'vV, ce qui donne pour v 
quatre valeurs diftérentes; or cela est impossible: donc il faut que vv^ soit 
une fonction invariable. Soit cette fonction rc-q)résentée par on aura 

= ' - C'ela posé, considéi'ons rexpressibn 

■m _ _ 

» + ", = >'“ + = )' = y* + -/-■ 

|/a “1“ 

Cette valeur de peut être l’aciue cl’iinc é(|uation du m/’'’"” degré, et, 
comme cette équation .sei'a néces»sairement irréductible, aura m valeurs 
différente.s; donc m sera égal à 5. 

Alors on aura 

1 1 

U y 'IÎ •’ = -\- r, X -|- -f- r^x^ -j- =p^ 

d’où 

ir = .s-„ -f- -1 ^ -f ijê', - 

b • • • U étant des fonctions invariables. De là on tire, comme aupara- 
vant, 

1 

q /(! ■’ (;?!, — |— càx,^ — [— -j— C^X^ -|— (XXr^ =■ 

et 

0'- — — C/ÎV^O. 
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DÉMONSTE. DE L'IMPOSS. DE DA RÉS. ALGÉKK. DES ÉQUATIONS etc. 


Cette équation, dont les coefficieus sont des fonctions invariables, est 
du dixième degré par rapport à y; mais cela est contraire au théorème (3), 
parce que y a, 120 valeurs différentes. 

Nous concluons donc en dernier lieu, qu’il est impossible de résoudre 
algébriquement l’équation générale du cinquième deg’ré. De là il suit immé- 
diatement qu’il est, en général, impossible de résoudre algébriquement les 
équations générales d’un degré supérieur au quatrième. 



YIII. 


REMARQUE SUR LE MÉMOIRE N" 4 DU PREMIER CAHIER DU JOURNAL 

DE M. CRELLE. 


Jouriinl fiir die reine uud «n}^e\v}iudt(‘, Mîitlieinatik, luM'juisp:c^(d)en von (.^nlh, Hd. I, Berlin L82(). 


L^)bjet du lïiéîuoirc est de trouver Tettet (ruiK‘. force sur trois points 
donnés. JjCs résultats de raiiteur sont très justes, (|uand les trois points ne 
sont pas placés sur une niême ligne droite; mais dans ce cas ils ne le sont 
pas. IjCs trois écpiations^ par les(|ucllcs les trois inconnues Q\ Q^' se 
déterminent, sont les suivantes 


(1) 


P=Q + Ç' + Q'\ 

Q'h sin a= "c sin /:?, 

Q(ù sin a = — sin(a /^). 


Celles-ci ont lieu pour des valeurs (pielcoiupies de P, a, 6, o, a et /?. Elles 
donnent en général, comme rauteur Ta trouvé, 


(2) 


ou 


Q P 

Q, ao ainji jj 

^ .. ^ 

Q„ «/^sma P 


r = ah siii a -]- ac siu ft — hc siu (a ft). 

Or les équations (2) cessent d’être déterminées loi’sque l’iine ou l’autre des 



KEMAliQUK HUE UN MÉJIOIKU DU JOUKNAU DK CKEULE. 


9 fi 

quantités Q\ Q" prend la forme |j) ce qui a lieu, comme on le voit 
aisément pour 

« = /î=18ü“. 

Dans ce cas il faut recourir aux équations fondamentales (1), qui donnent 
aloi’s 

P=Q + Q' + Q'\ 

Q'bsmmf = Q"cmyim\ 

Qa sinlSO"— — Ç^'csinSfiO". 

Or les deux dernières équations sont identiques puisque 

sin 180® = sinSfiü® = 0. 

Donc dans le cas où 

a = /î= 18 ü“, 

il n’existe qu’une seule équation, savoir 

P=Q + Q'^Q", 

et, par suite, les valeurs de Q, Q', Q" ne peuvent alors se tirer des 
équations établies par l’auteur. 



IX. 

RÉSOLUTION D’UN PROBLÈME DE MECANIQUE. 


Journal für die reine und angewandte Matlieinatik, lieraiisgegcbcii von Crellc^ Bd. 1, Berlin 1826. 



Soit BDAIA une coiirl)C quelconque. Boit BC une 

droite Lorizoutale et CA une di’oite verticale. S^ipposons r>\ 1 e 

qu’un point sollieité ],)av la peBaiiteur se meuve .sur la I p 

coui’be, un point quelconque J) étant son point de départ. 

Soit T le temps qui .s’est écoulé quand le mobile est 
parvenu à un point donné A, et soit a la baiiteur 
EA. La quantité x sera une cei'taine fonction de a, qui dépendra de 
la forme de la courbe. Réciproquement la forme de la courbe dépendra 
de cette fonction. Nous allons examiner comment, à l’aide d’une intégrale 
définie, on peut troiiver l’équation de la coui-be pour laquelle x est une 
fonction continue donnée de a. 

Soit AlJf=.s', AP=x^ et soit t le temps que le mobile enaploie à 
pai'courir l’arc DM. D’après les règles de la mécanique on a — ^=ya— æ, 

donc dt = 11 s’ensuit, lorsqu’on prend l’intégrale depuis x = a 




jusqu’à X 0, 


r <k 

J a Va — x Joya — ic 


I désignant que les limites de l’intégrale sont æ = a et x = ft. Soit main- 


tenant 


x = (pa 


13 
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RÉSOLUTION D’UN rUOBLÙME DE MÉCANIQUE. 


la fonction donnée, ou aimi 


cpa : 


^ a 

J 0 


ds 


Va 


équation de laquelle ou doit tirer a eu fonction de ;r. Au lieu de 
équation, nous allons considérer cette autre plus générale 


(pa: 


Vo¥-- 




de laquelle nous chercherons à déduire l’expression de s en x 
Désignons par ro: la fonction 

1 \“-i 


ra=r 

J 0 


dx 


on a comme on sait 


oh Cf et /5 doivent être supérieurs à zéro. Soit /:?=! — w, on trouv 

r '■ yn—i Ta.T(l — n) 

J W+T-n)^ 

d’où l’on tire, eu faisant z=.ay, 


_ Ta. r 

Jo («--)“ 


^’(1 — n 


+ 1 • 


(la 


En multipliant par l’intégrale depuis ff. = () jm 

a = x, on trouve 


/‘ "g""* ffe „ Ta. r(l--n) r a<‘-“du 

Jo J „(« — «)”“ (.c — f')‘ 

En faisant a = x>j, on aura 


-A. 




(1 /'(«-I Ij 


r da r'‘z'‘-^dz 


Ta 


(a -f 1, ) 


donc 



BJÎSOLUTION D’UN lUlOBLÈME DE MÉCANIQUE. 


Or d’après nue propiiété connue de la fonction T", on a 


r{a^l) = arc 


■ n]. 


on aura donc en substituant: 

En multipliant par a<pa.da, et intég-rant par rapport à a, on trouve 

Jo J 0 


Soit 

on en tire en différentiant, 

donc 

par consécpient 


yipfô . x“da = fx, 


Tn . r(l — v) l'<pa .x“ da. 


j' (pa . ax“ '^da = /'æ, 

J' (pa . az'‘~^da = f'z\ 

f l = ï’n . 7’(1 — «) fie , 

J,(.v-ay-»J,(a-zy VA/’ 

ou, puisque Tn . Ifil — n) == , 

„ slnmc (la f'z.dz^ 

( 1 ) >= 


A l’aide de cette équation, il sera facile de tirer la valeur de s 
l’équation 

r" ds 


Cpa : 


sin n7i: (la 


Qu’on multiplie cette équation par 
g'rale depuis a = 0 jusqu’à a — x^ on aura 


et qu’on prenne 1’ 


ain^vr cpa.da sin«vT f (la j (fi 

ïc J 0 (.'« — «)’■"” ” J 0 (■'''■ ~ I) ’ 
donc en vertu de l’équation (1) 


13 * 
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RÉSOLUTION D’UN PROBLEME DE MÉCANIQUE. 


sin WTT r 

’ ~ J 6 


<pa . da 


(x—ay-^ 


Soit mamtenant 7i = ^, on obtient 


(pa: 


ds 


et 


"j> 


0 y a — X 
(pa . da 


0 y «: — « 


Cette équation donne l’arc s par l’abscisse x, et par suite la courbe 
entièrement déterminée. 

Nous allons appliquer l’expression trouvée à quelques exemples. 

I. Soit 

(pa — — j — — j — * * * — | — a^^a^^ — aa^^ 

la valeur de s sera 


s = ir^^aa^ = l^l(.r-^^]. 

^Jovx — a 5"*^ \JoV^ — «/ 

Si l’on fait a = xy, on aura 


Jo y« — a Jo ■ 


yf‘dy 


• "t* ï 




Vl — y 


donc 


,_r(i) ar(f(yi) 

.r + ’ 


ou, puisque = ]/?r, 




^ r« ^(^0+ 1) 






+1) 





r "h 

+ 1) 


Si Ton suppose p. ex. que m = 0, //o = 0, e/est-à-dire que la coti 
cherchée soit isochrone, on trouve 


■ ]/Za “o l/^— ^«0 1/-,: 

r 7/r “® rf^) 4 Tfi-') y fc — 7C r ®’ 


^CC /— 

or s— — ^\x est l’équation connue de la cycloide. 



RÉSOLUTION D’UN PROBLÈME DE MÉCANIQUE. 


II. Soit 

(pa depuis a=0 jusqu’à a = a^^ égal à (p^a 

(pa depuis a — aQ jusqu’à a = égal à cp^a 

(pa depuis a = ai jusqu’à a = a^^ égal à (p.^a 


lo; 


OU aura 


(pa 


« = jusqu’à « = égal à (/3„a, 


’à X = a, 


depuis x = 0 jusqu’à 

.5:— - 

Jo Va — « 

(p,.a.(la , ['“'en. a. (1 m , f'^w^a-da , . . 

s = / TTT-rn: -H / H- / , tlepuis X = «i lUSOU à X = U, 

Jo Va — Æ- 'J„ya — æ 'j„,Va — x ^ ^ 


, depuis X = «O jusqu’à x = Uj , 


[‘^"(p^a-da . I'”’’ cp^a.da . y,„_ia.da 1 T'” (pma. (la 

J 0 Va X J rto ^ V a .'v .y ^ V a — .'iï 

depuis X = a,„_i juscpx’à x = , 


où. il faut remarquer que les fonctions (p„«, (^^a, . . . (p,/i doivent êtr 

telles que 

^0^0 ““ ^1^07 5 (p^a.^ (p^a^^j etc.^ 

car la fonction (jpa doit nécessairement être continue. 



X. 

DÉMONSTRATION D’UNE EXPRESSION DE LAQUELLE LA FORMULE 
BINOME EST UN CAS PARTICULIER. 

Journal fur die reine und angewandte Mathematik, herausgcge'bcn von Co'elle, Bd. 1, Berlin 182G. 

Cette expi'ession est la suivante: 

(a: + «)* = x-+|..(* + «-‘ + îfeÿ^«(<<-2/3) (x4-2ffl->+ . . . 

+ —“ 4 : + ■ ■ ■ 

-j- Y a (a — {n — 1 ) /?)”“* {x-\-(n — 1 ) /?) -|- « (« — w/î)""’ ; 

æ, « et /9 sont des quantités quelconques, n est un nombre entier positif. 
Lorsque % = 0, l’expression donne 

{x -[- «)® = 

qu’il fallait. Or on peut, comme il .suit, démontrer que .si rexpre.ssion sub- 
siste pour n = 7n, elle doit aus.si subsister pour 7 i ==7ii--\-l, c’e.st-à-dire 
qu’elle est vraie en général. 

Soit 

(x 4- af = æ’" 4- Y a (æ 4- -f « (a — 2/9) (:r 4- 2/9)'"-’’ 4 

4- Y — (™ — l)/9 )”'-^ (x 4" (w, — l)/9) 4“ « (« — 

En multipliant par (m 4“ l)dx et intég'rant, on trouve 
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(x + « (æ -1- /i)“‘ + a (a — 2(3) (;« + 2/?)“-' + • • • 

_|_ «(« — m/3)”^^ (æ TO/?) (7, 

C étant la constante arbiti'aire. Poiu’ trouver sa valeur posons x= — (m-j-l)/?, 
les deux dernières équations donneront 

(et — (to -j- = (— 1)“ (m l)™/?”' — m”‘K/9“-' 

+ J (m — (a — 2/3)/S“-=* — (w — 2)”-hx {a — ^ 1 , 

(cc — (m -|- -j- — (m -j- l)m”'a/3”' 

_ 2/?)/?»-' 1 4- c. 

Multipliant la première de ces équations par et ajoutant le produit 

à la seconde, on trouve 

(J = (et — (m -j- -|~ (™ H~ “h 

ou bien 

é;=«(« — (m+l)/?)'". 

Il s’ensuit que l’équation proposée subsiste de même pour n = m-\-l. 
Or elle a lieu pour « = 0; floue elle aura lieu pour w = 0, 1, 2, 3 etc. 
c’est-à-dire pour toute valeur entière et positive de n. 

Si l’on fait [3 = 0, on obtient la formule binôme. Si l’on fait a = — x, 
on trouve 

ü = x‘— “ + 

OU eu divisant par 

0 = .<!—- ” {;« + /<)-' + (a; +2/J)”-‘ 

ce qui est d’ailleurs connu; car le second membre de cette équation n’est 
autre chose que 

en faisant la différence constante égale à ft. 



SUE L’INTÉGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE li ET 

ÉTANT DES FONCTIONS ENTIÈRES. 


Journal fur diu reine und angewaudte Matliematik, licrausgcgcl>en von ('rflli'j lid. Ij licrliu 1826, 


Si l’on dilférentie par rapport à x rexpression 


2: = log 


■p — ^YR 


où _p, q et R sont des fonctions entières d’une quantité variable æ, on 
obtiendra 

T dp + d {q^~R ) df — d {ql/ 11) 


P + qYdï P — qV 

■ (p — <zVÉ ) [<l- p-\r dj qVR)] — (p + ~ 

p^ — q'^È 


c’est-à-dire, 


p^^-qHi 


d{qfR) = dqiR-{-^q:^-^^, 




donc par substitution 



SUK L'INTÉGKATION DE LA EOUMULK UIFEÉKENTIELLE etc. 

Vit 


par conséquent, en faisant 


p^--(X^Rr--=N, 


un aura 


dz = 


NYR 


où, comme oti le voit aisément, M. et N sont des fonctions entières de x. 

ür, Z étant égal à log 1 on aura eu intégrant 

V — qvR 


ÇMdx 

Wii' 


,iog r±iï3 

■p — qV li 


11 s’ensuit que dans la différentielle on peut trouver une inttnité 

de formes différentes pour la, f<>nc,tion rationnelle (.pii vendent cette diffé- 
rentielle intégrable par des logaritlmu^s, savoir par une expression de la 

forme log fonction p contient, comme on le voit par les 

•p — qylt 

équations (2), outi’e It^ encoiu deux fonctions indéterminées p et q] 
c’est par ces fonctions qu’elle sera déterminée. 

On pciut reriverser la (piestion et detnander s’il est possible de sup2)oser 

il/ 

les fonctions qi et q telles, (|ue p ou ^ prenne une forme déterminée 

donnée. IjU solution tic ce problème ccmduit à une foule de résultats intéres- 
sants, que l’on doit considérer c(jmme autant de propriétés des fonctions de 

la forme / - Dans ce mémoire ie me bornerai au cas où est une 

j iit ■' R 

fonction entière de æ, en essayant de résoudre ce problème général: 

„Trouver toutes les différentielles de la forme ? où p et U sont 
„des fonctions entières de x, dont les intégrales pi.iissent s’exprimer 
„par une fonction de la forme log . 


14 
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SUR L’US’ÏRGKATION UE LA FORMULE I^IFFÉRIÎNTIELLE j " etc. 


Eu diftereiitiaiit l’équation 
ou obtient 


N=p‘^ — 

dN= 2p dp — 2qd(2 . M — q^dli-, 

donc en inultipliaiit par p, 

P dN — 2p^dp — 2p(i dq . M — q^f dli^ 

c’est-à-dire, lorsqu’on remet à la place de p^ sa valeur j.\ -1- 

P dN— 2Ndp -1- 2q^dp . E — 2pq dq . E — pq-^ dE, 
ou 

P dN = 2Ndp — q[^{p^(l — ? 

donc, puisque (2) 


on a 


2 {pdq — qdp)E -\-pq dE — Mdx^ 
P dN — 2Ndp — qMdx^ 


ou bien 


<■) \7 




donc 

( 5 ) 


M I „ <lv dN \ 

'N~\^dx 


M 


Maintenant doit être une fonction entière de x; on désignant cett(^. f 
tion par on aura 


.. dp dN 

l^ = ^~S-l’NZ7 


dN 


Il s’ensuit cpie q) doit être une fonction entière rie. ;r. En fai 

(a; ^ «)’" (a: -f • (a; -f- a 


dN m I jn^ , , //i.„ 

• a ^ X 4- a, * ‘ X 4- n 


N dx X 4 " 4 ~ 


on aura 


SUR L’INTEGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE etc. 

>0^ 
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donc rexpression 


■in , , , 

P 1^-^ + H h 


,r + a, 


doit de môme etre une fonction entière, ce qui ne peut avoir lieu à moins 
que le produit (a‘-j-a) • • • (æ-f-r/,,) ne soit facteur de j). Il faut donc que 

_y3 = (:r + «) . • • (æ + a„)_p,, 

2 )^ étant ixne fonction entière. Or 

Nz=2P — ,fli, 

donc 

Oomme B ix’a pas de facteur de la fonne et comme on qoeut 

toujours suqxposer que p et q n’ont qxas de facteur commun, il est clair que 


m, — '//ij 


: W-.. = 1 . 


et que 


B = (æ -[- a) (æ -f- a,) • • • (a: a,) B ^ , 

Bi étant une fonction entière. On a donc 

iV= (:« -|- ffl) (.'x:-|-^'i) • • • (•^‘ -j- ''l’-iA Bz=NBi, 

c’est-à-dire que N doit être facteur de B. On a de meme pz=Npi. Eu 
substituant ces valeurs de B et de p dans les éqxiations (2), on trouvera 
les deux équations suivantes 


(6) 


M 

A 


■M rff- + 2 J> 2 - « = 


La qxremière de ces équations détermine la forme des fonctions jq, q^ N et 
A; celles-ci étant déterminées, la seconde équation donnera ensuite la 
fonction p. On qxeut aussi trouver c.ette dernière fonction par l’équation (5). 


H. 

Maintenant tout déqoend de l’équation 
( 7 ) :plN-qUl, = \. 

Cette équation qxeut l)ien être résolue qxar la méthode ordinaire des coeffi- 

14 * 
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SUR L’INTÉGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE 


P dx 


yjt 


(>lc. 


cieiis indéteiTiiiués, mais l’applicatioTi de cette méthode serait ici extrêmement 
prolixe, et ne conduirait guère à un résultat g'énéral. Je vais donc prendre 
une autre route, semblable à celle qu’on emploie pour la résolution des 
équations indéterminées du second degré à deux inconnues. La seule diffé- 
rence est, qu’au lieu de nombres entiers, on aura à traiter des fonctions 
entières. Comme dans la suite nous aurons souvent liesoin de parler du 
degré d’une fonction, je me sei-virai de la lettre ô' pour désigner ce degré, 
en sorte que <)'P désignera le degré de la fonction par exemple. 


â (.«’'* -|- ax'" ^ ■ - •) = ?», 


,7? _j_ fi, 


2 , 


J 




1, etc. 


D’ailleurs, il est clair que les équations suivantes auront lieu: 


de plus 


P \ 

Q j 

J ( P”) —viôP-^- 


(J 


:<W—Ô'Q, 




si âP' est moindre que d'/d De même je désignerai, pour abréger, la 
partie entière d’une fonction rationnelle vi. pai’ .Lw, en sorte. (|ue 

U =zEii-\- u\ 

où (hi' est négatif. Il est clair que 


P(s-f 

donc, lorsque (ts' est négatif, 

E{s-^s') = Es. 

Relativement à ce signe, on aura le théorème suivant: 

„Lorsque les trois fonctions i-ationnelles «, v et z ont la propi-iété que 



SUR T/INTICORATIOX DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE 


etc. 


109 


U dx 

] 


„()ii aura, si (h: (Vv*, 


Eu = + Ev. 


Eu effet, on a par (lefinition 


V, — Eu u,\ 
V zm Ev -|~ 


(Ju^ et étant négatifs; donc en sul)stituant 
îr=rrU'4-2, 


ces valeurs dans l’équation 


{Eli) 4- 2 u'Eu -f n' - ( Enf -f- 2y/ JiJv -f- r' ^ g . 

Il s’ensuit 


ou liieu, 


(^EnY~[Evy=zz-]-v'- — 7i''^-\-2v' Ev~2it' Eu = f, 
{ En -|- Ev) {En — Ev] r= /. 


On voit aisément ([ue ()'i<Y()'v- au coutrairt'. ()'(Eii -\- Eo) {En - En) est au 
moins éjt’al h d>, si {En -\- Ev) {En — Ev) n’c.st pas éjt-al à Kéro. 11 faut 
donc nécessairement (juc {En~\-Ev){hn — Ev) soit nul, ce tpii donuc 

Ea=ziYEv c,. (|. f. ( 1 . 


11 est clair (|uc l’équation (7) ne saurait subsistttr à moins (|n’ou n’ait 

<)'{Np-f)^=i)'{E,q^), 

c’est-à-dire., 

d'iV-|- 2<)'pi ()'Uj -[- 2<h/, 

d’où 

fl {NIi,) = 2 {âq — ()'p, -f cW.,). 

Le plus grand exposant de la fonction Ji doit donc être mi nombre pair. 
Soit <)'N = -n. — 'in^ ()'Mi — n -[- m . 


4. 

Cela posé, au lieu de l’équation 

je vais proposer la suivante 

(8) q>\N-q-lî, = v, 
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.SUR I/INTÉGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIEI.7.E 


O dx 



où V est une fonction entièi-e dont le degré est moindre qne 

Cette éqnation, comme on le voit, est pins générale; elle pent Être résolue 
par le même procédé. 

Il 

Boit t la partie entière de la fonction fractionnaire , et soit i' le 
reste; cela po.sé, on aura 


(9) iA-iVt + t', 

et il est clair que t doit être du degré 2 r/., lonsque ()'N=v — m et 
<)'lii = n-\-m. En substituant cette exprc.ssion de L\ dans ré(piatiou (8), 
on en tirei’a 


( 10 ) — = 

Soit maintenant 

( 11 ) f = 

on peut toujours déterminer de manière c[ue le degi’é de // soit moin- 
dre qxie m. A cet effet, faisons 

f = «^-|- a,* -j- • • • 

U 

cela po.sé, l’équation (11) donnera 


a 2 „_iæ • • • -1- a-’"' ■' -j ~h ^0'' ~h 

= -j- 2/9„, /?,„_! ad'"-* -[- (/î,^_, „) a;-"' - -|- • • • 

"h -f -| h -f r<>- 

De cette équation on déduira, en comparant les coefHciens (‘.ntre. (uix, 


« 


'2m— -2 ‘ 


■ “1“ An-.l 1 


:l — 2/9, „ -f- , 

^im-4, — 2/9„i 4 -f- 2/9, „ ,, -|- [3~ , 


— 2/9,,, /9„ |— 2/9,„__, ,y9, -]~ 2/9,„ 2 pA, -[ 

Vm-i = I — 2/9 ,, /9„ — 2/9, „ , /9, 



suit L’INTÉGRATION DE LA i'OKMULE DIPEÉRENTIELLE 


cto. 


1 


O iLü 

yit 


/ m — 2 * 


^ ««-2 — 2/5„,_2 (3, — 2/9, „_3 /9i ■ 


/a =«2 — 2/92/9 o — /9?, 
/i = «1 — 2/9i /9o , 

/'o /^o • 


IjOs m 1 premières équations donnent toujours, comme il est aisé de 
voir, les valeurs des m-j-1 quantités /9„,, /9,„_i • • • /9o, et les m derniè: 
équations donnent les valeui’s de p'o, /i, y-j . . . /m-i- L’équation suppoi 

(11) est donc toujoTirs possible. 

Substituant dans l’équation (10), au lieu de /, sa valeur tirée de l’éqi 
tion (11), on aura 

(12) (j<; - ,/* ti) ,/« {NI/ + (')=<>; 
d’où, l’on tire 


,, ':+'.' + A' + ,.V' 




Eïi reiuai'quaiit que 


1 + iv + q^jv] ^ ’ 


OU aura, par ce qui précède, 


donc 




Pi ” ± b ^/ + /^, où ()'l3 < ()V/ , 

OU bien, comme on peut prcTvdre avec le signe quVju voudra, 

pi = hq-{-[3- 

En substituant cette expression, au lieu de p, dans l’équation (12), elle 


changera en 

(13) (/9’‘-f 2/9bq)JV— = 

OÙ, pour abréger, ou a fait 


.De cette équation il est facile de tirer 
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O (Ix 

■'’t— ctu. 

Vjî 


g ^ (^f ^ ~l~ _g_ 

/S ÿ j s'^ ÿfi- 


ou, puisque — (car = *• — et i=.tl 


Soit maintenant 


q iîiA^ V 

7~j ~“s2 


1{^N= -|- r', où ôV <<| f)V, 


on aura 


q t,N 
(i 


+ ^ 

s j ~ s'^ 


Or, on voit aisément que 




J s j [a! 


et par suite 


donc en faisant 


on aura 




/i; 


q = 2fi ft /l, , où (V/lj à'ii. 


En substituant cette expression de q dans l’éijuation (13), on aura 

/?^iV+ 2/?qiV(2.n^ + /^,) - « {An^lV + ftf) r-. 

c’est-à-dire, 

/?"(iV-|- é/if^N — 4,sy<.’*) -|- 2(qiV — 2 jitn') l'ilia — /,). 

Faisant pour abréger 

J •'’i = N-\-4itf,N— 4.s(y. = , 

f^N — 2/hs = — )\ , 


ou obtient 


«,/?=* — 2r, /:?/!, — 


Puilsque Jt 


. /Y:f5. + , A"U — s 
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Va 


I* — j — — I — ou (l'tSj 

par suite, la dernière des équations (14) donnera 

En multipliant l’expression de par .v, on obtient 

= Ns + 4/7biV6- — 4.s’’,u’‘ Ns + t'iN^ — {2s/i. — t,N) 
Or 2s, it — qjV=ri, donc 

ss, = NsJrriN^^-rh et rl-^,s,=N{s^tlNy, 

de plus on a 

s -\-tiN= ly , 

donc 

(16) rl-{-ss,=NJA=J:L 

D’après ce qui précède on a N,=z N r'^ donc 

N — rï = s.s'i — y', (r -j- r^) (r — rÿ — ssj — r'. 
ür puisijue dV’<(dV-, il suit de cette équation que 

d (.SS,) =: d (r r,) (r — Vj) , 

c’est-à-dire, puisque y — y, = f, oi'i dsC^dy, 

d.s' — [- ds, rr3 dr -|- dt. 


Or ds ^ds, donc 


d.s, < dy. 

On a de plus s — Nt/-\-i\ où <)'t' ()'N et dV/c^^d/,, 

d.s< d^+db. 

Mais l{ = N{s-\-t‘iN)^ par conséquent, 

()'li = 2 db 2 diV, 


donc 


et puisque (fR=.2d'r = '2à ' on aura 


db + dJV=dy,. 


On en conclut 


d.s <;( dy, . 
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L’équation = v est donc transformée en celle-ci: 

à\=^\ 81 i = >h d.s-<«, dè'i<vi. 

On obtient cette équation, comme ou vient de le voir, en taisant 

Vi = ^ + 1^1 

q =2fip -\- pi') 

fj étant déterminé par l’équation 


,ddî, 


)z=itl-\-tii où d//<C^5'q, i Bi jr 


et par l’équation. 


2u = i;(— --- 1» 


OU 


-j- y ' z= .S = iV// ii'i 


De plus on a 
(18) 


r,=2,u.s-qi^, 
.s,=^^4-4,(fqJV— 4.s/f4 
r'\ -|— «.s'j = B- 

Il s’agit maintenant de l’équation (15). 


Résolution ,le Uqmtbn: _2nM - = 4.s<é'f., é.s, < é'r,, 

(5‘D<C)' /‘1; (5/^1 < (J Z^- 

En divisant Téquation 

(19) = 

par on obtient 

ir^ ^ ^ , 

Si fit b'i SifJ-^ 


li r,Y 


H 


.s* , V 


•!) + -, +■'.« 


donc 
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etc. 
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On tire de là, en reniarqnant que â 




i Sj 

' q/îf 




Pi ■•^1 J — \ ■•''1 


donc 


^ -f =.£;p- .(1+1), 

[fil/ \Si ^ 


où l’on doit prendre le signe car l’autre signe donnerait 

donc 

par conséquent, on faisant 

' r 


.E 


«1 




on aura 


/? — 2/ÎjP, où (V/?,; c;^ (!'/?, . 

Substituant cette valeur de /? dan.s l’équation proposée, on a 
•‘^1 ii^i “l- 4,«î/?0 — 2r,/?i (/?a -[- 2/<,/-jj) — .s‘/5ï : 


ou bien 
( 20 ) 
où 


l'-i = 2.Ui •‘■•i — , -S'a = ,«i — 4.<îi fi I . 

L’équation .Ë'|-0| — ,,, donne 

'l\ =rr K J .V, -|— f , , où l5V, fl.V, . 

On obtient par là, 

92 = r, — 2fi, 

.s' 2 = .9 -f+./q, 

donc, coinine il est facile de le voir, 


d' l’a = (J 7\ 5 ()'•% <C. d' K • 

L’équation (19) a par conséquent la inêine forme que l’équation (20); on 
peut donc appliquer à celle-ci la môme opération, c’est-à-dire en faisant 

15* 
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DIFFKREN'riELLE 

0 dx 

y'A 


11.2 = E |---| , “i“ ^2 5 

Pï = ^^hP-> -f- 

S 

/A‘i? 

on aura 





hpl — 2r3/?2/3j — •< 

l2pî=V, 


où 





Lg =: 2/i2''^2 ^^2 = 

>’-2 2%, 



•^3 = '^1 ~1“ — 4^2, -|“ 4f2,a2? 

En continuant ce procédé, on obtiendra, après ■}>■ — 1 transformations 
cette équation: 

(21) sJU - = ir-% 

où (yp„<i$Pn-l- 

Les qiiantités . 9 „, r„, /9„, sont déterminées par les équations suivantes: 

Pn~l — Pn P n + l1 

n ^ ^ w— 1 ? 

■% = •''■«-a “h 4'’,i_i — 4.s‘„_i fl . 

A ces équations on peut ajouter celles-ci: 

V IL — l— f 

' n n 1 n'f 

^ n ^ ïi — 1 — 1) 

'^n — 2 1 4f,i — 1 ft-ji — 1 • 

Or, les nombres d'/3, d/îx, d'p 2 • • • ^^'Pnj 6tc. formant uïUi série, déc'.roissante 
on doit nécessairement, après un certain noml)re. de transformations, tronvei 
un /?„ égal à zéro. Soit donc 

/i = 0, 

l’équation (21) donnera, en posant n = m^ 

( 22 ) = 

Voilà l’équation générale de condition pour la résolubilité de l’équatioi 
(19); dépend des fonctions .s-, .s-j, r^, et p,„_-^ doit être pris de manièn 
à satisfaire à la condition 
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~i~ 2 ()'/?, cC^ <)'r. 

L’équation (22') fait voir, qtie pour tons les s, .s, et jq, on peut trouver 
une infinité de valeurs de qui satisfont à l’équation (19). 

En substituant dans l’équation proposée, au lieu de v, sa valeur 
( — on obtiendra 

•sq /?' — 2ri/3/'?i — = (— l)’”-'.'.',,, 

équation toujours résoluble. On voit aisément que. /? et ont le facteur 
commun Donc, si l’on suppose que /? et (3^ n’ont pas de facteur 

C(unmun, j3,„_-i sei-a, indépendant de x. On ])ent cbnu; faire. /?„, , — 1, d’tui 
résulte cette, écpiation, 

.S’,/?'" — 2r,/?/>\ — fift'i = (— l)’““bs,„. 

Les fonctions /?, ft., . . . sont déterminées par l’équation 

Al- 1 = 2/(,„ A, A,+i , 

en posant successivement v = 1, 2, . . . vi- — 1 et en remarquant que 

/î,„z=0. On obtient par li\ 

Ah - 1 /^»i tî 

i^m 2 Ah— 2 ~1~ Ah -15 

1^,11 A 2p,„_,jj A'H--» 


As =2/^4 A -|- Ar. 7 

Aa = Aa-j- A-17 
A = 2/f3 Ai“h An 
A = 2/f, Al Aa- 


_ 
/b “ 


2,"i "h 


l 

Ar' 

fh 




■ + 


1 

fin 


Ces é(|uations donnent 
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i*m — O 

J 

l-^m — 2 


• 2,<f,„_2 -j- 


J. 


— 1 


2,u„ 


On en tire par des snbstitntion.s sncces.sives; 


1... 

('A 


■ 2,»] 



1 _ 

2//., -I 


+ 


1 


1 


2 


it 


J» — l 


On anra donc les valeurs de ft et de en transformant cette fraction 
tinne en fraction ordinaire. 


6. 


En substituant dans l’équation 

p\N—c[Ui, = v 

pour V sa valeur ( — on aura 

• p\ N— = (— 1)”'-' .s,„ , 


OU 


doue 


01 ’ 


2h 

<l 


q — 2/^/î-|-/?i, 


:'. + A=/, + A 


// 


/V ^ ' R ^ 


par coiLséqueiit, 


Vi 




2,0 + 


+ 2.0 -h . 


L’équation 


fiN~ q^B^ = v 


1 

'f-hn 1 


COU- 



domie 


donc eu supposant, m infini 


donc 


N 


lATION DE 

LA F 

OEMULE 

DIFF] 


f- 

Jii 

-E- 

c 

l -2 

1 - 

N 

r 


l’i 

<1 

= P 

rR[ 

w 

+ 

r’A' 

iuHiii 







- 1 / 

œ: 




- V 

w 



1 

7^ + 

1 


1 




- 


n (Ix 

yit 
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Ou trouve donc les valeurs de et de q par la transfonuatioii de la 
fonction |/^/ en fraction continue. 


7 

Soit maintenant v; = a, Ton aura 
Dotic si réquation 

piN—<fU, = a, 

est résoluble, il faut (iii^iu moins une des (|uantités, 

s, .s*2 . . . etc., 

soit indépendante fie x. 

D^mtre part, lorsqu^ine de ces quantités est indépendante de ;r, il est 
toujours possible de trouver deux fonctions entières p^ et f/ qui satisfas- 
se-Tit à cette équation. Eu effet, lorsque = on aura les valeurs de 
/q et de q en transformant la fraction continue 


L^éqiuition ci-dessus if exprime pas une égalité absolue. Elle indique seulement 
d\ine manière abrégée, comment on peut trouver les quantités f.ii, f,ii> * . • 

Si toutefois la fraction continue a une valeur, celle-ci sera toujours égale a 
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Y 


Pi 




+ 2^, + • . 


en fraction ordinaire. Les fonctions s, .s'i, «a, etc., sont en général, coniine 
il est aisé de le voir, du degré n — 1, lorsque JSfH^ est du degré 2;l 
L’équation de condition 

donnera donc v/- — 1 équations entre les coefficiens des fonctions N et ; 
il n’y a donc que de ces coefficiens qu’on puisse prendre arbitraire- 

ment, les autres sont déterminés par les équations de condition. 


S. 

De ce qui précède, il s’ensuit qu’on trouve toutes les valeurs de et de 

JV, qui rendent la différentielle - - intégrable par nu(‘. cxiiression de la 

ylii A 

forme 

log , 

en faisant successivement les ((uantités .s, .s,, .s\, . . . .s,„, indépendantes de x. 
ique on a de même, 


+ i/j/iLA' 


ou bien 


ou 


( 23 ) 


T e*:' =, 1 , . i: y 

j Vit, N I>,VN 

[ =log , 

' J HhN niN — i R, 


ï'i + O,, I 


'-‘P ni T-~ l 


en supposant .s„, égal à une (îonstantc. 

IjC.s quantités A’,, iV, yq et <[ étant ainsi déte.rininéi's, ou trouve. (> 
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■ŸH 


etc. 


12 ] 


par l’équation (5). Cettq équation . donne, en mettant p^N au lieu de p 
et Q au lieu de — r) 


11 s’ensuit que 



dp = Spi -|- âN — 1 — âq = âp — ô'q — 1. 


Or on a vu que âp — âq = donc 

dp = n — 1. 


Donc si la fonction li ou est du degré 2^;, la fonction p seiT 

nécessairement du degré « — 1. 


9. 

Nous avons vu plus haut que 

1{=R,N-, 

mais ou peut toujours supposer que la fonction N est constante. En efft 
on a 

J VMiN piVR' — <1^ Ri' 

et par conséquent, 

f _ 1 loo- ( _ 1 Iqq. + 2;>o?VAN _ 

j V'MiN l P,VN- qVlîi I " ^ ?>f N+ qUil - 2p,qVR,N ’ 

ou, en faisant pfJV-j-q^Iii=j/ et '^âq)^q = q\ 

Ppdx^lo p' + q'Vlt _ 

j Vk ^ .p — p Yli 

11 est clair que p)' et q' n’ont pas de facteur commun; on peut don 
toujours poser 

N=l. 

aVu lieu de l’équation p\N — q^R^ = l^ on a alors celle-ci, 

p'^^q'Ui=l, 
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etc. 
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dont on obtient la solution en faisant ^=1 et ni,ettant Ji au lieu de 
Ayant iV=l, on voit aisément que 


i = R] = = 


donc 


(24) 


P 

<ï 


"’'+V + 


1_ 




fl. =E |-y| ’ ~|~ « } 

— 2f, Ni = l-l-4f,u, 

fil = E ) l’i = Sifii e.i , 

î'2=î‘i — 2fi, §2 = s -|- , 


^f-hn — 1 




' n + 1 - 


= ‘>'>1 — 2 f „, -|- 4 f „/ Y -„ , 


JP 1 ^ ^ 

— 1 ~ ” 7 ' m — 1 — 1 — 1 ~1 — 1 7 


^m—1 


' ^ in — 1 — 15 — 2 j ' ' — 1 — 1 


Ayant déterminé les quantités E, r, fi.^ fi^ . . . par ces éipiations, on 

aura 


(25) 




/.• + îY5_ 
!>' — q'V M 


2 dp' 

«'=7 *r 


ce qui résulte de l’équation (5) en y posant N=l. 
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1'/,- 


10. 


On peut donner à l’expression log ^ ^ une forme plus 

^ p,iN—q^/R, ^ 


savoir 


loo- + = loo- 

” -j'^VN — qVBi ° iil/iV— yîti 


+ lûg 


l'i -f" y li 


n + iii 


+ loo-'AX É--: I 


r, — iR 

ce qu’on peut démontrer comme il suit. Soit 


log 


'^Vl “h "ï 


1 


VI , I 1 

— ^ ~r '9 




1 


■" + 2 e. H 


' + 2c.-. ’ 


on a par la tliéorie de.s fractions c.ontiimes, 


-f- 2/(,„ .1 ( 




(a) 

(E P, = ft. , + ‘^.",-1^. f 

De CCS eipiatioiis on tire^ en éliminant 

f^vi - 1 1 /^w 2 /^ip -1 — 2) 7 


donc 


(il, - 1 — i^ir, ^<in..^i == (” 1)''^“””', 

ce qui est connu. 

Les deux équations (a) et (b) donnent encore 

— 3 \~' ^4: — 1 j du — q J 


Il s^ensuit C[uc 


Or ou a 


alN-.(^lE, =(_1)>-Lsq,, 




iii~2 ) 


16 * 
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etc. 


donc, en substituant, 

=Z 6‘„_2 -j- 4( (««-1 An_l ^ f'm-l • 

Mais, d’après ce C|ui précède, on a 

= s„_2 -j- 4s,„_i II m—i ^ 

donc 

= ( l)” ' (l^m—l ^1)1—2-^ .)• 

Soit _ _ 

on aura en multipliant, 

“ ««,-1 /i.) 

mais on vient de voir qu’on a 

on tire de là 


et de la même manière. 


on en tire en divisant. 


i)’'’ 0 »+y^O 7 




Z,n-1 r,r, — iïi' 


OU, en multipliant par 

^ ^ 7» 1 


Zm 'l'm -\-V Zm—i. 

Zrtî »•„, y R ^ M— 1 


En faisant successivement m — 1, 2, 2> ... on aui’a, 

Zx rid-y js So 

n — yl' "V 

22 T'a + yï ^ 

za' r-x—VË z!x 



SUli L’INTÉGRAÏlOK DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE etc 

1 /Æ 
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.-\-Vii 


d’oîi Fou tire. 


'2'q 7^ + ilt r., + i'R + 

z,n' V n—^f'R r.,~--\/R r-i — iR^ 


>‘m V ïi 

— VÏî 


Or on a 


= aol/iV+ = ^tyiV+ fÉ, , 


a,„y i^— /î,„yX ’ 


^irî^ i^ni'v Ri dy-^y“i~ yi^i — j~ "V r 1*3 — j“ yi^ 

a^N—ii„,VRt tiVN—VRi r^—VR r. — VÏt 


+ Vli 
rl7-iR 


et eu prenant les logarithmes 


loo- 


: log 4 - log !^-+ 4 - log- -I 4 loc 

® tiVN—VRi^ 7 \ — VR' r:> — y R' 


,+yR 


.—y R 


ce ([u’il fallait démontrer. 


En ditt'érentiant l’expression 2 = log on aura, après les 

^ «„yA^-/?„yA’ ’ ^ 

réductions convenables, 


= 2(a„ d«™) N R,-a,, (i„ (IkdN— NdR,) 

(T^^N-^lR^yWtr 


Or on a 


ilN— ftl'R,={—lY 


doue en faisant 


(27) (-1)— (,. = 2 



, , g dx 
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etc. 
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on aura 


et 


donc 


ou bien 


Qifi (hx 

N Ri 



1 



loo’ d~ 



<Lv. -Vi 
-\/R j^iV iV — Vi^jL 


+ l0ê- 


n~VB 


H h iog- 


+ VJi 
-iiï 


Dans cette expression s,^ est tout au plus du degré (» — 1 ) et {>„, est 
nécessairement du degré {n — l-|-d.s,„), ce dont on peut se convaincre de 
la manière suivante. Eu ditférentiant l’équation 

( 29 ) alN-iriE, = {-lY-^s,„, 

on trouvera la suivante 


2a, „ da„,N -|- a,i dN — 2/)*,„ d[^„^ . lî^ — ; dliy — ( — 1) * d,s „ , 

ou, en multipliant par 

alN{2 N da„, 4- a,„ dN) — 2a, „ Z^,,, d(i„NR^ — ftla^N dU^ = (— l)"' "’ c/.,„Ndii,„ . 
^Mettant ici à la place de a)lN, sa valeur tirée de l’équation (29), on aura 
(— l)"'“^A'«(2iV(ia,„ «... + (in [2-A/’i4/^» da,„ dN— 2a,„ dji,, NL\ 

= (— 1 )”---' a, , 

c’est-à-dire, 

A, [2 (a,„ dli, — /?„. daY ( Ji’, dN— NdE^] 

— (_ i)”--! [.s„ (2Nda^, -f- a,^dN) — c(,„Nd.\] . 

En vertu de l’équation (27) le premier membre de cette équation est ég-al 
i'' Yiii — 9 md'X'^ doue ou aura 




j 2N dan I ccmdN 
\ dx * dx 


N ds^,, 


( 30 ) 
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Yr 


Puisqiie le second membre de cette équation sera nécessairement 

du degré -f- diV-|- — 1), comme il est facile de le voir; donc 

“h “h — 1- 

Or de l’équation (29) il suit que 

2tK + diV=2d/i + dIA, 

donc 

t> tv I diV -|- ôHi _ 

OU, puisque cJN dii\ == 2n , 

dp„, = ()X„ 1, 

c’est-à-dire que p„, e.st nécessairement du deg’ré -[- ??. — 1). Il suit de 
là que la fonction est du degré {ii — 1). 

Faisant dans la formule (28) iV=l, on aura. 1\ = i\ et par conséquent. 


=rz log 


l,)o- -L 

,—yu + 


^ H“ *v' 


oîi, salivant l’équation (80), 

Pm(fm y.7; (t 

L’équation (28) donne, eu faisant .s,„==:a, 


(.2) / 


aÿ.Zt “'iVZv'' — Vli^ ^ r^ — yfZ 


"h 


.-(-/iZ 

,-Vii 




et lorsque iV' = 1 , 


^ log r±ÏJ^^: _y log lï +-ï.£ -I ^ ]og , 

t/ j> ^ ,, y it ^ t/ T? ' ' *=>... -./ JJ 


. 2 da,„ 


D’après ce qui précède, cette formule a la même généralité que la fm-- 
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Qdx 


V¥ 


mule (32), et donne toutes les intégrales de la forme J > où p et 
sont des fonctions entières, qui sont exprimables par une fonction log’ar: 


mique de la forme log , 


12 . 


Dans l’équation (28) la fonction — est domiée par l’équation ([ 

Mais on peut exprimer cette fonction d’une manière plus commode à l’a 
des quantités bj !<n /'mj 6tc. En effet, soit 


2!™ = l0S' 




, — VÊ 


on aura en ditférentiant. 


, , , dB J . dR 

dz,,, = ? 


ou en réduisant, 

(830 


dz,,, = 


V -S 9’,» — ît 
r,ndR — 2Itdr^i 1 


r^^-R y~B. 

Or nous avons trouvé plus haut 

— 2 { ” 1 ^ m — 1 — 1 /^ îh — 1 ? 

donc en mukipliant par 

^ m —1 1 — 2 \ ^ m — 1 1 ^ » h — 1 1 f 

c'est-à-dire, 

— 1 — 1 — 2 | ^ 7 »— 1 — 1 /^ 7 n — 1 ^ 7 » — 1 ) • 

Mais on a 

^ 7 » 1 /^ 77 i — 1 ^ 57?— 1 7 

donc en substituant cette quantité, 

— 1 — 1 — 2 ” 1 ^ 7 ) i — 1 m 7 

d'où l'on déduit par transposition, 
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11 suit flo cette éc^uation que /'.Ü a la même valeur pour tous 
les }ii et par conséquent que 

or nous avons vu plus haut que ri-\- i 5 S^=lk^ et par suite, 

( 34 ) U = -|- • 

Substituant cette expression pour li dans réquation ( 3 o'), on aura après 
les réductions convenables 


dz,,, = 


2 

~VE 


^‘hi 


VE 


d'Srt — 1 

^>n~i v:r' 


mais puiscpie r„ = 2, s;, „j u ,, --- r,, . , , 


le terme 


(/s 


^ ■ se transforme 

yE 


en 


2 /l, 


(L%^ 

Ve 


(h 


~L I . 

t ‘ 


^ ^ • On obtient donc 

VE 

1 


(. (wC ./ , ( ..s,„ I ^ ^ - j- ^ ^ 


et en intégrant 


i't: ■' A+) t; 'y.; ■ 

(îette cx|)rc,.s.si()n (‘.st, (ioiiiiucî on le voit, une fonnule de réduction poul- 
ies intéfj-niles de lu forme j Car elle donne l’intégrale -7” ^ 

par une. autre*, intégrale <K‘. la même forme et ])a.r uiu*. intégrale, de la forme 
( où 1 e.st une. fonction e.ntiére. Mettant dans (‘.ette formule à la place 

j m 

de m. sue.e.essivement iii — 1, iii — 2 .. . f», 1, on obtiendra ni. écpia- 

tions semblables, dont la somnu*. donnera, la firmide suivante, (en remarfpiant 


(lue 


!,s‘o — y 


, = tjiV en vertu dé réipiation y, -|- tiiV~ 2.su) 

i t' f'„ ■ • ■ +"-)+jt yl 


fh 


On pe.ut tiueore réduire* l’intégrale j 


1 


(In N 

-y U 


Eu diiférentiant l’ex- 


pression 


17 
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i>(U 

yii 


etc. 


, <,yA' + VR, 

: lof*- - 


011 aura après quelques réductions, 


__ — 2dt^ NR^ — ^ (jS, dN— NdR^) 


Or 011 a 


ii\==./?iV+.s; 

substituant doue cette valeur de dans l’équation ci-dessus, on trouve 

dz --Z dZNdt, + U dN) 4 - --- , 

^ Vr « y/i 


donc en intégrant 

/vy-§ = -^+ic^^‘''- + vV 

Ij’expression de J y'‘^ transforme jiar là en celle-ci, 

-f- j dt^ -|- dN -[- d)\ -| 4 “ dr,„ — /uL'i — q, (/.sq — • • • — d,\,_ 

ou, en mettant à la place des quantités 

^ 7 7 

( 36 ) f'b- .y. 

^ ’ j in 

~j YR (/iV-|- dt\ -!-••• -j-.ot/',,, — q. — q, ds^ 


. . leurs valeurs, 




log ^.1 _ log. -’ii _ log , 

qy/V— ÿi2, ^ r^—iR r^—YR 


lo; 


, r.,,-\- \/R 


(Jette formule est entièrement la même que la formule (2<S); elle donne 
( 37 ) . ^^dx .=. — 

^ni 

-yiiNdt^-Y^kdN-Ydr^-y ■ ■ ■ -ydr,n — fids — • • • — ,u,„-a -i ) • 
Alais l’expression (â-dessns di.spense du calcul des fonctions et /f,„. 
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Hi iiiaiiitenant ost iiulépendant de l’intégrale i dispa- 

J '%n y li 

raît et l’on ol)tient la formule suivante: 

0^^^) I y^Jl ^ “h d')\ — fi ds — • • • — ffm^-i 

-f- V 


. -1- log ‘'y+yp, loi,- -7+^— ^ log 


• , / 

^ yyiV-V.«, 


■fR 


kSi dans l’expressiou (30) on fait JV^— I, on a t^ — r^ et par .suite 

{^>^) /tjr YR = / Y R — • • • — <'™-, <K-i) 

r + YR 1 r.-l-Vii 

f'* iOP’ * 


!()<>• 


■-YE 


■,-VR 


1-og rj!L+J^, 

^ r,.-VR 


et si ]’ou fait .\„=.a: 


(40) I {(Ir -]- di\ -|- • . • <lr,„ -- ft <h •— ,« , r/.s, — ... — p,„, . ^ 7s,„_. ,) 


T y ~1“ R' I 1 . ^’i 

r—yH. r. 


Vr 
Y L 


;+ ;: 


,. r,„ + y.« 

■ ■\fn 


En vertu de ce qui précède, cette formule a la même généralité que 

(38); elle donne par cünséfpient toutes les intégTale.s .de la forme j 

f est une fonction entière, (pii peuvent être exprimées par une fonction de 

... ] 7' yj ^ R' 

la forme loo- , ■ 


l‘ 


— </Vr 


13. 


Nous avons vu c.i-de.s.sus que 



donc, lor.scpie A-— 1, 
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O clx 

yn 


etc. 




2t<, 




l“;) + 


En général les quantités fi , /q , fi> , fh • ■ • cliflérentes entre elles. 

Mais lorsqu’une des quantités s, «sq, s.^ . . . est indépendante de x, la trai*,- 
tion continue devient jjénodtqiie. On peut le démontrer conmu'. il suit. 

On a 

''m + l ^1» <^w+l — ~h '^5 

donc, lorsque ■%, = o-, 

^’)»+i — ~~ '** •“ 0"»'+i H~ ^ ) 0 î«+i ^ ^ ■ 

Or f 5 'r„_^i = ()V, ds<dV, d'.s,„+i<dr, donc cette équation ne peut sulisister 
i\ moins qu’on n’ait en même temps, 

.S* 

^ m H- 1 ^ w + 1 . / * 


Or, puisque = E ---- on a de même 








niais E — donc 


On a de plus 

'*' 7 H + 2 j dp'ni 1 jrt+l , 

% % 
donc ayant = = conclut 

•'’Vn-a — (1 “h — 4 /a‘^,s-) ; 

or Sy = 1 -j- 4 /r?‘ — 4 /( , donc 


( 3 n a de niêiue 

^ m +2 'Sïi-f 1 ^ 7W+1 — 2^r/»s i ^ 

donc, puisque = 2 fis — r, 
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pdx 


yn 


etc. 


d’oii ron tire 


doiuî 


*îm + 2 ■ 


,= eI ' 1 -- S f ' 


'w +2 


(41) 


En continuant (‘,o pnxîédé on voit Kan.s peine cpi\)n aura en ( 

I ^ w. + w ^ n — i 7 — -j ^ 




Le signe supérieur doit etre pris loi'Sfiue n est pair et le signe 
dans le cas contraire. 

Mettant dans l’équation 

^ 117 ~| '*^111 1 "*^V 1 ^ “"1 

a î\ la place de , on aura 

( — >') (/'i» "h • 

Il s’ensuit qiu'. 

.s* 

y yyy ! ^ *Syyj J 


Or on a u,, — E ( 1 ? doiu*. 


c’est-à-dire 


On a (le plus 


f(,n— Er; 


r. 


^ m ï 1 7 

c’t‘-sl)-à-(lire, puisciue y*y^y = r, . 




^ 'ni--i l ’ 


Ma.is V — I — — ''2 SK ^ donc 




^ m— l ^ 1 ' 


1 — <'v)- 


rénéral 


inférieur 
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SUR L’INTÉaRATION' DE DA FORMULE DIFFÉRENTIELLE 


f) dx 

yn 


cte. 


Ou a 

c’est-à-dire, puisque ? 

Or nous avons vu (pie 

'»-l — n = 1 

donc en substituant, 

2 -f- ^’l) (/^».-l • 

Cette équation donne, en remarquant que “h ^ i) ^ 

U,, 

et par (îonséquent 




y m—\ 5 2 7 


* 


Par un procédé semblable on trouvera aisément. 


et en général 


(42) 


1 jil. 

^ în- 2 ^ 2 7 *^*2 7 m - ' ' 


,4 — rt.. « — r/— ^ Q 

^ w — n ' n 7 '^Tn— '' 1 7 


14. 

A. Soit w. UD nombre pair, 2k. 

Dans ce cas on voit aisément, en vertn des équations (41) et (42), (j 


les quantités 


9 2 . . . 6*, ^S'j , 

,%. . . fl, fl, , fl., . . 

. . forment les séries sx 

vantes: 






0 1.. 2k— 

■2 27c— 

1 2k 2k-\-l 27c-|-2 ..47c — 1 47: 

47';+! 47- -f- 2 47‘-]-3 e- 

r r, . . ?-3 


■r r 

n • . ^’2 

r 

r r, c 

s .Sj . . O.Si 

S 

a 

s 

a, 

a 

as^ . . .sq s 

1 

s s, e- 

l“l 

fl fl^ . . - -1- 

' ' a 

au 

- au 

a ‘ 

~ • • /b 

a II, 

r 

fl fl, e 
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B. Hoit ni lui lioinbre impair, 2k — 1. 
Dans ce cas récpiation 


^ 1 ^2k~n - 1 1 


donne, pour u = k^ 


Les quantités i\ 

etc. s, *sq etc. /q 

etc. forment les séries 

suivantes : 

0 1 . 

. k 

k --1 h k-\-l . 

. 27û— 2 ï 

ik — 1 2fc 

2A;-j-l 

etc. 

r i\ . 




r 1 r 


etc. 

s .s-, . 


^^h~l %-2 '''1—3 

.s 

1 : s 


etc. 

fl. fl^ . 

• fh--i 

/L-l /L-3 • 


I- ; ,u 

f’i 

etc. 


Ou voit par là c[uc, lorsqu’une des quantités s, eS^, . . . est indépen- 
dante de R*,' la traction (unitiniie résultant de ]/li est toujours périodique et 
de la forme suivante, lorsque — 


!»•, 4 


1 

' 1 

“ 2,. 1 

I 1 

2aiii -f" . 

‘ ' 2/f 




2^< + 


4C|uc lit, est iinpnir, ou a de plus c/, et par suite 

i + ' 

1 


’f-^l + 


""h . 


2u -t- 
-r* I r 


l 

-h 


^ ^ -1 


La récipro(|ue a également lieu; c’est-à-dire (pie, lorscpie la fraction 
(îoutinue résultant de. |//i’ a, la fonm*. c.i-dessus, .s„, sera indépendant de x. 
En effet, soit 
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y h 


r 

a 


on 


tire de l’équation = .s,„ f,„ , 


• 4 “ ^ 


Or, puisque , où df,„_i<l(lV, il est (dair que 




On en tire 


I 1 

a 


‘ m / m 7 


et par conséquent — «, ce qu’il fallait démontrer. En combinant cela 
avec ce qui précède, ou trouve la proposition .suivante; 

"Lorsqu’il est pds.sible de trouver pour p une fbiuition entière telle, que 


J ili 


lOil" 


!j + y 1'^ 


Vu 

"la fraction continue résultant de j/it est périodiiiuc, et a la forme suivante: 


y^='+i+ A 


+ + , -1 


‘ 

. d- 

’’et réciproquement, lorsque la fraction continue ré.sultant de |/ii’ a cette 
"forme, il e,st toujours possible de trouver ])onr p une foiuîtion (‘.ntière (pii 
"satisfas.se à l’équation. 


i 




Viî 


!/-VM 


"Jja fonction y est donnée par l’expre,ssiou suivante; 


1 






y Z d" 


1 
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Dans cette pruposition est contenue la solution complète du problème 
proposé au commencement de ce mémoire. 


15 . 

Kous venons de voir (pie, loi'scpic est indépendant de æ, on aura 

toujours ,s,. = ,s 7._.2 , et ]ürs([ue est indépendant de x, on aura , 

où c est constant. Ixa l’éciprocpic a également lieu, ce (ju’on peut démontrer 
c.omme il suit. 

I. Soit d’abord = on a 


'i'k-l -f- ^k-i -3 ^'*4“ i-1 j 

or .S';, = (Unie 



■'*/.• ^'/c 1 • 

De plus 

^'/c ^ k '^*/c 7 


>'k 3 = /'a 2 'V 3 ~h 2 5 

donc 

‘^'a ''a -2 = -% O'a /'A-2) H~ ^A -2 

Mais 

7 *^. iizi: y y J ^ /y 2 ^ 1 2 ? 

donc, en 

substituant, on troiivi; 


0 = «*(/'/. - 2 ) ~i~ H" Uj 3' 

Clitte é(piation donne., en rcmanpiant (pie. <C <^'•‘>*1 5 d'<-4 -3 <C ^'«4-3 5 

Al* ■“ f'k—S 5 ^k 3 * 

Or >-4+, ==:r4 — 2(^4, donc, en yertii de la dernière écpiation, 

^"a— 1 1 ^^A— 3 ^ 

et, piiiscpie = — 2t4_3, ou eu conclut 

(*A+1 '''a-3- 


18 
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, .• O dx 

SUIi L’INTEGliATlON DE LA FORMULE DIFFERENTIELLE ote. 

Ou a 

'^’k + l “f" *i + l — “h *’*-3 1 

doue, puisque = s^ = s^_2i ou a aussi 

*■*+1 ^k—3- 

Eu conibiuaut cette équation avec celles-ci, 

l'k + l = Pk + l ®i + l ^>t+U = /'k-3 ^k-3 ^*-3 J 

ou obtieudi’a 

f'k+l ^'k —3 — '■'i + l [f-k+l /b— 3) ~h ^A' + l bu— 8 - 

Or ou a = et — — ^h-3i couséqueiit 

0 = ^‘k+i (ib+i — fh-3) "f- ^k+i “h ^k~3 • 

Il s’ensuit que 

dk+i — dk—3 1 *4+1 — ^*--3 • 

Eu continuant de cette manière, ou voit aisément qu’on aura eu général 

^ A + w ^ k — n — 1 ? f^ fc + 7i i^^k — n—2 ? 'Vù + w "^k~n — 2 * 

En posant dans la dernière équation n = h — 1, on trouvera 

^2k-~l ^—1 • 

Or il est clair que est la même chose que 1; car on a en général 

“h 7 

donc en faisant m = i)^ 

U = r'^ ss_i] 

mais ii^= donc et par conséquent 

^2k~l 1 • 

U. Soit en second lieu s,.-=. on a 

j^^'k j ^ k 5 

fH-l^k~l~\~^k-l 7 
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yn 


etc. 


donc 


^ k ^ k-1 •‘^k—l {Pf>k f'k -l) i/: 1 • 

Or r,. — 7V;_i = — , donc 

0 = fk-i) H” ^k 

Cette éfpmtitju donne 


f'k ' 1 7 *k 1 ■ 


Donc des éc[nati(7ns 

'>'k — î'i-n ■ 

on déduit eu ajoutant 


1 7 '^'i + i r,. — 2k/. , 
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Ou a de plus 

‘‘k + l H~ •'’■/•• + 1 — ''I ■ 1 ~ 1 ~ 1 •'’■/,• 7 

et, puisque 77.+ 1 = i et .s-,. — n.s-/, , , on en conclut 




En continuant de cette manière, on siura, 

■\k 7 

c’est-iVdirc que %. est indépendant de x. 

Cette propriété des q\iantité.s .ç, .s,, .s^ etc. fait voir que l’équation 
.%/, = a est identique avec l’équation et que l’équation = 1 

est identique avec l’équation .s'^ = .s^.„„. 11 s’ensuit que, lorsqu’on cherche 

la forme do Jl (pii convient à l’équation % = a, on peut an lieu de eett(i 
équation poser .s-^ = , et que, lorsqu’on chcirche la forme de lî (pii 

convient h ré(piation il suffit de faire .S 4 = .s-/,. 2 , ce ([ui abrège 

beaucoup le cjdcAil. 


1(5. 

En vertu des équations (41) (it (42) on ]}(int donner à r(;xpreH8ion (40) 
une forme plus simple. 


18 * 
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SUR L'INTÉGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE 


P dx 

yii 


etc. 


( 43 ) 


a) Lorsque m est pair et égal à 2/v, ou a 

/ 2 


■log 




■t/jK 


4-iog 


<\-iÈ 


I 1 1 “l~ V I ^1 

_j_loo- |_.l.]og 

'^Vj — 1 — y 


nd--Vït 


n-yit 


(44) 


b) Lorsque m est impair et égal à 2h — 1 , on a 
I j h 1 — * * /O:— i) 


: loP' - 


±1!:^ I loo- TjJ±JL?^. 

•-VË^ ^ r^-VË 


+ 100 - 




r/:— 1 ■ 


-i+yi^ 

^~yB ■ 


17 . 

Pour appliquer ce qui précède à un exemple, preuons l’intégrale 

/ Qdx 

yÆ"^+aÆ'^-j- -f" 7 ''- “h d 

Ou a ici d'Ji = 4:, donc les fonctions .s*, .s-^, .s-,,, s.j . . . sont du premier degré, 
et par suite l’équation ,s„j = const. ne donne qu’une seule équation de condi- 
tion entre les quantités, cr, /?, d, t. 

Faisant 

xd -|- ax^ (Sx^ -[- yx -j- d — ^ ax -j- -|- r, -j- ex^ 

on aura 



— îr “j— Cl 'X — j — h ^ 

s = c~[- ex. 


Pour abréger le 

calcul J nous ferons c = 

0. Dans ce cas on a s = ex 

et 

par conséquent. 

'‘=®( :)=*’(■' 

-|- a.'ü \ 

’ 


c’est-à-dire 

âS 1 cc 

IC=Z , 

' e ^ e 

/ 

6 = h. 



De plus 

î’i = r — '2s = x^ -\-ax-\-h — 2h = -|- ax — h, 
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y/; 


T I 4 1 \ A 7 “1“ I I 1 

= 1 ^ 1 _[_ 4 i ^ 1 ^ 


Aah 

e 


E 




Arl) . A:<(h , ^ 

•--■'*■+ +1 


e (’- 

477 ^ “ 1 ü 77^‘ ’ 


afi , , 

— ■' 1 — /'l ■‘*1 — 4 /, + ■ 

I . I , e'^ \ e:-^ I CW. , e- , 

«a + 4 f 1 ,(f 1 “ 4 /, a' ' 47 ; + ~ 


8()it maintenant en ])i'emicr lien .s‘j constant. Alors rétpiatioii 


4: h , A ah [ T 

•"•1= +1 


(lonno 

par conséquent, 


h nu 0 , 






+ iR 


■ i/ /(* ' 


.r q- c- 

OU, pVUS(|Ue ft = ; ? .srmcir, 


(j^R’ ”}” I a!'' ”-1" (la! — ~\/ 2t 


U 


-|- tM')^ -f' 


.,,2 7 . , a.t — V R 


(jette iiitéoTale se trouve avissi fneileiuciit en divisant le numérateur et 


dénominateur de la dilï'éroutielle Yiar 


Soit en deuxième, litm .sl constant. Dans e.e (ias la formule (43) doi 
k étant égal à l’iinité, 




— 1 / 7 ) 

Or l’équation — üonst. donne Si = cs, donc 


■.-VR 
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L’équation de condition sera donc — |- 1 rm 0, c’est-à-dire 

e = — 4r/Z*, 


donc 

De plus, ayant n — 
la formule, 

/ ( 4 ,r -|- a) dx 


7? — -|- ax -[- hy — Aahx, 

, r = ar -|~ r/x -|- , 9\ = ax — Ij , (jii aura 


: loü* 


.r - -|- n.r 




■ÿÇr 2 -J- a.r -(- />) ■ — 4 ah.r .r- + ci.r -\-/i — V ii' 

Soit en troisième lieu .% constant. Cette équation donne ,s- = ,Sj, c’est-à- 


dire 


I 7 n 


On eu tire 

e=: — 2h{a±}^^X4r/j). 

La formule (44) donne par conséquent, puisque h = 2, 
( 5 .'); 4 - f a + -J- V^î + 4 /O <l'«' 


/ 


y (.,.2 _p hy— 2 hx (a +-)/«" - 44 / 7 ) 


, .V* -\- ax-\- h -yi/ R , , 

-loo- - ' -foloü- 

-[- nx h — V ' .r- 


'r-' -|- ax — /> -|- y /i^ 

a,,‘ — h — y r' 


Si par exemple <7 = 0, /) = !, on aura cette inté<>;ralo: 


r .r^-f-l+y(.r--‘+l)=*- 4 ,r 1 + ffo- -f 1 )=* _ 4 ., •_ 

j y(,r4_|_ 1)2_4,,, " ,,,,2_j_l_y(,,,,2_(_ l)2_4,,,, 1 ,r^— 1 — V(,r-'-f-lj:i_4.r 

Soit en quatrième lien .sq constant. Cela donne. .sq = c.sq, c,’e.st-à-diiï! 




y 

i "«“C 

h 

■ 

' 4/7=* ( 4/7 ^ 


(X 


h = 


4 ch 


4 ah 


, +d'-- 


Ou en tire, en comparant les coefüciens et cliininant ensuite, 


. / , [e -f : 


e / ex 




4 A * U)A- 


7 
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n tU 
yii 


(e -|- 4oi)' = — e (« -|— 4ai), 

e^-j^(]abe=Sb^ — Sa^b% 


e = — Sab +Y SP + PP = — b{S «±ya'-* -F 877) . 
Eu vertu de cette exprcHsion la fornuxle (43) cloiiue, 


/ 


((.)./' [fa — Sl>)iLv IV- ^ (uv V Ziî 

a.p + ùy--~h(jki+yc^^ + a^cy~i> — VÉ 

tv- -|- ((P — /> -\~ y 11 11 -,,, *''" 4:^'^ ^ ^^"^0 ”i~ 

,r-» + rM> — h - 


, 1 tV- -p ((.f (f -i~ Y J-t. , . p- ({.c -p ;p«. 

+ '«s -;, , ,;:-7 :y-„ :;,;+„ 7 + 7 , 




Si l’ou fait par exemple r/. r=(), A = p ou obtiendra 


V .r-i -f ■•);=* + X + ] 


}. lov 


~\- l + V -\- -\- i 


+ -i loff 'V'' ^ -F loi? + '"7t^7+ ^ . 

,,r-i — — y _|_ ,,rJ _|_ ,,r _|_ I “ — y,,:4_j_ .D-i _y .(. _|_ .1. 

Ou peut coutiuuer de. cette, luiiuière. et tnuiver iiu plus grand nombre 
d’intégrale.s. Ainsi par exemple l’intégrale 


A 


yp+^%~‘y+(yô-ir. 

peut s’exprii>ier par de.s logarithmes. 


Nous avons ici' clierclié les intégrales de la forme fyii peuvent 

s’exprimer par une fonction logaritlimique de la forme log On 

P — qV R 

pourrait remlre le problème encore plus général, et clierclier en général tou- 
tes les intégrales de la foi-me ci-dessus qui pourraient s’exprimer d’une ma- 
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\llt 


(ïtc. 


nière quelconque par des logaritliiues; mais ou ne trouverait pas d’intégra 
nouvelles. On a en efiet ce tliéorèine remarquable: 


„Lorsqu’une intégrale de la forme J ixb-sont c 

„fonctiüns entières de æ, est exprimable par des logarithmes, on pt 
„touiours rexprinier de la manière suivante; 



P “b ÿVl*- 
p — qVÈ 


„où J. est constant, et p et (j des fonctions entièi-es de ;f..“ ' 
Je démontrerai ce théorème dans une autre occasion. 



XII. 


MEMOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE D’UNE CLASSE TRÈS- 
ÉTENDUE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Prrsoiité à rAeadcTiiic des sciences a Paris le îiO Octobre 182G. Mémoires présentés par divers savants 

t. VU, Paris 184 1. 

Le.s fonctions transcencUintes considérées jnsf^n’à présent par les géomè- 
tres sont en très-petit nombre. Prcs(pie toute la théorie des fonctions trans- 
cendantes se réduit à celle des fonctions log-arithmiqnes, exponentielles et 
circulaires, fonctions qui, dans le fond, ne forment (ju’une senle es2)ècc.. Ce 
n’est que dans les dei’uiers tem2)s (^u’on a aussi commencé à considérer quel- 
ques autres fonctions. Parmi celles-ci, les transcendantes elliptiques, dont 
IM. Legendre a develoqipé tant de propriétés remarquables et élégantes, tien- 
nent le jn'emier rang. Jj’auteur .a considéré, dans le mémoire qu’il a l’honneur 
de 2)résentor à l’Académie, une classe très-étendue de fonctions, savoir: toutes 
celles dont les dérivées peuvent être exj)rimécs au moyen d’écpiations algé- 
briques, dont tous les coefficients sont des fonctions rationnelles d’une même 
vai’iable, et il a trouvé <^‘es fonctions des 2)ro2)riétés analogues à celles 

des fonctions logai'ithmiques et elliptiques. 

Une fonction dont la dérivée est rationnelle, a, comme, on le sait, la 
pro2)i'iété (:[u’on peut exprhner la sojume d’un nombre quelcoîtque fie sem- 
blables fonctions 2)ar une fonction algébrique et logaiitlnnif^ue, quelles que 
soient d’ailleurs les variables de ces fonctions. De même une. fonction ellip- 
tique quelconque, c’est-à-dire une fonction dont la dérivée ne contient d’autres 
irrationn alités qu’un radical du second degré, sous lequel la variable ne passe 
pas le quatrième degi’é, aura encore la propriété qu’on peut exprimer une 

19 
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somme quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique et 
logaritbmique, pourvu qu’on étabbsse entre les vaidables de ces fonctions 
une certaine relation algébrique. Cette analogie entre les propriétés de ces 
fonctions a conduit l’auteur à cbercher s’il ne serait pas possible de trouver 
des propriétés analogues de fonctions plus générales, et il est parvenu au 
théorème suivant: 

„Si l’on a plusieurs fonctions dont les dérivées peuvent être racines 
„d’une même équation algébrique^ dont tous les coefficients sont des fonctions 
, Rationnelles d’une même variable, on peut toujours exprimer la somme d’un 
„nombre quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique et 
^^logarithmique^ poui-vu qu’on établisse entre les variables des fonctions en 
„question un certain nombre de relations algébriques }'■ 

Le nombre de ces relations ne dépend nullement du nombre des fonc- 
tions, mais seulement de la nature des fonctions particulières qu’on considère. 
Ainsi, par exemple, pour une fonction elliptique ce nombre est 1; pour une 
fonction dont la dérivée ne contient d’autres irrationnalités qu’un i-adical du 
second degré, sous lequel la variable ne passe pas le cinquième ou sixième 
degré, le nombre des relations nécessaires est 2, et ainsi de suite. 

Le même théorème subsiste encore lorsqu’on suppose les fonctions mul- 
tipliées par des nombres rationnels quelconques positifs ou négatifs. 

On en déduit encore le théorème suivant: 

„Ou peut toujours exprimer la somme d’un nombre donné de fonctions, 
„qui sont multipliées chacune par un nombre rationnel, et dont les variables 
„sont arbitraires, par une somme semblable en nombre déterminé de fonctions, 
„dont les vaidables sont des fonctions algébriques des variables des fonctions 
„données.“ 

A la fin du mémoire on donne l’application de la théoide à une classe 
particulière de fonctions, savoir, à celles qui sont expi'imées comme intégra- 
les de formules différentielles, qui ne contiennent d’autres irrationnalités qu’un 
radical quelconque. 


1 . 

Soit 

( 1 ) = 

une équation algébrique quelconque, dont tous les coefficients sont des fonc- 
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tions rationnelles et entièi'es d’une même quantité variable x. Cette équa- 
tion, supposée irréductible, donne pour la fonction y un nombre n de for- 
mes différentes; nous les désignerons par y\ y" . . . ?/<’'->, en conservant la 
lettre y pour indiquer l’une quelconque d’entre elles. 

Soit de même 

(2) 6y = g, -|- g, y g,jf ^ 

une fonction rationnelle entière de y et x, en sorte que les coefficients g^, 
Qn ÿa • • • 7 soient des fonctions entières de x. Un certain nombre des 

coefficients des diverses puissances de æ dans ces fonctions seront supposés 
indéterminés; nous les désignerons par a, a/, a", etc. 

Cela posé, si l’on met dans la fonction Oy, au lieu de _?/, successive- 
ment y'^ y" . . . y'-“\ et si l’on désigne par r le produit de toutes les fonc- 
tions ainsi formées, c’est-à-dire si l’on fait 

(3) r — 6y'.ey" By^‘^\ 

la quantité v sera, comme on sait par la tliéorie des équations algébriques, 
une fonction rationnelle et entière de x et des (juantités cq a", etc: 

Supposons que l’on ait 

(4) r = JT’oR'. . Fx, 

F^/x et Fx étant deux fonctions entières de x, dont la première, est 

indépendante des quantités r/,, a', a", etc.; et soit 

(5) Fx = 0. 

Cette éfjuation, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quan- 
tités a, a\ a'\ etc., donnei’a x en fonction de ces quantités, et on aura, 
pour cette fonction, autant de formes que l’équation Fx=0 a de racines. 
Désignons ces racines par ... et par æ, l’une quelconque d’entre 

elles. 

L’équation Fx = 0, que nous venons de former, entraîne nécessairement 
la suivante r = 0, et celle-ci en amène une autre de la forme 

(6) ey=0. 

En mettant dans cette dernière, au, lieu de œ, successivement 

19 * 
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et désignant les valeurs correspondantes de y par y^, on aura 

les y éc[uations suivantes; 

(T') dy, = 0 ey,, = 0. 


2 . 


Cela posé, je dis que si l’on désigne par f{x, y) une fonction quelcon- 
cpie rationnelle de x et y , et si 1 on fait 

(^8) dv=f{xif yi)dXi-[- • • • • -l-,/(-*^vo 

la différentielle dv sera une fonction raiionnelle des (piautités a, a ^ a , etc. 

En effet, en combinant les équations dy = 0 et xy—^i peut 

tirer la valeur de y^ exprimée en fonction rationnelle de x et des cpiantités 
ft, etc.; en désignant cette fonction par p, on aura donc 

(9) • y = ç et f{x,y)=j\x, i>). 

Mais en différentiant l’équation Fx = i)j on aura 

F'x.dx-]-âFx = (), 


en désignant 


, pour abréger, par F'x la derivee de .(■ pai lappoit il x seul, 
et par dEæ la différentielle de la même fonction par ra])i)ort iiux (piautités 
etc. De là on tire 


a, (■( 1 a 


( 10 ) 


dx : 


ÔFx _ 
■/Cr ’ 


et par conséquent 

( 11 ) = = . 

où il est clair que cp^x est une fonction rationnelle de x, a, a', a/\ etc. 
Au moyen de cette expression de la difféi'entielle ,/(r‘, y)dx^ bi valeur de 
dv deviendra 

(Zî) = -l- (/)2*2 ~1~ • • • • 


Or,, le second membre de cette équation est une fonction rationnelle (les 
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quantités a, a', a" . . . aq, , et en outre symétrique par rapport à 

a?!, x.^ . . . donc dv peut s’exprimer par une fonction rationnelle de a, 
a’, a'' .. . et des coefficients de l’équation Fx = C)\ mais ces coefficients 
sont eux-mêmes des fonctions raitonnelles de n., a’, etc.; donc dv le sera de 
même, comme on vient de le dire. 

Si maintenant dv est une fonction différentielle rationnelle des quan- 
tités a, a' a" .. . son intégrale ou- la quantité v sera une fonction algébri- 
que et logarithmique de a, a\ a" .... Ij’équation (8) donnera donc, en in- 
tégrant entre certaines limites des cpiantités n, a', a" . . . 

(12) J /(;.>■, , y,)dx^ -I-//'(-'é , îh)d-r.., -[-... -\- , ]/,,)dx^, = 

OU bien, en faisant 

( 13 ) ff(:x , , y,)dx^=zii',x, ; ff{:x.,, y^dx^ = f^x^ . . . ff{x^, y„)dx^, = ifj,,x^,, 

( 1 4) V’i - h Vh H- -1- • • • -1- f/q, x^, =z V . 

Voilà la propriété générale des fonctions (/'pr, , ij’xx.,^ etc., <|ue nous 
avons énoncée au commencement de c-e mémoire. 


8 . 

IjCs formes des fonctions ipxXi^ etc., dépendent, en vertu des 

équations (Id), de celles des fonctions ?/,, ;/a . . . y^^. Ces dernières ne peu- 
vent être choisies arbitrairement parmi celles qui satisfont à l’équation xy—^'x 
elles doivent en outre satisfaire aux équations (7); mais comme on a plu- 
sieurs variables indépendantes, c/., a\ a," ... il est clair (pi’on peut établir 
entre les formes des fonctions , //„ . . . jy^, , un nombre de relations égal à 
celui de ces variables. On peut donc choisir arbitrairement les formes d’un 
certain nombre de fonctions //, , ?/a . . . ?/^, ; mais alors celles des autres fonc- 
tions dépendront, en vertu des équations (7), de celles-ci et de la grandeur 
des qTiantités a, o/, .... 11 se j)ent donc que la qxiantité constante d’inté- 
gration contenue dans la fonction v change de valeur poin- des valeurs 
différentes des quantités «, a" . . .; mais par la nature de cette qiiantité, 
elle doit rester la même poTir des valeurs de a, o/, a" . . . contenues entre 
certaines limites. 

Les fonctions jr, , sont déterminées par l’équation Fx~0-^ 
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cette équation dépend de la forme de la fonction 6y^ mais comme on peut 
varier celle-ci d’une infinité de manières, il s’ensuit que l’équation (14) est 
susceptible d’une infinité de fonnes différentes pour la même espèce de fonc- 
tions. Les fonctions a;, , j ont encore cela de très-remarquable que 

les mêmes valeurs répondent à une infinité de fonctions différentes. En effet 
la forme de la fonction f[x, y), de laquelle ces quantités sont entièrement 
indépendantes, est assujettie à la seule condition d’être une fonction ration- 
irelle de x et y. 


4. 

Nous avons montré dans ce qui précède comment on peut toujours for- 
mer la différentielle rationnelle dv, mais comme la méthode indiquée ser-a 
en général très-longue, et pour des fonctions irn peu composées, presque im- 
praticable, je vais en donner une autre, par laquelle on obtiendra immédia- 
tement l’expression de la fonction v dans tous les cas possibles. 

On a par l’équation (3) 

r = 6y’.6i/ . . . 6y<”\ 

donc, en différentiant par rapport aux quantités a, a\ o/\ etc., on ob- 
tiendra 

or, on a 8y=z0, donc le second membre de l’équation précédente se ré- 
duira à ---(fOy, et l’on aura par conséquent 

Maintenant on a 

r = F^x.Fxj 

oh i'b® est indépendante de a, a\ a" \ etc.; donc, en différentiant, on oli- 
tiendra 


(Jr = Fç,x.âFx 
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et, par conséquent, en substituant et divisant par Ff,x^ on trouvera 


Par là, la valeur de 


âFx = 


r . ô % 
Fo.v . 6y 


dx= — 


ÔF^ 

F'w 


deviendra 


dx = 


et en nmltipliant / (•■'b V) 


Fox.F’x ’ 


% 


/(I, y) dx=- y) F 

En remarquant luaititeuaut que s’évanouit, car autrement ou au- 

rait y^'‘^z=y^ il est clair que l’exprcsskm do f{.c^y)dx peut s’écrire comme 
il suit; 


/(æ, y) dx : 




^n" 




Pour abréger, nous désignerotis dans la suite par ^F^y toute fonction de 
la forme 


IV + i\’j" + V ^ |-r.y«; 

et par là la valeur précédente de f{x^ y)dx deviendra 

( 15 ) fipi y) iy^^y- 

üela posé, soit %'y la dérivée de %y prise par rapport à y seul, le pro- 
duit f{^Ty)x'y fonction rationnelle de x et y. Ou peut donc 

faire 

f(p,y) X'y=yf’ 

où P et Pi sont deux foliotions entières de x et y. Mais si l’on désigne 
par T le produit Py' .Py" . . . Py^''^ 


ou aura 
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1 p„ 2’ 

— -rji — ^ 




Py 


or 


Fy 


peut toujours s’exprimer par une fouctiou entière de x et et T 


par une fouctiou entière de æ, doue ou aura 

Piy _ T, 

P^-T’ 

où îj est nue fouctiou entière de -x et y ; mais toute -foiuitiou entière de 
æ et y peut se mettre sous la forme 

( 16 ) fo -|- • • • -|- — y^(yi;, y), 

où fo, ij . . . 4-1 J sont des fonctions entières de x seul. Ou peut donc 
supposer 

v) x'y = ’ 

/jjX étant une fonction entière de x' sans y. 

De là on tire 


( 17 ) 


/(^? y) 


. ftx ■ x'y 


En substituant maintenant cette valeur de / y) dans rexpressiou do 
f{x^ y)dx trouvée j)lus haut, il viendra 


( 18 ) 


Afc.f) 

M‘ ■ 7. y 


1 






x'y <■>!/ 


(fOy. 


Dans le second membre de cette équation la cpiantité J\ (./•, y) 
une fonction entière par rapport à x et y- on peut donc supposer 


(>y 


est 


où est une fonction entière de x et y, dans larpieUe les puissances 

de y ne montent qu’au (w — 2)' degré; Rx étant une fonction entière de 
X sans y. On aura donc 
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ür, ou a 

y.'ï ={!!' —y'") ■ ■ ■ 

zY = i.y" -r)(y" -D ■ ■ ■ {y’-y‘-’), etc.; 

donc, d’après des formules connues, 


Par conséquent 




xy ^y ■' 


La fonction :E peut donc s’exprimer par une fonction entière 

de X seul sans y. Les quantités a, a,\ a" etc. d’ailleurs y entrent ration- 
nellement^ 

Par là l’équation (18) donnera 

^ ’ j-xiv-t'y p>x . Li\x . b'‘ X 

En mettant dans cette équation au lieu de x succe.ssivcment aq, 
on obtiendra équations qui, ajoutées ensemble, donneront la suivante: 


(21) dv ■ 




I yiya , y a;»-<a i _ _ _ i y fi)dXf^ _ 


I tx, _ lixy, 


. îy tyX U . ao 


Si donc on désigne par une somme do la forme 

-^ 1*1 H~ dd'i X.^ -\- Fyx^ , 

l’expression de dv pourra s’écrii-e comme il suit: 


J-^x . ~Ff^x . F' X 


delà posé, soient 


F,x = {x — — . . . {x — [ 3 „Y^, 
f^x {x — /îi)”*' {x — /3^y‘-- ... (.a? — /5„)“«al, 

Ex = {x — ftxY'Xx — /îg)*" . . . {x — ^YY<zRyx^ 


20 
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ftxi fti • • • ftui étant des quantités indépendantes de a, a', a" etc.; 

q-a . . . . . .Ic^^ h.^, etc., étant des nombres entiers, zéro y com- 

pris; et iîiCC étant une fonction entière de x. 

En substituant ces valeurs de F^x, /gcc. Ex dans l’expression de dv, 
elle deviendra 

J 


OU bien en faisant, pour abréger. 


( 24 ) 

( 25 ) 

( 26 ) 


7 A ^'2 ~i~ ^2 ^2 ^2 7 * ■ * ^^'ci H 

A{x — [3,y^{x—[^,y'^ . . . (x—[3y^a=e,x: 


dv=: — JE 


Rix 

6ix . F' æ 


Maintenant on peut toujours supposer 


Rix 

Bix 


=:Ii^X -|- 


R'jX 

êlX 


5 


où E^iX et E^z sont deux fonctions entières de x, le degré de la dernière 
étant plus petit que celui de la fonction ^iX; en substituant, il viendra 
donc 


( 27 ) 


dv 


e: 


R2 ^ X 

F' X ^ B^x. F' X 


La fonction 



peut se trouver de la manière suivante. 


Puisque Xq, x.^ • . . x^ sont les racines de Téquation Fx = Ç)^ on aura, 
en désignant par a une quantité indéterminée quelconque, 

_ji_ 1 _ I ^ 1 ^ ^ 1 y 1 _ 

Fa a — Fx^ ' a — x^ F'x^ ‘ 1 ^ F'x^ ’ 


c’est-à-dire 

( 28 ) = 

^ JO a a — X JO X 

d’où l’on tire, en développant — - suivant les puissances descendantes de a, 
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1 

Ta 


« F'. T. 


-i.JS'— — I- • • 

F'x ^ 


1 -y, ■'«” 


a™+i ii"',* 


1 

d’oii il suit que ^ Tr: est éo-al au coefficient de 


F'x 


m + 1 


dans le développe- 
ment de la fonction ^^ 5 ou, ce qui revient au même, à celui de dans 
le développement de y-- En désignant donc par JJF^x le coefficient de 

dans le développement d’une fonction quelconque Epr, suivant les puis- 
sances descendantes de x, on aura 


/v»m n.'i 

^ tV = n - 

F'x Fx 


y, m 


De là il suit que 


Fix 
F'x ' 


JJ Fx 

' ' Fx ’ 


en désig'ïiaut qiar F^x une fonction ipielconque entière de x. On aura donc, 
en mettant 14 æ. 


( 29 ) 

mais ayant 

ou aura aussi 


^ F'x ~ ^ Jfx ’ 


RiX li^x J R^x 

HiX , Fx èiX . ' Fx ^ 


IT 


R,x 

Oi X . Fx 


R^x 


R.X 


77^ % // ; . 

OiX.I^x * 


Or J le degré de li^x étant moindre que celui de il est clair qu’on 

aura 


T-J-F ^=0 

dl X . b X ’ 


donc 


^ R^jX jy Rl^ 

^ ^F'x “ J[aiT¥x ' 


20^ 
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Le second terme du second membre de l’équation (27), savoir la qu 


tité JE- — W-) se trouve comme il suit; 

OiX . Jti X 


Soit 




5 + 






/5x)>' 




— — -p r~r — — 1 — etc. . 

I (,i; — I ’ 


OU bien, pour abréger. 


I Al 


dix 


A, 




. . . J éA ( , 


on aura 


A = -F. 






A,: 


cP'-^'P 




. • • A„=p, 


où. 


P- 


(x — fiyBiX 


ttiX 


pour æ = /? ; c’est-à-dire 


_T(v + l)Rif} 

P — ' 


en désignant par la y' dérivée de la fonction Ope par rapport à 

et par jr(v-|-l) le produit 1. 2. 3 ... (k — 1).?/. 

En substituant ces valeurs des quantités Ai ^ A^ ... A,,, il viendra 


B, 


i 4-(v- 1) - 


(iiX 


|+(r-l)(.-2)p-^^+etc.( '■ 


Maintenant on a, en désignant ^ par q, 

æ P 


dq 


1 


1 1 1 d^'~~^q 

(x — /i)^ d^ ’’ \x — py^ ~~ 2 dp - ’ (x — Tv dp^—'^ ’ 




donc Texpression de peut s’écrire comme il suit: 
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^ Vv 


cly~-^p y — 1 cP'~^p dq 


35 -, .-T q -h - 


1 rf/9 >-2 dii 


(v — 1) (»' — 2) (Pq 


1 . 2 d[i d(j 


' 7 I 

W'-» (//9^ 1 


rZ q 


Or la quantité entre les accolades est égale à ■ ’ donc 


(9i.r Tv 


iVoii Ton tirera, on substituant les valeurs de et et reiuar([uant que 
7^(,.+ l) = WV, 


d’'-\ ) iZs/9 (_ 




'1? J7 

En substituant cette expression au lieu de ' ' dans la fonction JS" -- - - ,,7 - , 

^ Oi.r di.v. b a: 


il viendra 


^ lt,a-. 1 d'-i ^ (. 

fhx . F'x F’x ^ I i ’ 


ou bien 


Ihx 

f),x . F'x 




dtF'-^ \ {x—p)F'x 


Or, connue nous avons \ni plus liant (28), 


{x-ti)F'x 


6ia- . ]F.v 


^ cZ/9 "-Ï I . Fli j ’ 


niais l’équation 


» ™ I 

fli.r 


donne, si l’on multiplie les deux membres par {x — fty , et qu’on fasse en- 
suite æ = /?. 
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donc, en substituant, 


~~ ’ 


(32) 


^ R,x _ j iïi/î ( 

“ ( 9 iÆ . O.oyi . F/i ( 


Ayant ainsi trouvé les valeurs de ^ et ^ , 

■' R X Oi X . R X 

donnera, pour la différentielle dv^ l’expression suivante, 


l’éqiiation (27) 


( 88 ) 

OU bien 
(34) 


dv — — TI 


Rix 


dv= — n 


diX . Fx 

RxX 


■S' -y 


iîi/3 






ji: J ( 


V 


d^- 


dx’'~'‘- \ tiFhv . Fx ^ 


Maintenant on a (19) 
et (23) 


6ix.Fx ' 

(X — ftx, /?2 ■ . fta) 


4- <My = F,x .Fx.z iiFÉ 4?-*' 
% y % ■ % y % 


RxX = Bx.{x — /3x)~’‘' {x — . . . (æ — /9„)“'’« ; 

donc en faisant, pour abréger, 

(35) F,x . {x — (ix)-'"' (x — /? 2 )~*-^ . . . (æ — /9„)-''“ 


= (a: — /?i)''‘'~^‘' (x — /?3)'“-“*- . . . (x — = FÿX : 

y) ^^y 

%'y (fy 


R,x = Kx.Fx.2Î^àlÎ!l^ 


et en substituant cette valeur de RxX dans l’expression précédente de J?;, 
on obtiendra 


(36) 




]J-— 2 -•- 

Oxx %'y 6 y 


-\-:E'y 


dF-^ 

dæ 


F'F' ^ Mfa É. i . 

dx^F)x %'y ey I 


Sous cette forme la valeur de dv est immédiatement intégrable, car 
A)», 6xX^ /i(x, y) et x'y sont toutes indépendantes des quantités o, n\ a" . . . , 
auxquelles la différentiation se i-apporte. On aura donc, en intégrant, pour 
V l’expression suivante; 
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(37) v=C^ log XV % %i 


^1*^* y/l/ O 1 clæ'‘ 

A • • ■ /i); 

ou bien eu faisant, pour abréger, 

y) 

(38) 

/y. i . { i,\ 

log ey = (p,x, 


^ /i ( ■<.•, .y) 


S- log% = f/3æ, 


rtiM.'i; x'y 

et remarquant que d’après (23), (24), (25) et (35), 

(39) v = G — ri (px 4- 5 


Z*/ 


( 


voilà l’expression de la fonction v dans tous les cas possibles. Elle con- 
tient, comme ou le voit, en général, des fonctions logaritlnniques; mais dans 
des cas particuliers elle, peut aussi devenir seulement algébrique et même 
constante. 

En substituant c.ette valeur au lieu de v dans la formule (14), il vi- 
endra 


(40) 


-j- • • • -f ip^x^ z=C— Hcpx -\- 


'lll'l}. 

dm 


ou bien pour abréger; 

(«) = « - "</>» + 


lorsqu’on fait 

(42) H” ■ ■ ' ~1~ -S"" = 


5. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la fonction r aurait pour 
facteur la fonction 

F,X=:{x — {X — . . . {x — ft.Y^. 

Sinon tous les exposants //.j, /i.^ . . . sont égaux à zéro, il en résultera 
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nécessairement certaines relations entre les coefficients des fonctions cj^ 

. . . , relations qui peuvent toujours s’exprimer par des équations linéai- 

res entre ces coéfficients; car si r = 0 pour x = il faut aussi qu’on ait 
une équation de la forme 6}j — 0 pour la même valeur de ;r; mais cette 
équation est linéaire. En généi'al donc la fonction r n’aura pas de facteur 
comme c’est-à-dire indépendant des quantités a, a’, a" .... Ce cas 

mérite d’être remarqué: 

Ayant (19) 

ïy f^y ’ 


on aura en général, si Ff,x = 1, \ — Zc,, Zcg = . . . — Zq, = ü (on peut faire 
la même supposition dans tous les cas); on aura donc en vertu de (35) 
et (25) 

If^x 1 , B^x = FçjX ./‘i'X znzf^^X , 

la valeur (38) de cp^x deviendra donc (en remarquant que ig — 

etc., et désignant v par m) 


(piX=i 


/iO*d y) 

x'y 


logBy, 


et par conséquent la formule (41) (en désignant par B la valeur de y pour 
x = l3) 


(43) V f — 

^ ^ J ftx.x'y 


O— log B y 




) I _ d»‘-l / 1 


fV”¥~ x'J^ 


Pour le cas jiarticulier où f^x = {x — /?)”', on aura 
donc en substituant 


logZZizj. 

./;""V^=rl.2 ... 7 «, 


Iog% 


0«— 
1 


ï . 2 . . . ’(w— 1) d(i "‘-1 


X'B 


BB\- 


(44) 

Si wi=l, il vient 

(«) log + ^ YY 1»B 

et si 'ni = 0 , 
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(46) 



f\(:e, y )dw 

x'ÿ 


G— log. 0y_ 

%y ^ 


Dans la formule (43), le second iiiembre est en général une fonction 
des quantités «, a', a", etc. Si on le suppose égal à mre constante, il en 
résultera doue eu général certaines relations entre ces quantités; mais il y 
a aussi certains cas pour lesquels le secoird membre se réduit à une con- 
stante, quelles que soient d’ailleurs les valeurs des quantités a, a' a", etc. 
Cberclions ces cas; 

D’abord il est évident que. la fonction doit être constante, car dans 
le cas contraire le second membre coirtieudrait nécessairement les quantités 
a, a', «"..., vu les valeurs ai-bitraires de ces quantités. 

En faisant donc f^x=l^ il viendra 




%'y 


dx=C- 


^nlA^ log 


Or, eu observant que ces quantités 
est clair que la fonction 
descendantes de x, aura la forme suivante; 


G,, g/, g/', . . . sont toutes arbitraires, il 


]üg Qij^ développée suivant les puissances 


E log -f H h 4- --4 




A 




E étant une fonction de x indépendante de n, a', a", etc., po un nombre 
entier, et J.,, . . . fonctions de a, a', a", etc.; 

donc pour que la fonction dont il s’agit soit constante, il faut que //.(, soit 
moindre que — 1 ; et par conséqiient la plus grande valeur de ce nombre 
est — 2. 

(Jela posé, en désignant par le symbole hE le plus haut exposant de 
X dans le développement d’une fonction qiielconque E de cette quantité, 
suivant les puissaTices descendantes, il est (dair que sei-a égal ait nombre 
entier le plus grand contenu dans les nombres; , 


ji - y') , 7^ .y") , 
xV' ’ %'y" 


x'y^ ’ 


il faut donc que tous ces nombres soient inférieurs à l’imité prise négative- 
ment. 

Tl 

Or, si -y, - est une fonction de ce, on aura, comme il est aisé de le 

hi 

voir, 


21 
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ül 

par conséquent 
(47) 

... 7i/i(æ, < Jix'y^’'^ — 1- 


De ces inégalités on déduira facilement dans cliaque cas particulier la 
forme la plus générale de la fonction y). 

Comme ou a 

xy = {v'-f)(y'-y"') 

xY =(f -y'){y" -y"’) ■ ■ ■ eto-, 

il s’ensuit que 

''li'y' ='^^y' -y"')-\ VKy'-</'’) 

' > lxY = Ky“-y') + ^y'-y"')^ - y-’), 

Supposons, ce qui est pennis, que l’on ait 
(49) Jiy’^hf, hf^hy'", ^ S 


de sorte que les quantités liy\ Tiy"-, ^y'” i • • ■ suivent l’ordre de leurs gran- 
deurs en commençant par la plus grande. Alors on aura, en général, ex- 
cepté quelques cas particuliers que je me dispense de considérer: 

I iy/~,/)=h,/, h(, /-,/")=}„/, 1, = hy 

■ ■ ■ Hy' — y"“)=f‘y', 

h(,f~y') = hy\ h(y- -,/") = !„/, h(,f -y"") = hy" 

■ ■ ■ Hy" — y''’)—^’ , 

Hy'"~y')=V, l(y"-y’) = h,f, h{y"'-y"") = hy'" 
etc., etc. 


(50) 


Si ces équations ont lieu, ou se convaincra sans peine, en supposant 

(51) f^{x,y) = U-\-tyy-^ty-^ 

que les inégalités (47) entraînent nécessairement les suivantes: 

(52) }i{t^yj'^)<^lx'y' li{t^y''^)<^hx'y" — 1^ 

m étant l’im quelconque des nombres 0, 1, 2, . . . n — 1. 
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D’oti l’on tire, en remarquant que 
les inégalités 

— mhif — 1, ht,„<:,hxY — riihy" — 1 , 

. . . — mhy^"^ — 1. 

Or, au moyen des équations (48) et (50), on aura 

^^X'y' — mhj' — 1 = (« — m — l)hy' — 1, 

^^X'y" — — 1 = (m — VI — 2) hy" -j- liy' — ] , 

^^X'y'" — vihy'" —l = {n~vi — Vjh.y'"-\-hy'-\-Y’ — '^i 

etc., 

j,x'y(—-'-^) — — 1 = h,y' ly" [- _ 1 ^ 

_ 1 -u_ 

h.X']Y~"''^'^^ — onhy^'‘~"''^^^ — 1 — — 7.yy(«-”‘+u _|_ yy' _j_ yy" _| 1_ yy(n->«) ^ 

etc., 

hx'y^^^ — — \= — TO/iyy'’’*^ -|- 7/,?/' -[_/i y ''-[_... _j_7iyyf'‘-y — 1, 

Eu remarquant donc que les ([uantités hy\ hy% . . . suivent l’ordre de 
leurs grandeurs, il est clair que le plus petit des nombres 

^>‘X'y' — w-7iy' — 1 , hx'y" — m.hy" — 1 , etc., lix''iY — m.hY ~ 1 
est égal à 

T>y' -h W H- Y"' H VMi — 1 • 

Donc la plus grande valeur de ht,,, est égale au nombre entier immé- 
diatement inférieur î\ cette quantité, et on aura 


(53) 


7if,„ — 7q?/' -j-7iy" -|- • • • -[-7qy — 2 , 


où est le nombre positif moindre que l’unité qui rend possible cette 

équation. 

üela posé, soit lu/ =: y ? m’ et étant deux nombres entiers et la 
fraction -, réduite à sa plus simple expression, alors il faudra que l’on ait 


7^// ' = hy" — hy ' 


■ ^^y 


(m) , 


m 

J' 


21 * 
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Car si une équation de la forme XV — ^ >‘’^:i'tisfaite par une fonction 
de la forme 

m' 

y = Ax^' -|- etc., 


cette même équation est aussi satisfaite par les valeurs de y qu’on ob- 

J. 

tiendra en mettant au lieu de ce"’, 

1, « 1 , « 2 , . . . a^,_i étant les racines de l’équation a / — 1 = 0. 

Parmi les quantités hy\ Tiy% . . . il y en a donc /d qui sont 

égales entre elles. De même le nombre total des exposants qui sont égaux 
à une fraetion réduite doit être un multiple du dénominateur. 

On peut donc supposer 


( 54 ) 


ou 


( 55 ) 


hy' = hy" = 

etc., 


: : 
: hxf-^ : 


m" 


M 




hy 


00 . 


ttW ’ 


Je' = n'y'-, 7r" = <n/ + k'" ^u',h' ~\- n" y" etc. 

n = + n'\u" + 71, "y" -| 1-7X. (y W ; 


les fractions “or> ••• réduites i\ bnir plus simule, (‘..xijrcssion , 

f.L fl * 117 

et n'\ n''\ . . . sont des nondircs entiers. 

Supposons maintenant dans rexpres.sion de /D,„, (pie -mr.-xi 1, 

étant un nombre moindre cpie — h^'’\ e,’est-à-diri‘. moindre cpie 

P viendra alors 



MÉMOIRE SUR UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE etc. 


16 


ht 




~l~ ^^y" “h • 




■ ■ \-hy^'^^ 


■— |— 6tC. 





1 7 

• H-%' 

+ Ay -j- - 1 - . . 

1 7 (h - 

• -f ^7/ 

+ - 2; 




or, les éqnatioTLs (54) et (55) donnent 

■ ■ ■ -y-hy'-’'^ = k' ----- ~n'm\ 

f.1 

hy(>‘-+^) ^ lyCn ^ :»Ç ^ 


etc., 




rjfi(ni-l) 


donc, en sulistitnant 
(56) ht /„) : 


M 


+ i) 


nW -]- n/'m" -|- vf'W" -[ [- 

I O I „ 


Quant à la valeur de il e«t clair qu’en faisant 

cette quantité sera le plus petit nombre entier positif, qui rend 

nombre ft divisible par on aura donc 

' n' m' ~y- n'' m" nf " ’in,' " ■ ■ ■ — |— 7 ?/''^)?/“'^ 


(57) ht 


I + 


t‘ 


(« + 0 


En faisant dans cette équation a = 0, il viendra 

donc «i ^ ^ 2 , est négatif, et par eonsémicnt il faut fair 

= car, pour toute fonction entière f, ht est nécessairement 


zéro y compris. Or, en faisant ft—Q^ on a toujours 2; don 

H 
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est toujours égal à zéro, c’est-à-dire que la fonction («, ?/) doit être 
de la forme 

(58) /i(æ, — 

où /?', étant plus grand que zéro, est déterminé par l’équation 

+ -d’/S' c) 

d’où il suit que /?' est égal au plus grand nombre entier contenu dans la 
fraction -j- 1 . 

Une fonction telle que /i(a?, y) existe donc toujours à moins que /?' 
ne surpasse n — 1. Pour que cela puisse avoir lieu, il faut que 

---T - 1 - 1 = « - 1 - « , 

•m ' ' 

où f est une quantité positive, zéro y compris ; de là il suit 


Or, la plus grande valeur de est w, donc cette équation donne 

m' 1 m' 1 

/.i' n — 1 jw' 

Or, je dis que dans ces deux cas l’intégrale y) dx peut s’exprimer 

au moyen de fonctions algébriques et logai’itbmiques. En cifet, pour que 

—^5 qui est le plus grand des exposants Z?//'', ... ait une des 

deux valeurs ~ » ü <l'ie l’équation = <T>^i donne la fonc- 

tion ?y, ne contienne la variable x que sons une forme linéaire. On aura 
donc 

Xy = P-\-xQ, 

où P at Q sont des fonctions entières de y; de là il suit 

F PdQ—QdF 


f(x,y)dx=f\^—^,y 


F \ FdQ—QdP 


-Rdy^ 
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où il e,ït clair que B est une fonction rationnelle de ?/; par conséquent 
l’intégrale fBdy^ et par suite J‘f(x,y)dxj peut être.drexprimée au moyen 
de fonctions logarithmiques et alg'ébriques. 

Excepté ce cas donc, la fonction /[{x, y) existe toujours; en la substi- 
tuant dans l’équation (46), elle deviendra 


(69) 




(^0 -|- tj y -(- 


-4- dm 

%'y 


= c. 


Un cas particulier de cette équation est le suivant; 


(60) 


-, r ** //”“ (Zæ 

J %'y 


G. 


OÙ h et 'iii sont deux iiouibres entiers et positifs, tels que 


(61) 


m n — - / — 1 ; 

^ Vi ^ 

fc< _ 1 _1 _ nW -j- n''m" -j j- -f ; 

m = n — /(■/''> — /5 -- 1 ; ft < ; 


et il est clair que cette formule peut remplacer la formule (59) dans toute 
sa généralité. 

Puisque le degré de la fonction entière t,„ est égal à hf„^^ cette même 
fonction contiendra un nombre do constantes arbitraires égal à La 

fonction /i(;r, y) en contiendra donc un nombre exprimé par 

— /?', 

ou bien, comme il est aisé de le voir, 

■ • ■ -|- M 1. 


En désignant ce nombre par y, on trouvera aisément, en vertu de 
l’équation qui donne la valeur générale de 


: 

/ 


..'lo^ I .(4^’ I 

jp --T - -V pt' -r 

, Ao" I m" +At" .2»i"-{-A," . 

f.i" ' y" ' f.i" ' 


-h--»ri- - JJ7, h- y»- -r 


— l)wt' -|- 1 




■ + 

-y'u'm'n" fl" 

y" B" — l)m"' + 

■ “T 

(n'm' -|- n'"fi'" 


+ • • • • 

— 
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or, en remarquant que m' et sont premiers entre eux, on sait par la 
théorie des nombres que la suite -dp', A/ . . . contiendra 

u' fois la suite des nombres naturels 0, 1, 2, 3, . . . /(/ — 1, donc 

Aq' A/ A / = ■^^'( 0 - 1 - 1 - 1 - 2 + • • • +/'•' — 1 ) 

— n 2 ■’ 

de même 

Aa" Al" AA • • • + + 1 + 2 + • • • +/«•'' — 1 ) 

— -2 


En substituant ces valeurs et réduisant, la valeur de y deviendra 

/ _ « 1 — 1) + — 1) + /A — 1) 

) l if'-" — 1) 

y— N + • • • + — 1) +-|'?d^'^(/<é''’ — 1) + • • • 


ou bien en remarquant que 


n=:7i' -\-n" /. l" 


n" fl" m'n' -[- 


2 




— 1 


/_j_ . . . _|_ . . . -j-TO^ 

I w'(wt'+l) «"(m"+l) w'"(w"'+l) ■«^(wtW + l) 

2 ”2 2 ‘ ■ 


— 1 . 


Comme cas particuliers ou doit remarquer les deux suivants: 
1. Lorsque 

hf = hj" ^...= hy('‘> = -+ . 

I.L 

Dans ce cas « = 1 , et par conséquent 

1 + 1 I 1 


r zrz n il — 


+ 1 - 


Si en outre /<.' = %, ou aura n'=li et 


r={n—iy 


( 64 ) 
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2. Lorsque toutes les quantités hy'' ^ sont des uouibres 

entiers. Alors ou aura 


et si l’on fait de plus 

n' — n" — ■ ■ • 

ou aura t = et par conséquent en substituant, 

(65) Y — (w— (w — 2)m" -j- (m — 3) w/" -j- . . . 

+ 2 VI 1 ; 

c’est-à-dire, en remarquant que vt' = hy'^ m" = Jiy" ^ etc.» 

(66) = (m — 1)%' + (« — 2)hy" + (-U — ‘à)hy'" ^ 

^2hy + 7iy 0^-^) — n -f 1 . 

llaus le cas ou tous les nombres ^^y'i i • • • sont ég'aux 

entre eux, la valeur de / deviendra 

{(i7) = _]j, 

Ija formule (59) a généralement licai pour des valeurs quelconques 'des 
quantités r<, a\ a'\ . . . toutes les fois que la fonction v n’a pas un fac- 
teur de la forme F^x-^ mais dans ce cas elle a encore lieu, sinon F^x et 

s s’évanouissent pour une même valeur de x. Alors la formule dont 

il s’agit cesse d’avoir lieu, et on aui-a au lieu d’elle la formule (40), qui 
deviendra, en faisant 


-1 . 


x- /ViQ'ô. y) __ 

J t'y 


G— log Oy 


4- 


c’est-à-dire, en remarquant que 


U V 

^ t'y 


11=^0, 


Maintenant on a (19) 


lix=:s 


d''-l / 

a, y 

d/l "-4 

HF^y 


-~ê 

t'y 

f^y 


lop’ 6 B 


22 
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d’où il suit nue si conserve une valeur finie pour x = la fbnc- 

‘ zy ■ ■ 

tion entière Kx aura (x — pour facteur, donc 

\ = et y, = ,ui — ^1 = 0. 

Par là> on voit c[ue, dans le second membre de 1 ec[uatiou precedente, tous 
les termes relatifs à des valeurs de /9, qui ne rendent point infinie la va- 
leur de s’évanouiront: par conséquent ledit nombre se réduit à 

une constante, si F^x n’a pas de facteur commun avec ‘ 


6 . 


Eeprenons maintenant la formule générale (14), et considérons les fonc- 
tions cCi, cca, ccg, . . . Ces quantités sont données, par l’équation Fx = 0, 

en fonctions des quantités indépendantes cc^ Oj ^ et / , etc. 5 soient 


£C, — ® , . . .) 5 352 fiiFl ^ 1 ^^ 5 • • •) 5 • • • y (l 1 (l ,...). 


Si maintenant on désigne par a le nombre des quantités «, u/, a", . . . 
on peut en général tirer de ces équations les valeurs de a, «/, a'\ ... en 
fonctions d’un nombre a des quantités ai,, æj . . . par exemple, en fonc- 
tions de Xif x.i, ... x„. En substituant les valeurs de a, a', a/', . . . ainsi 
déterminées, dans les expressions de a 5 „+i , a 5 „.,. 2 , . . . , ces dernières quan- 

tités deviendront des fonctions de x,, «27 • • • ®ci 5 alors celles-ci seront 
indéterminées. La formule (14) deviendra donc 

( 70 ) V'.*i + VA+-"+ff- 

r + V'a+l^«+l"r^o1-2Î*^a + 2~r • • • 

OÙ x,, Xg, . . . Xa sont des quantités quelconques, x„.,.i , x^,+2j ■ ■ ■ (^les 
fonctions algébriques de x, , Xg , . . . x„ , et v une fonction algébrique et 
logarithmique des mêmes quantités. 

Les quantités a, a', a", ... et x„^.i, x„^. 2 , . . . x^ se ti’ouvent de la 
manière suivante. Les équations (7) donnent les suivantes: 

(71) ey, = 0, ey, = 0, ...Ôy^ = 0, 

qui toutes sont linéaires par rapport aux quantités a, a'., a"., .... Elles 
donneront donc ces quantités en fonctions rationnelles de x^,yij x^^ y^] -*^ 37 ^ 3 ; 
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. . . x„^y„. Maintenant si l’on substitue ces fonctions au lieu de a, o', a", ... 
dans l’équation Fx = 0, la fonction Fx deviendra divisible par le produit 
(,r — x^) (x — ; x^) • • • [x — x„) ; _ car on a 

Fx = .B(x — x,){x — x^) • • • (.T — æ„)(æ — æ„+i) • • • (x — x^). 

En désignant donc le quotient — rTTTr"^^ TI — l’é- 

(.1; -r J )(.'»' 'rg) ■'’W) 

quation 

(72) F^^^x = 0 

.sera du degré /t — a, et aura pour racines les quantités .'r„+i, . . . 
Quant aux coefficients de cette équation, il est aisé de voir qu’ils seront 
des fonctions rationnelles des quantités 

De cette manière donc les // — a quantités ? • • • «ont détenninées 
en fonctions de a',, x.,^ . . . av, par une rncme équation du (/i — a)" degré. 

Les équations (71) sont eu général en nombre .suffisant pour déterminer 
les a quantités a, n/, r//', . . ., mais il y a un cas oîi plusieurs d’entre elles 
deviendront identiques. (J’e.st ce qui arrive lorsqu’on a it la fois 


car alors 


X^=X^=2 . . . =ZX/,-, î/,r=:?/2= • • • =y^.- 

^!/i = ^?h = ■ • • = BVk • 


Or dans ce cas on aura, d’après les principes du calcul différentiel, au lieu 
des h équations identiques, 

6y, = 0 , = 0 , . . . , dy^ — 0 , 

les suivantes 


(73) 


Oy, = 0 , 


(læ. 


:= 0 . 


dæ 'j 


:0 




0, 


qui, jointes aux équations 


^yk+i = 0 ^ ... = 0 , 


détermineront les valeurs de a' ^ aF 

La formule (70) montre qu’on peut exprimer une somme quelconque 
de la forme 

V’l®i + V'2*2+ ■ • • 

22 * 
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par une fonction connue v et une somme semblable d’autres fonctions; en 
effet elle donnera 

(74) i/zi ail H- V'2 H h ’A» ^ “ (V'.r+i •'^«+ 1 H + ) • 


7. 

Dans cette formule le nombre des fonctions ^u+- 2 ^'c<+-îi ■ ■ • V''/rD' 

est très-remarquable. Plus il est petit, plus la formule est simple. Nous 
allons, dans ce qui suit, clierclier la moindre valeur dont (;e nombre, cpii est 
expi'imé par q — «, est susceptible. 

Si la fonction FqX se réduit à Funité, tous les coefficients dans les 
fonctions qi, q^., ... q„_i seront arbitraires; da,ns ce cas donc on aima 
(en remarquant que, d’après la fonne des équations (71), un des coefficients 
dans les fonctions qi^, ^i, ... peut êti’e pi’is à volonté sans nuire i\ la gé- 
néralité), 

a = hqo-\-hqy-\-hq.2 -\- ■ • • -j- -]- « — 1. 

Si F(,x n’est pas égal à l’unité, il faut en général un nombre 
de conditions différentes pour que l’équation 

F^x . Fx = r 

soit satisfaite; mais la forme particulière de la fonction y ])ourrait riiiulre 
moindre ce nombre de conditions nécessaires. ■ Siqiposons donc (pi’il soit 
égal à 

(75) hF,x — A, 

le nombre des quantités indéterminées u., o/, a" , . . . tleviendra 
(70) a = liq^^-\-liq^-\-]i.q.2-\- • ■ • — 1 — 

maintenant on a 

h r =2 hF,x. -ir7iFx = h F,x + u , 

donc 

(77) fi = Jir — liFf,x, 

et par con8{^qnent 

(78) U a=:]i v (//^(, -j_ 7^^^, _j_ . . . __j__ ^ 1 - A . . 
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]\[ais comme ou a (o) 

* r = By' .By" . . 

il est clair que 

( 79 ) lir = li6y' -\-liey" [- ; 

donc 


( 80 ) y. — a = 16 y’ ^he y" [- h 6 y 

4“ ■ ■ ■ 4~^2n-i) — n-\-l — A. 

Ayant maintenant (2) 

== <h + <1AJ + (hlf H h 2.^ 1.?/’'“' , 

on aura nécessairement, pour toutes les valeurs de ■«/, 

hOy >l{q,yf’)^ 

oi'i le signe > u’exclut pas l’égalité. 

Donc en faisant 


et reiriarquant que 

A» + 7 

on aura aussi 


( 81 ) hdy' >hq,,^-\-mJiy' h.By" >liq,„~\-vili.y'\ . . . hBy^”'‘ >]ui„-\-mJiy^"\ 


Cela posé, désignons par n\ -;/?/, /C, Zi'; y/.", y/;/', y " ^ k" • etc. les 
mes choses que plus haut dans le numéro (5), et supposons que 
soit la ]dus grande des 7>,'y' quantités 

en sorte que 

(82) hq^j^ Qihy' > hq,^__p_^ ~h (’■' — ft — 1 '• 

En désignant, pour abréger, h.q,,^ par /'v;/, et mettant au lieu 
//y/', il est clair que cette formule donne 

(8H) _/(» ft !)•=(?/ /? — 1 — Bi) fi 

(depuis /? = (), jusqu’à /? = kf — 1) , 

oii Afl est un nombre positif moindre que l’unité, et t ' un nombre én 
positif, zéro y compris. 

Hoient de meme 
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I h. -/(■» ~ + e," + A," , 

I (depuis — jusqu’à ft = k" — 1), 

(depuis p = h'\ jusqu’à p = k'" — 1), 

etc., 

/^»... — /(» — /5 — 1) = (n— P — ! — (>,„) + AP”'> 

(depuis p = k^”'~'^^^ jusqu’à p = k^”‘^ — 1), 

etc., 

— 1) = in — P—l — (>,) + Ap^^ 

(depuis p = kA-'^p jusqu’à p = n — 1). 

Ap\ Ap'\ . . . Afp^ étant des nombres positifs et moindres que l’unité, et 
eP\ fp'"^ etc. des nombres entiers positifs, en y comprenant zéro. 

Considérons l’une quelconque de ces équations, par exemple la {m — l)'; 
en donnant à p les valeurs, 

p = ¥^'-^\ ^q>»-0_^2, . . . 1, 



on obtiendra un nombre d’équations semblables; et en les ajou- 

tant il viendra 


Or 


mO") ' 

JiM ] 


I (2w,— — 1) (Zi^"'^ — Zd’"-y) 


_L c W _L f 0») __U r 

i- b) -j- q -h • • • -h C, 

+ /(«.--i---Zi^“-'^) -+./(«,— 2— + . . . 
-P-f{n~kA‘>). 


donc en substituant, 


(m—1) __ (m) (m) 



I (2« — ¥’"^ — Zfi^”'-''’ — 1) v¥hïi 


(m) 

I 0>f ) 


+A“+A“H h 


(m.) 




-{-fin- 


,/y»-0)_| 



1MÉ5I01KK SUli UNE PEOPKIÉTÉ GÉNÉRALE etc. 


175 


Or, eu remarquant que J./'"-* est le nombre, moindre que riinité, qui, ajouté 




à (« — ft — 1 — i-exid cette quantité égale à un nombre entier, 

" 7 


011 


voit sans peine que la suite 


( i 0^^) 


qui est couq^osée de termes, contiendra fois la suite des nom- 

bres 


0 


donc 




(m) 




2 

(mj~ ’ ~ (mf 






(m) 1 


(85') qo»j I ... I »,.w(0-i-l-| 

(ooj _l_ . . . 


— 1 ) ^ 


il viendra 


2ji«w 

En substituant cette valeur, et faisant pour aljréger, 

C M 1 £ (>^0 I . . , i_ , 0«) . X / ^ ^ 




1 ). 


(86) -j-- 


(w) 


r 4- (2 II — — A;<'" — 1) ii('“^vA“^ 




1) -[- (J.„, 


+/(«- — — 1) H h/(" •- 

Maintenant on a, en désignant ?iOy^'“^ par ipiii^ 

(87) cp J^l) = (p -f 2) y (/c^“ + 3) = . . . = f/, ((bW) ; 

en remarquant que conserve la même valeur pour toutes les valeurs 

de m, de à lA'^K Les inégalités (81) donneront donc 

_j_ 1) ^ + 2) + f^(/c^”-'^ + 3) H h 9 ( 1 ^'"'^) 

> (/ê» + j/<5« + (>,« '“1^ ) ’ 

donc on aura, en vertu de l’éqriation précédente, 

cp[k("‘~^^ + 1) + + 2) + ip{k<'“-» 4- 3) -] 4 ipilA"'^) 

I 4ftMw^"42« — — 1) + (P'^'"’’ ~ 1) + bl, . 

> 1 _|_/(î,_7cf»->J_ 1) 4-/(.rt _ A;0«-n _ 2) -I 

En faisant dans cette formule successivement w= 1, 2, 3, . . . . et puis ajou- 
tant les équations qu’on obtiendra, il viendra 
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</^ (1) + V' (2) + y (^) + • • • H“ y 00 

/ /O* — 1)+/0^ — 2)-|-/(« — 3)-|- • • • 
l ^ ^n'm' (2 n-k'—l)-\- \n' (,«/ — 1) + C' 

j ^ — y — k' — 1) + — 1) + o; 


-i- + c;. 


Eli substituant les valeurs des quantités 
k' = n\a'- k" = 7i'fi' + 7i"u" -, k'" = 7>,\u 


k', k", k'", . . . savoir, 
etc., 


m 

et pour n sa valeur (55) 

n = n'fi'^n'\a" -\ 

on obtiendra 

hôij' -\-h6y” -\-h6y'" ■ • • -\-h0y ^'‘’ — • • • ~h'^^?Z>i-i) 

>;/+(A+6',+ ...+6;, 


où l’on a fait pour abréger 


'n'm' 


i'fx' 1 

V~ 


!lfi -Zf _L n"^i" + ^ ^ + W 

Z 


2 


(88) /'= ■/+ 






2 


_|_ I _j_ 1 




De cette formule combinée avec l’équation (80) on déduira 

(89) /il — a y y' — n-\- 1 — .4 -j- 6', -|- 6^ -j- • ■ • -|- 0^, . 

Or, je remarque que le nombre y' — w-(-l est précisément égal à 
celui que nous avons désigné précédemment par /, équation (02), donc 

(90) ^^ — a>y — A-\-C,-{-a,-\ 

Cette formule nous montre que y. — a ne peut être moindre (;[ue / — A, 
or je dis qu’il peut être précisément égal à ce nombre. 

En effet c’est ce qui arrive lorsqu’on a 
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cp¥^'^ — -|- , 

et -|- C'a -j- • • • -j- = 0 ; 

or 011 peut démontrer de la manière suivante que ces équations pourront 
avoir lieu. 

En se rappelant la valeur de 6^,, il est clair que l’équation (91) en- 
traîne la suivante: 

= 0 (depuis — jusqu’à = — 1); 

donc en vertu des équations (83) et (84) 

(9,2) f{^n—p— 1) =/p,, — (« — /9— 1 — p,„) 

(depuis = jusqu’à = — 1). 

11 s’agit maintenant de trouver la valeur de 

Or l’équation (91) donne 

pour toutes les valeurs de m et do a. 

De là on tire, en désignant pour abréger 

'ïïl 

(94) par (T„, 

En faisant m = a — 1, et changeant ensuite a en m, de même que a 
en m — 1 , on obtiendra les deux formules 

/g0\ I y^^^n y^^iK— 1 1 (^7 k) J 

* I y^>m — y>»-l > (pm-l — 9™) • 

Par là on voit que la différence entre la plus grande et la jilus petite va- 
leur de /(),„ — /V„„i ne peut surpasser (^„_i — (>„) — o„) . Par consé- 

quent ou doit avoir 

y y — 1 ( — 1 1 — 1 — 1 9»*) (^m — 1 ^m) ? 

OÙ 0„,_i est une quantité positive qui ne peut surpasser l’unité. 

Cette équation peut s’écrire comme il suit: 

(97) J ' — 1 — 1 — X^m — 1 1~ 



23 
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De là OU tire sans peine 

( — (* 2 ) [^1^1 (1 

(98) JÇm = I +(('2 (> 3 ) [^ 2 <’' 2 -l-(l ^ 2 )o' 3 ]-l- ■ • ■ 

V • • * [ (^Tïi — 1 ^m) — 1 1 (1- 

Si /p™ .a cette valeur, il n’est pas difficile de voir que la condition 

f(in> — /(>« > ((>« — 

est satisfaite pour toute valeur de a et m, quelle que soit la valeur de 
et celles des quantités ^ 1 , ^ 3 , • • • poiu'vii qu’elles ne surpassent pas 

l’unité. 

Connaissant ainsi la valeur de /(v, on aura celle de f(n — /? — 1 ) par 
l’équation (92). 

Après avoir de cette manière déterminé les valeurs de toutes les quan- 
tités /(O), /“(!), /(2), ...fin — 1), voyons' à présent si elles satisfont en 
effet à l’équation (91) 

+ {>u = A» + • 

Pour que cette équation ait lieu, il est nécessaire et il suffit que l’équation 

( 99 ) f Qm-\- f 

soit satisfaite pour toutes les valeurs de a et m. 11 faut donc que 

(100) —fy« — /Aî + (('m— «,>■) > 0 . 

Soit a,^ = n — ft — 1 , où (3 a une valeur quelconque comprise entre 
et — 1 inclusivement , l’équation (92) donnera 

/«^ — K — (àl) 0,5 — ; 

et par ' conséquent 

(101) P^m =f(}m fQS~\- ((*« ^^a) “h ( As 

En mettant m -(- 1 au lieu de m, il viendra 

-^m+l J | P»iA)i 1 " ^üipvi A)»+l) • 

On a par l’équation (97) 

S ^mi -1 ^ Çm (^m ^^m+l) Ait } (.1 ^iii) At + l J 5 

donc, en substituant et réduisant, 

(102) P% ~ Pf> = ( a, - [(>«(1 - «„.) + ] (u„, 


+ 1)5 
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01 -, en reniarqxxant que a<j est compx’is exxtre « — 1 — 7c et n — que 
Î>,„(1 — exxtx’e et c’est-à-dix-e entx-e n — — 1 et 

11 — il est claix’ que le secoxxd niembx'e de cette équation sei’a toujoixx’s 
positif si m. et toujours xiégatif si m^â — 2. 

De là il suit; 1" que P™+i+,î> 0 si P,î+i> 0; 2“ que P,5_i_„,>0 si 
P,î_i>0. Donc pour qxxe soit positif pour toutes les valeurs de m, il 

suffit qxx’il le soit pour m = â d, (J — 1. 

Or, en faisant dans Féquatioxx (102) m = (J — 1, il viendra 

-^<5+1 “h I (o',î — 0',^+i)5 

Pj'V _ _ j (1 _ _j_ j J _ a,i) . 

Mais l’équation (101) doxine pour m = â^ ' 

If> = Af, 

donc P,f^ est toujoxxrs positif, et en substituant cette valexxr, les deux éqxxa- 
tions précédentes donneront, en mettant d' -j- 1 au lieu de d' dans la dernière. 


Plï+I — [«,5 — -j- — (>,X+i)] (^,5 — f^(X + i) ~i" 5 

= [(J,? — «,î+i — ^<5(ç>ry— (>,ï+i)] (<7,5 — ( 7 , 5 + 1 ) + 

De ces écpxations on tire (eu remax*quaixt qu’on doit avoir poxxr P^^i 
des valeurs positives). 


(103) 


A > ^ „ ji 

^ ^ Ç,5 — ^>,5+l (Ç,5 — Çr5+i) ((7^5 — (7, 5 + 1 ) ' 

A —r 

QS — ?-5 + 1 (?,5 — QU + 1 ) ('7,5 — (X(t + 1 ) ’ 


et 


Maintenant ^,v est compris entre 0 et 1 ; par coxiséquent il faut qxxe Pu ne 
sxxrpassc pas l’xxnité, et que 6(5 soit positif. Or c’est ce qui a toxxjoixrs lieu. 
En effet oTi troxxve 

an — g, 5 +1 1 . 

^ e,5 — Ç,5+i "1” {qü — Çf5+i) ((7,5 — (7,5+i) ’ 

donc 1 — P, y est toxxjours positif en remarquant qxxe «,y > ^),y+i ; par consé- 
qxxeixt P , 5 ne pexxt sxxx-passer d’xxxxité. De nxéme ^,5 > o:,y^i ; donc C ',5 est toxi- 
joui’S positif. 

La coxxdition 


R<« > 0 
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est donc -satisfaite pour toute valeur de â et m; d’où résulte l’équation 

On aura donc, comme on vient de le dire, 

(104) — a = y — ■ 

qui est la moindre valeur que peut avoir fi — «, 

Si l’on suppose que tous les coefficients dans les fonctions tjo ? > 

soient des quantités indéterminées, aloi’s F^x = 1 , et par suite J. = 0 ; donc 
dans ce cas 

(105) 1.1 — a = y. 

C’est ce qui a lieu généralement, car c’est seulement pour des fonctions 
d’une forme particulière que le nombre A a une valeur plus grande que 
zéro. 

Daris ce qui précède nous avons supposé que tous les coefficients dans 
go, gi, ... g„_i, étaient indéterminés, excepté ceux qui sont déterminés par 
la condition que r ait pour diviseur la fonction F^^x. Dans ce cas on a 
toujours, comme nous l’avons supposé plus liaut (87), 

et par suite 

M'' ' ' ■ 

-]- (y -f- ) . 

C’est la valeur de hr en général. Supposons maintenant que les quantités 
a, a’, a", ... ne soient pas toutes indéterminées, mais qu’un cei’tain nombre 
d’elles soient déterminées par la condition que la valeur de hr soit de A' 
unités moindre que la valeur précédente. En général, un nombre A' des 
quantités a, a’, a", ... sera déterminé par cette condition, et alors /f — a 
ne cbange pas de valeur; mais il est possible que, pour les fonctions d’une 
forme particulière, la condition dont il s’agit n’entraîne qu’un nombre moin- 
dre d’équations différentes entre «, a\ a", . . . Soit donc ce nombre A' — 
la valeur de — a deviendra 

^^-.A’) — [a — {A' — B)] — A, 



c’est-à-dire 

(107) 


jLi — a = y — A — B. 



MÉMOIRE SUR UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE etc. 


181 


8 . 

Pour donner un exemple de l’application de la théorie précédente, sup- 
posons que 7i = 13, en sorte que y soit déterminé par l’équation 

0=^ ) Pü + Pii/ Psy' + H-ihy’ 

( +P8y' +Poy” +Pioy'“+jPiiy“ +ih3y‘' 

et 

% = !Zo + yiy + yay ' -1 h 2i2y '' • 

Supposons que les degrés des fonctions entières 

Po, Pi, lh> ih, jh, Pr., F«, P7, Ps, jL,, Pio, Pu, Pis, 
soient respectivement 

2, 3, 2, 3, 4, 5, 3, 4, 2, 3, 4, 1, 1, 

D’abord, il faut chercher les valeurs de /«/', /«/", . . . hy^'^^K Or, pour cela, 

il suffit de faire dans l’équation proposée, 

y z= Élas”, 

et de déterminer ensuite A et m de manière que l’équation soit satisfaite pour 

X = oo. 

On obtiendra l’équation 

Pour y satisfaire il faut qu’un certain nombre des exposants soient 

égaux et en même temps plus grands que les autres, et que la somme des 

tenues correspondants soit égale à zéro. 

Or on trouve qu’en faisant 

4 

1" 13m = 10m -|- 4, d’ohm ==: .y? -les deux exposants 13m, 10m.-|-4, 

seront les plus grands; 

2“ 10m.-|-4r=5?«.-|-5, d’où m= 10m -(-4, 5m-|-5; 

3“ 5m-|-5= m -[-3, d’oùm = ^5 5m-[-5, m-|-3, 

4“ m -[- 3 = 2, d’où m — — 1, 7?^-|-3, 2. 

On a donc 

y = Âx\ i?ioAi" = 0, 
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donc 

A=: — |/I^ et hy' — hy" = liy'" == = ^ , n/ = 1 ; 

y = Ax\ + B,A:^ = 0 , 

donc 

5 

A = — ]/|i et hyf» = hf^=^hy^^^ = hy^^^ = hy^^^= "'^^^ n" = \- 

^ JHo 

y = Ax~'^, B,A''-\-B,A = 0, 

donc 

4 

^ lir, f.t ^ 

y=:Ax~^, B,^A-\- Bo — 0^ 

donc 

A = -§ et = ot""=l. 

ni fz 

Ayant ainsi trouvé les valeurs des nombres m\ tt\ ?/, m'\ ///', «/', 
7n"', /il"', n"\ m''", jLt"'\ n'"\ on aura 

h' = n',u' = B, k" = n\u' + n"iit" = 8, k'" = 7i'fi' -{-oi" ft" ^n"'f,'" =12, 
k"" = n\ii' + n" II" + + î/" V//'" =13= n . 

Maintenant le nombre (>i doit être compris entre n — 1 et n — h', (>^ entre 
n — k ' — 1 et n — 7c", etc.; donc on trouvera pour ces quantités, les valeurs 
suivantes : 

pi = 12, 11, 10, (>2 = 9, 8 , 7, G, 5, P 3 = 4, 3, 2, 1, (>^ = 0. 

Connaissant ()i, (> 2 , (> 3 , (^ 4 , on aura A^', Ap" , -A-p'" par l’équatiou 

(92); ensuite ^ 4 , ^ 3 , ^ 3 , par les équations (103); y'p 2 ,_/p,, , /p., par l’é- 
quation '(98) ; et enfin /(O), /(l), /(2), . . . /(12) par l’équation (92). 

La valeur de y, qui est toujoui's la même, deviendra par l’écjuation ( 88 ) 
et la relation y = y' — 

i' 1.4.|--g ^ 5 -|- 4 -|- ij -j- 1 , ^ 

j S- 1 ■ 1 • 1“ 2 h ^ S” > I “h > ■ ' ■ ■ 2 “ 

+ 2 -{-i)-(tqi+i]+ 2 . 2 -i 
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c’est-à-dire, eu réduisant, 

/ = 38. 

Pour pouvoir déterminer numériquenient les valeurs de a et de fi, 
supposons, par exemple, 

= = (>3 = 4, p.i = 0. 

Alors l’équation (92) donnera les suivantes ; 

/{12)=/(11) i- A,', lUm» A,' =|,/(12)=/(11) -2 

/(10)=/(11) + J- A', <l,M,c A' =J,/(10)=/(11)+1 

A9) =/(f!) A", Ane A" =i. /(O) =/(6) -1 

/(8) =/(B) -î- A", Ane A/ =|., /(8) =/(6) -1 

/(7) =/(6) —l- A", Ane A," =1, /(7) =/{6) -1 

AP) =/(<!) +!,- A", clone A' =J, /{ 5 ) = /(B) 

/( 3 ) =/{ 4 ) -4 - A'", clone el„"' =4, /( 3 ) = /( 4 ) -- 1 

/(2) = /{ 4 ) -1~A.'", clone A„"' = 0, /(2) = /( 4 ) 1 

/(l) = /( 4 ) --f-A.'", clone A."' = 4, /(l) ==/(*) -2. 


Pour trouver maintenant /(O), y’(4), /(d), /(11), il faut clxerclier 1 
limites de é*,, ^ 2 , 6^^ 6^. 

Or les équations (103), qui déterminent ces limites, donnent 

dAs J, 4 /> 1 2.1 1 

^ , d’oîx ^i> — g py'. 




17 


17 


„ 11 — , 

K + - 


Tf 


d’où ^ 

4 I 12 10,3 

5''“r 57if’ -*-7 5 "T-oT 


Il suit de là qiie 


<^'i>85’ 17 


On trouve de la même manière 

5 

'14 


^2 >4-’ ^3> 4 ^3<1- 


Maiiiteiuiut réqiiation (97) donne 

J" t / ^ 1 m— 1 ^ W2--l ”1 ^ m— 7 

y e/" i^n—l ^ 1 (^»i) m— 1 ~i~ (1 ^ m— 1) 7 
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OÙ est la plus petite et la plus grande valeur de donc ou 

trouvera, eu faisant, 

m =:= 2, 3, 4, 

/(6) -/(11) > 5 . [I l . -1 + (1 - II) • |] (= 1 + i f) 

/(6) —/(11) < 5 • [A • ¥ + (1 — xM • a] ,(= + I) 

/(4:) — /(6) > 2 . [tV • i — (1 f 1 ) • i] (— “ 2 ) 

/(4)-/(6) <2.[l.|-(l-l).i] (=1) 

/(O) - /(4) > 4 . [ I . (- i) + (1 - 1) . (- 1)] (= - 3) 
/(0)-/(4) <4.[ 1 .(-i)-h(l~l)-(-l)] (-=-2); 

donc ou aura pour /(6) -/(H), /(4) -/(6), /(O) — /(4), les valeurs sui- 
vantes: 

/(6) -/(11) -=2,3, /(4) -/(6) - 0, /(O) -/(4) _ 3, - 2 ; 

d’où 

/(6) =/(ll) -1-2, /(11) -j- 3, /(4) —1(11) -[-2, /(11) ~h ‘■^5 

f{^) =/(ll) — lî /(11)? /(11)+ I 5 

/(12) ==/(ll) - 2 ; /(lO) =/(ll) + 1; /(9) =/(ll) + 1 , /(H) + 2; 
/(8) =/(ll) + 1, /(11) + 2; /(7) =/(ll) + 1, /(U) + 2; 
/(5)=/(ll)-t-2, /(11)-)- 3; /(3)— :/(!!) -]-l, /(ll)-f-2; 
/(2)=-/(ll)-^ 1, /(11) + 2; /(1)=/(11), /(11) + 1. 

En exprimant donc toutes ces quantités par /(12), on voit (pie les fonctions 
Ü 12 1 9.ni 2io 5 ■ • • 2o î sont respectivement des degrés suivants 

(12) (11) (10) (9) (8) (7) 

^-|-2, ^-|-3, [0-1-3, d-|- 4], [0-|-3, 0-|-4], [0-)-3, 0-[-4], 

(6) (5) (4) (3) 

[0-1-4, 0-1-5], [0-1-4, 0-1-5], [0-1-3, 0-1-4], 

(2) (1) 

P + 3,« + 4], [« + 2,« + 3], [J + al + Z 
où 0 est le degré de la fonction 
De là suit que 

« =/(0) -|-/{1) + ■ ■ ■ +/(12) + 12 = 18« + -47 , 13« + -W, 

18«-|-57, 13«-t-5K, 
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fl — n'fi |/^i -|- — j -[“ n"fi" |/()2 -j- (>2 I 

+ |/P3 + (>3 — r,7 1 + n'"'f.i."" \ f (J ^ -j- I 

-=3(/(ll) + ll.|) + 5.(/(r,)H-6.i) + 4(/(4)-4.i)+l.(/(0)-0); 

c’est-à-dire, 

;t=zl3él + 85, 13^4-8fi, 13^-(-95, 13^-1-96. 

La valeur de fi — a deviendra doue 


ft — a = 38, 

comme nous avons trouvé plus liant pour la valeur de y. 


91 

Par les équations (92) et (98) étaldics précédemment, on aura les va- 
leurs de toutes les quantités /"(O), /(l), /X^) . . ■/{}>' — 1), exprimées de la 
manière suivante ; 

(108) fm — M ,„ , 

oà M„^ est indépendant de Cette dernière quantité est entièrement ar- 

bitraire. Le nombre des coefficients dans ? îi ? îZa • • 7 m~i i donc égal à 

(109) nfy, + + if, -f ^ M„__, ; 

mais a, ou le nombre des quantités indétenninées a, a\ a" . . ., est égal au 
nombre des coetficients déjà mentionnés diminué d’un certain nondire. Ou 
aura donc 

(110) a = w/pi-|-i/, ■ 
où M est indépendant de 

De là il suit qu’on peut prendre a aussi grand qu’on voudra, le nombre 
fl — a restant toujours le même. 

L’équation (74) nous met donc en état d’exprimer une somiVie d’un 
nombre quelconque de fonctions données, de la forme i//a;, par une somme 
d’un nombre déterminé de fonctions. Le derider nombre peut toujours être 
supposé égal à./, qui, en général, sera sa plus petite valeur. 

De la formule (74) on peut en déduire une autre qui est plus générale 
encore, et dont elle est un cas paidiculier. 


24 
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En eflet, soient 

(111) • • ■ "h — (v^«+i=^«+i H~ ~1- ' ' • 

n’^' a' — 

(V^V + l^'a' + l + >p'u’ + ^ï-^'a’ + 'i -j_ . . . _J_ 

OÙ ipi, Ÿi'! • • • fonctions semblables à i/^j, i/^a, . . . 

Supposons, ce qui est permis, que 

a' ^^5 ® K'— 1 ® k'— 2 J • • • u'—iU+a + l •^(t + 1 ■) 

et 

u"^' a' a'— n'—l a'—fC + a + V^' u' -/t+,t + l + + l j 

les équations précédentes donneront 

— • • • 'P'a'-u + u->^'a'-t,-+u 




— V • • • -f-V-'V^V) 

donc en mettant V au lieu de v — v\ a' au lieu de a — 

V-'ï": • • • %" lieu de tp'x+,, • • • 'AVj 

x,% . . . x," au lieu de 

et entin h au lieu de fi' — a\ il viendra 

( 112 ) lp.^X.ir\- • • • -{- ipa'X’a ip2 '-^‘2 • • • ip'u’-^'u- 

— '/'/ H~ ^P2 '^2 fp3"'-i'i" -|- • • ■ -j- . 

Le nombre k, qui est égal à fi' — a', est indépendant de a et a', qui 
sont des nombres quelconques. 

Si l’on suppose 

(113) Xi Cj , -—^ki 

< 3^5 • • ■ \ étant des constantes, alors la formule ( 112 ) deviendra 

(114) xp,x^ 4 - -I 4 — xp\,x' = 6 '-|- F, 


Xi J X.2 Cj} 5 . . . Xf.^ Cj.^ 


où un nombre k des quantités x,, . æ,,, æ/, a;/, . . . x',,, sont fonc- 

tions des autres, en vertu des équations (113). Il est clair qu’on peut 
prendre c^, Cg, . . . c*. de manière que G deviendra égal à zéro. 

Supposons maintenant qu’on ait dans la formule précédente 
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ry * ry * ry * 

, +1 — ■ 


- ^2 1 


X, 


î?,+f., + l + â ■ ‘ * + ^3 7 


(115) 


en soi'te que 


\jj^ = xjj^=i • • • =i//^^=7ri, 


, +1 +2 

V'^f,+6'i + l V^f,+f2+2 




TT. 


• • • ^ ^3 5 

+ V'«-% + 2= * * * — 

a = -[“ ^2 ~\~ * * * “1“ * 


Supposons les memes choses relativement anx quantités x^-) • • • i? 
i//' 2 7 . • • ^^'7 accentuant les lettres 627 • • • "^^7 • • * ^^17 ^27 

. , . TT,,, et m. Alors la formule ( 114 ) deviendra: 


rr i “1“ ^2 -^2^2 ”[” ^3 ^3^3 “1“ * ’ * ”1“ '*^1 

(IIG) K = < c ' rr ' . . a ' ' Tt ' 7' 

\ / I ^2 *^2 ^^2 * ^ w' m' 7 

où un nombre 7c des fonctions /iiZi , , . . . Zi , ... dépendent de.s foi- 

mes et des valeurs des autres. 

En divisant les deux membres de cette équation par un nombre quel- 
conque A et désignant les nombres rationnels 




A A 


A 


A 


A 


par h,, h,, h, . . -Kn et mettant if au lieu de ir, rr au lieu de z, et r au 

V 

lieu de ^ ■> il viendra: 

(117) 7q ■g/jtCi — |— ■(/■'aUq -|— • • • 7/,„i^/„rr„ — w, 

oii il est clair que Ih, h^, . . . K peuvent être des nombres rationnels quel- 
conques, positifs ou négatifs. 

En rexuaripiant que h des quantités a \ , ... rr„ sont, déterminées en 

fonctions des autres, on peut écrire cette formule- comme il suit: 

(118) 

=: -ü Âq l/q V-i' 7iq l/A/a-/ -"l-- • • • 1 

7?1 , It -ii • • • ^ha I ^'1 5 ^'- '2 7 • • • 


24 * 




188 


MÉMOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE etc. 


étant des nombres rationnels quelconques; 

5 '^2 7 * * * 

étaiit des quantités indéterminées en nombre arbitraire; 

x/, x/, . . . x/ 

étant des fonctions de ces quantités, qui peuvent se trouver algébriquement, 
et h étant un nombre indépendant de m. 

Si l’on prend, par exemple, 

/Cj z=: 7^2 1 ) 

on aura la formule 

(119) A, l/ZiXi -[- -f- • • • + 

• • • +V'//^//- 

10. 

Après avoir ainsi, dans ce qui précède, considéré les fonctions en gé- 
néral, je vais maintenant appliquer la théorie à une classe de fonctions qui 
méritent une attention particulière. Ce sont les fonctions de la fonne 

( 120 ) - ff{xjy)dx, 

où y est donné par l’équation 

( 121 ) xy = l^^-Po=■-^, 

étant une fonction entière de x. 

Quelle que soit la fonction entièi'e j>o, on peut toujours supposer 

(122) — . . . 7*/^*, 

où //i , « 2 1 • ■ • f is des nombres entiers et positifs, et r, , ... des 

fonctions entières qui n’ont point de facteurs égaux. 

En substituant cette expression de — dans l’équation (121), on en 
tirera la valeur de y, savoir: 

j‘<_ Æ Æ !^L 

(123) ' ^ = r, ” 7^2 ” 7*3 ” . . . 'rj, " . 

Si l’on désigne cette valeur de y par 7^, et par 1, m, a;^, . . . 
les n racines de l’équation œ” — 1=0, les n valeurs de y seront 

(124) A, lolî, u>Ui, lo^R, . . . «7’-V7; 
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011 aura, par conséquent, 

(125) r = ey' .01/ . . = q,R + q,IR + 

^ (j?o H~ io^q^Ji — j— ü)*q.2lR —|— 
X (^'o “|~ “f" — [— 


H- oy‘-^q,,_Jî’‘-^) 


(120) 


~\- -[- • • • R'' ^) ; 

attendu que 

%'=2.+ iJi + <2.It'- -I h5.«-B-‘, 

%"'= Î. + ‘"'2.-'^+ »*2.K'' h + <»"-’2.,.,2ï-, 

etc., etc. 

Cela posé, soit 

(127) ./(*,. V)^ 

et supposons 

où f^x et fÿX sont deux fonctions entières de x' alors, on aura, en vertu 
de l’équation xij — Ij" donne '/^y = n]R~''i 


h»'-'/! H 


(128) 

d’où 

(129) 




r ff^æ.dæ 
Ipx j 

L’une quelconque des valeurs de y est de la forme üfR^ donc 
(130) • fx = œ-'”^ • 

/ /* ^ ^ 

R^'f. ï ’ fonctions 

i/j^x, i/z^æ . . . y>ftX_ seront de la forme (o~'''“i//.c. Soient donc 

(131) yj2X — (a~'‘'"'xfjx^ ip2X = w~^'^'""y)x^ . . . 1//^,* = 
où 

/ 'f-iX.dx 

Maintenant les éclations (38) donnent pour cpx et cp^x les expressions 
suivantes: 
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c’est-à-clh'e 


cpx = :E (p,x: 


Fja’.fj X ^ logOy 


V 

y 11 


OÙ. il est clair que 

^ log 6y _ log BR , „ log 6((aB) 


R” 


■ ~| — 0 } 


R” 




CO' 


-(«-!> log 

R”’ ' 


log 6y 1 j log- 6 B -f- CO-”’ log 6 (toi?) (O log 6 (to-’i?) ( 


ou bien 


ym -Jim j _|_ . . . _[_(ü-f'“-^>'log ^(fo” V?). 

En faisant donc, pour abréger, 

tl Q 9 ^ ^ M 0B-l-co-”‘log 6(ioB) + co-‘^”’ log e{(oU?) ( 

[lôzj ü:«j_| +(ü-(^'‘-»”log0((o”-^i?) I 

on aura 

(183) 


cp-^ce 


F,x 


/sÆ ' â^>.r 

La formule (41) deviendra donc 
(134) œ-"‘”’xpx^-]i-(o-‘‘'-”’ipx^-\- • • • -[- (o-V® 

cp^x 


Les équations 


— T’ — /T 4 _ ^ 1 / i F, ^ 
0y, = O, %2 = 0, ... 6y^, = 0, 


qui ont lieu entre les quantités a, a' ^ a'\ . . . æ^, æ^, . . . , ?/., , . 

peuvent, dans les cas que nous considérons, s’écrire coinme il suit: 


0{Xi^ w''i?j) = 0, 0{x-ii co’’-B.^) — 0, ^(;u,, a/’i?.,) = 0, 

. . . é>(.r^, , (o'>'i?_„) = 0, 
où 

^(^1 .i) = io + ii.y + H h 

et i?i, i? 2 , i? 3 , . . . i?^, désignent les valeurs de B pour x = x^^ x.^^ æ,,, . . . x^^. 

Cela posé, supposons d’abord que tous les coefficients dans ry,, ... (y,^ , 
soient des quantités indéterminées, en sorte que le nombre des (piantités 
a, n/, tt", ... serait 

(135) a = liq(i-\-hqi^-\-1iq.^-\~ • • • -|- -|- ??, — 1, 

et cberclions la plus petite valeur de pi — a. 
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Comme toutes les fonctions y'^ y'^^ ^ sont du même degre 

ou aura 

%' = h’= = • . • = h,/'< = ; 

par conséquent 

5 — I , n = n'fi =z h'. 


L’équation (92) donne donc 


(136) ^ 


fm =f(), 4- (ç>i . 




AJ, 


où m est un nombre entier quelconque depuis zéro jusqu’à n — 1, et 
une quantité positive moindre que runité. 

On a de même par (106) 

fi =zz hr = nf fi |/ I , 

donc 

(137) fi = -j- J 


et par réquatiou (62) la valeur de ;q f[iii sera celle de ft — r/, savoir: 


(138) 


il 


a ” 


: n li 


, N if d- 1 


+ 1 , 


ou bien en remarquant que n = u m' = nhli: 

(139) f(- — a = y = ^ 71 . hit 'd -h ^ • 


C’est là la moindre valeur de fi — a lorsque toutes les quantités a, a 
a\ . . . sont indéterminées; mais dans le cas qui nous occupe, on peut ren 
dre ce nombre beaucoup plus petit en déterminant convenablement quelques 
unes des quantités a, a! , ci'\ , . . 

résignons, pour abréger, par EA le plus grand nombre entier conteir 
dans un nombre quelconque et par le reste, on aura: 

(140) A = EA^eA, 

où il est clair que f J. est positif et plus petit que l’unité. 

Cela posé, soient 

(141) 6^, = E -L E + E H UE , 

et 




< 9 . — E 


n 



(142) 
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oh m est l’un quelconque des nombres 1, 2, 3, ... f, n un des nombres 
0, 1, 2, . . .n — 1, et « 1 , «2 5 • • • <^s nombres entiers positifs. 

Supposons 

(143) 

étant une fonction entière de x. 

De là 011 tire 


la . . . / . 


(l,R- = v„rr ' " 

or 

I ïv 1 /J rp 

mais en vertu de l’équation (140), 

jpy / \ 

\ n 71 j 71 n 

donc en substituant: 


M C(j)i 

n n 


/ \ 

1 j 

CC^ii \ 

\ n 71 j 

71 n ^ ' 

n j 


(144) ■= + < 

en faisant donc, pour abréger, 

(145) < 




CCf)i ^ 


(Xffi 


011 aura 




(140) qjî^ = v„i\ 7\ 

ou bien en faisant 

(147) 


*l;ir ^ 

. . . 7\ X ?’i ' ^2 


J%Tt .y,h,7r. 






(148) qJV‘ = v,,r, " r, ” - • • r, 

Par là il est évident qu’on aura 

/ • • • ~1“ 

(149) -\- ■ • • • ■ • -f- w,,_iA’^““'-’) 


o,+ «.,+ “5- 


X Tl 


et en général (126) 
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(150) 




ô,Jr^ 0 -+ — 


®f+- 


'Ki\ 


. . . î- 


Soit, pour abréger, 

(151) -) ^ = e'{x, e), 

il. est clair que 

(152) r = 6y' .dy" . . . 

= 6>'(aqO)é»'(æ,l)^'(x,2) . . . 6' 

doue eu supposant que tous les . coefficients dans «o , u, , ... ■y„_, soient des 
quantités indéterminées, on aura 

— 

Fx=:z6'{x,0)6'{x,l)e'{:x,2) . . . e'(^c,n—l). 


(153) 


Maintenant l’équation (19) donne, en substituant les valeurs de fi(x,y) 
= nf.jX.y^‘~''‘-^ et de x'y = ny’‘~\ 

y % ^ 

or, par l’équation (150), 

do !/('■> d6'(x,é) 

“(9~(Â^)' ’ 

donc, en substituant et mettant au lieu de r sa valeur. 


• — FnX.Fx: 


(154) 


;f/™ 0'Qe,e) 


lix — F^xJE-’^- 


OU 


or, 011 a par (123) 


donc 


2/ = y«; 


mfx^ mjUi 

•1 1 W — /i* ry fy 


r.1 " 


(155) 

en faisant donc pour abréger 


n 71 




' e 7 


«1/^2 


n n 

= ri n • • • '>5 


m/ig 


( 166 ) 


■> 


25 
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et posant ensuite 


(167) 


EÏÏiÜ JS. 

/ , /• ^ 

zX=JX.l\ 1\ 


üii aura 


fzx fa 


1/ 


- T— 7T<— CD ? 


et par conséquent la valeur de Bx deviendra 


(158) 




•- I j 

Maintenant il est clair que 


qui est égal à (153) 

0'(x, 1) ^'(x, 2) . . . 0'(x, w — 1) d d'{x, 0) 


et par conséquent une fonction entière de x et de peut 

être mise sous la foi'ine 


M^-\- M^S^-\- • • • M^S„-\- • • • -j- J^«_rV.i ; 

oîi Jl/o, ifi, ... if„_a sont des fonctions entières de x. 

De là il suit que la fonction Rx^ qui doit être entière, sera égale à 

nF^x .fx . Jf„ . 

La fonction F^^x est donc un facteur de ifæ, et par conséquent 
(159) Bx = F^x.EiX.. 

Par là il est clair, en vertu des équations (23), (25) et (35), qu’on 


(160) 


F^x—l^ 6iX=f^x. 


Cela posé, la valeur (132) de (p^x deviendra, en mettant au liei^ 
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/s 

7 substituant les valeurs de 6{R)^ 6{xoB)^ etc., données par l’éciuation 
(150), en reniarquant que 

1 (O-’" -|- w-""' — 0 : 

11611 œ X = ^'{^1 1) + log 2) ( 

' ^ r _[_... -j- ü)~^’‘“’-’™lo^’^'(æ, — 1) I ’ 

et les valeurs (133) de (px et </),»: 

ffjv en,, il’ 

et par suite la formule (134) donnera 


( 162 ) • • • -|-(ü 


j.M j. 

j’i'x I ' (’ 


on a 


/s»— («— A)’'‘(-^'--A)’'”- • • • (•'f'— /?*)’■"• 


Il nous reste à trouver la valeur de // et le nombre des quantités in- 
déterminées; or, on a par l’équation (153) 

(163) hFi^x — {n6-i,-\- ■ ■ • -j- (w0j,-|- a^)//.?', ; 
mais 

♦ hr = nf()^ -|- , 

donc 

/' = “h -|- «i)^«’i (w^ï -|- -f- • • • -j- (w^ï -f- ; 


or 


n'm' — n JiM — ni /«’i -]- - • • -b- hr, 

donc en substituant, 

(164) )«/('! + — «A — 

) ~l~'(/OPl ^^2 • • • ~1~ (/-fyÇ*! 

Maintenant l’équation (143) donne 

(165) hq., =f7i = (\ ,„.hi\-\-â.^ „ .Jir^-\~ • • • , 

donc, en écrivant ^ an lieu de 

f.i. = nliv^ -j- (w dj ^ „ — w ppi — « J ) hi\ -|- (wd^^ „ — -f- (t/fg — 

25 * 
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mais en vertu de (144) on aura 

» 

« + 9/'» — a^ = n.£ 

donc 




m 


(166) fi = nhv^-\-n .£^^ — — hi \ -|- ■ • • -\-n.£ 


(ü-h — ccs 


hi\. 


Cherclions maintenant la valeur de a ou le nombre des indéterminées. 
On a 

(X — |— hvi “|— hv.2 ~|~ * • ■ “|~ — [— ^?. — 1 J 

donc en vertu de (165) 



/ Mo ~h Ml “h M'i “h ■ 





(167) 

‘’f = \ — ((^2,o”h^2,i“h^3,2~h • • 






On a d’après (136) et (85) 

(168) -)- Açi -|- • • • 

= [9 + (.9 — 1)H~ ■ • • — (A'+A'H- • • • +^'„_i) 


-n(hv^-{- Si^^'hr^-\-(J 2 ,^h' 2 -\ 1- “7 — ' 


et d’après (142) 

(169) “h • • • -f- (^«,«-1 = « 

^ JP fa I Jg l^m <Xm I JP | ^ ^ ^ I jp (jl- l)^<'m 

n n ' n T" ' ’ ' -T ' ^ ,^,7 


En désignant le second membre par 

nft P 

II’ w», ! „i 1 


on aura 


P.= 

or, la suite 



1 1 

n 

^ n 




(«_— l)iWm — «« 


I i-f-m CCfii 1 I 

h ^ - — • • • -f- f 

. 4/ ' 97 ' 1 


(a— «„ 


n 




“h ^ 


(w— — a™ 
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contiendra k„ fois la suivante 


si l’on suppose 


+ + “ + 
"^hn 


= ^ et n = KK, 


(170) 

f„, étant un nombre entier. 


— « h 


La somme dont il s^igit sera donc 


n,y, — 1 


et par conséquent 


T) I J- 7^ 

1 — I 2 * 

En faisant «,„ = 0, on aura d’après (141) P„z=0.,„^ donc 


/J Il l 'l'm -- 1 7, . 

'O» t> f'm -) ii'ml 


de là il suit: 


~h -f- • ■ ■ “h -1 — ^ > 

la valeur de a deviendra donc 

f «I — (■;/ — 1 ) Oi]h\ 

-j- — «SJ {u — 1 ) 6»a] hr^ 


».L„- 




-, =hJi= ' 


donc en substituant 


n.f 


ûi 


«a 


— Ctf 


1/3 1 

~r ■ 2 


-j- 6»a — I /«a -!-••• 

+ 7 ^ .'0 1 l ; 
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mais nous avons vu que 


û n—1 


donc 


(171) 


— n 


1 ■ 

U 

01 



T, 

'■'m 

“"^'2 

ÇA‘i 

— «1 

01 ■ 

-K 


01 


2 


— «2 

0% ■ 

1 

u> 


n 


2 

QfAe 

— CCs 

71 

— K. 


01 




7 1 I ""h" 

jlVç 1 -\ 2 


Ayant ainsi trouvé les valeurs de jLc et a on aura celle de ft — a, 
savoir : 


(172) /.i — a: 


n — ^ 7 ,01 — /c^ 7 ,01 — k..-j I 

: — Arj + hr., + — — h\ + 




2 1 ^ 2 

f .1 — a est donc, comme on le voit, indépendant de* et ccj , ce^ , «g , . . . a^. 
En vertu des équations (145) et (147), il est clair qu’on aura aussi 

(173) p, = n.}iv^-\-n.hB^’^\ 

(174) a = n.hv^-\-n.lijR^^^ — 0. 

Les quantités ... hv„_i peuvent s’exprimer en kv^ au moyen 

des équations (136) et (165). 

On a 


et 


/9 == H- h -f hv^, 


fm. =/() -f — AJ ; 

r 


donc en éliminant fm. et /p. 


hv^ = 
Or, 


+ ((, - m) - d,,„) hr, + (t\ _ + 


~}“ (<^f, O 


y- = — (^1 H h ^iMe) , 


et par (142) 
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4., - 4,. = ( -‘■f j B 


' «A ^ ( 

^ il 71 


\ I Qf-lk CCk Ctk / \ I 7 7 

= (m -- (>) - 4- 6 ^ (7/^ — (>) - ; 

donc eu substituant et réduisant 

■ j “h (!h,Q “t~ “h 


h" Q e -^m 7 

c’est-à-dire en remarquant que AJ est positif et plus petit que Tunité, 


(176) ;«.=/io.+Æ ! ^h.,-K.V"^+(K,-K.V^+ ■ ■ ■ 


~| (J^e, n ni) ^ iz i 

D’après l’équation (147), qui donile la valeur de liAJ o\\ peut aussi 


écrire 

(176) 


AV, "l, 


(177) 


Cela posé, soient 


■'(( + 1 * 


^17 ^C(+Ü 7 ^^« + 3 ^3 7 * * * ^^r-l7 ^7« ^ 0 ) 


et pour abréger 

(178) 


W“V’ =za)^^, O) = 71^, . 


La formule (134) deviendra, en mettant .%„(») au lieu de .v,„, et — '17^- au 


lieu de (p./x^ 

(179) • • • — [— (O ”* Yv ^ î" i/,* "S ™ ~1~ ‘ ' ' 


c'— A/ 4-Ji'p '" ■’ 




.(-) :.n 




Dans cette formule on a 

OÙ fx est une fonction entière quelconque, et 

f/x = A{x — {x — . . . 

JjCs quantités æ,, • • • ^at sont des variables indépendantes; a»i, coj, 

. . . (w„, des racines quelconques de l’équation 

cü’* — 1 =0. 
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Les fonctions z^, . . . Zq, sont les 0 racines de l’équation 


(181) 


(2 — æ() (3— Æ,) (3 — Æ 3 ) . . . (3 — ^4 


Les quantités «, a', a", ... sont déterminées par les a équations 

(182) 6'{xi,ej) = 0, e'(x^^e.) = 0, Ô'(x3^e.i) = 0y . . . d'(;x^^e„) = 0 • 

et les nombres «i, ... (g, par les 0 équations 

(183) ^'(Zj,«i) = 0, e'{z.,,s^) = Q, e'{z.^,f.i) = (), . . . d'{zo,{g) = 0. 

La fonction 0'(x.,e) est donnée par l’équation 

(184) 6'{x,e) = + co -\ , 

et la fonction (px par 

(185) (p{;x) = log ^'(æ, 0) -j- fJ~”‘ log' ^'(u;, 1) -f- o)"'*" log ^'(;r, 2) -|- • • • 

-j- log ^'(a;, n — 1). 

Si les fonctions v^, Uj, . . . u„_i sont déterminées d’après l’équation (175), 
les quantités 6>, /r et « auront les valeurs que leur donnent les équations 
(172), (173), (174), et dans le même cas la valeur de /t — a ou le nombre 
des fonctions dépendantes est le plus petit possible. Mais si les fonctions 
Uo, , . . . ont des formes quelconques, aloi’s ou a toujours 

(186) 6 = fi = h[d'(XjO).d'(x,l).d'((c,2) . . . ô'(^x,n — 1)]; 

a ou le nombre des indéterminées «, a' a" ., ... est arbitraire, mais sa va- 
leur ne peut pas surpasser le nombre 

— 1“ JlV^ — j — JiV'^ — I — * * * "j — , — j — vz 1 , 

ou celui des coefficients dans i \ , , ... moins un. 

Comme cas particuliex's on doit remarquer les suivants : ■ 

1“ Lorsque f.fC — ((X — /!)’'. 

Alors la formule (179) deviendra, en faisant pour abréger, • 

~ 1 ~ ' ' " ^ 1 

n'iipz^ -|“ ■ ■ ■ H~ ^o'P^ô — 2 : n''” ipz ., 
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2“ Lorsque f.yx = x — /?, 


(188) 

où 


JT U) ŸX wz = C— fJ - 4- -IL 

/ /vu . (hv 

o.-i:4r.4;o,.)5 


fi^ ■ (fl'^ 


3 “ Loi'sque • 

Alors ou aura la formule 

(189) ^CO’“ IjJX -[- VÎ’.T l/i;2 =: (J — ri ■ 

Si le fleuré rie la fonction ast nioindro (uic — - .1 , alors /7’— /t- 

s’évanouira, et on aura 

(190) 2:üf^ijjx + — C. 

D’après la valeur de (/).r, il est (da,ir ([ue le degré de la fonction 
(jxi le iioinbre A est toujours un noinlire entier; or (f)X est du 
degré zéro en général, et ne peut pas être d’un degré plus élevé, donc 
ne peut pas surpasser le plus grand nombre entier contenu dans 

v'^7 

/i '^*4 ! c’est-ù-diro (juc, d’après la notation adoptée, on aura en général 

<S*„j pl! j 

h s Eh ^ +*’[-4».H] s hfx + Ei-h.X-^)]- 

Si donc 

(191) hfx < — A[_/,.s,„(41 - 2, 

le nombre sera, toujours moindre que — 1, et par conséciuent la 

formule (190) aura lieu. 

La détermination de la fonction r/a*, cpii dépend de (‘,elle des quantités 
a, n/, a/\ etc., est en général assez longue; mais il y a un cas dans lequel 
on peut déterminer cette fonction d’une manière assez simple; c’est celui où 
l’on suppose 

En effet, en faisant 


( 193 ) = = 


26 
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les équations 

Cl) == 0, fiâ) = 0, ... 0'{;X,„Ô^) = 0 
peuvent s’écrire comme il suit; 

(194), 6xj^ = 6x.2 = wl‘~‘6yX.i^ . . . 

Eu supposant maintenant que tous les coefficients dans 6x soient des 
quantités indéterminées, la fonction dx sera du degré a — 1 ; il s’agit donc 
de trouver une fonction entière de x du degré a — 1 , qui, pour les a va- 
leurs particulières de x\ a:, , , . . . , auront les a valeurs correspond aîites 


Or, comme on sait, la fonction dx aura alors la valeur suivante: 


(195) 



(.r— ■«, ) (^—.1:3 ) • • • (æ— ^«) 

(‘®i *'a) ('*1 ■ ■ ■ (^'1 

I (æ A'J (æ' • • • (x .'Kg) , 

J (.t— .fj(.f— .fj • • • (a— .- f.-i) 

(‘^‘m ^' 1 ) ÇX'u ^ 2 ) * * ' (Xa Xy — 1 ) 


”[-■ • • • 
6^x^. 


En désignant cette fonction par d'x, la fonction la plus générale qui 
peut satisfaire aux équations (194) sera 

(196) dx = 6'x-\-{x — x^(x — x^ ■ ■ ■ {x — x„)d"x, 

ô"x étant une fonction entière quelconque. 

Ayant ainsi déterminé 6x^ on aura 0'{x^vi) d’après l’équation 

(197) 6{x^ m) = o)“'‘6xl{^‘^ -|- 

et la fonction (px par l’équation (185). 

Dans ce qui précède nous avons exposé ce qui . concerne les fonctions 

/ f'C d'V 

> A r général, quelle que soit la forme de la fonction 

Considérons maintenant quelques cas particuliers: 

A) soit d’abord n~l. 

Dans ce cas, le nombre des fonctions *•(,, «j, ... 6q_i se réduit à 

l’unité, c’est-à-dire qu’on aura la seule fonction Sp, qui, d’après l’équation 
(156), se réduit à runité. . 
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On aura donc 

r fic . dæ 

^ ,% = 1 , lf>X=J ■ 

L’équation (147) donne et l’équation (184) 

6'{æ^O) = vJi^^^ = Vo{x)- 
on aura ensuite la fonction cpx par (185), savoir: 

(/)a; = log--y„(a:). 

IjCS écpiations (182) qui déterniinei'ont 

R'i , 2^2 "j • • • ^ 

seront 

(198) no (æi) — 0 , ?>„ (;r,,) = 0 , ... (aq) = 0 , 

et celle qui donne • ^oi 

(199) =0. 

Cela pose, la fovnuile générale (179) deviendra, en remarquant que 
m = 0 , 

(200) '(//a:, -|- ifrx^ “h • • • “h ~h '/'^a 

A 

À 

Les équation.s (198) et (199) donnent 

no(a;)=z:«(a:— a:,)(a; — a:a)(a-— a;.,) . . . (.a;— æ„) . (æ — z,) (x — z^) . . . (.«— z^^). 

D’après l’équation (172) il est clair qu’on ])eut faire 6 — {). Alors ou 
aura, eu faisant eu meme temps j/=l, 

[l..gv. + log(/5-aa + l.>g(/?-»^.)+ - ■ ■ +l<>g {/?-*»)]• 

En faisant « = 1 , ■ il viendra 

(201) = O- + r-o). 

formule qu’il est aisé de vérifier. Elle donne, comme on le voit, Tintégrale 
de toute dittérentielle rationnelle. 


(i4 
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B) soit eu second lieu i?.— c/.i = l^ a^ = 0. Dans ce ca: 

on aura 

.Sor=l, ,9^ = (r,r,)^, Jiî<“^rrr r/, 


6^{x^ 0) = -|- — v^ i \^ , œ ■ 

La fonction cpx sera, en faisant m> = 1 , 


donc 


(px = log 6'{x, 0) — log e'{x, 1) log 


</■'* = log -T 


Delà posé, en mettant P,|(a:) et an lieu de n,, et , et taisant 

= r, — 


(202) w i//a: = 6' — 77 


ou 


en foisant =: 1 , 


77 loo- 1 

f P„(.r)yi/.^.r -f r,(,r)l/^;-Yr \ 

./2.ryiAd-D- 

— ''’.C'OyTr''/ 

d''-i /77 

p,^.(A,(/^)y7,,/^ + D,(/^)tyA/D 




/ /;r.d.T 

fx— _ •' 

J .ippv. . 

Les fonctions p„(.r) et sont détenninées pav les éipiations: 

''’o(D)y</’o-L-l-<DD(D)y'/’i-D = 0, 


y 7" + «> 2 (•' 2 ) y T’i X ., “ 0 , etc. 
et 2 ,, 2 o, .. . 2 ,^, par l’éqnation (IBl), qui deviendra 


(203) 


K(-)P'/'„~'-[D(^)l^<fd 


{= — Xl) (-—■'•.) • • • (s— ■'•„) 


:0. 


Les quantités w, , en, . . . «ont toutes égales à -[-1 ou <\ — 1, et 
^ 1 ) '^2 1 qid «ont aussi de la meme forme, sont déterminées par 




^’o(~Jl/r.d 




7 j7\) : 


. »’u(~.2)1/7'o“2 , 
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La plus petite valeur de 6 «e trouve par réquation (172), en reniai- 
quant que 

on aura 

0 = -j- ^ — Y ~ ? 

oîi 9?/ eKSt le plus grand commun diviseur de 2 et hi\-\~h7\2] si donc 

. (f^x) = 2m — 1 , 
ou 

h ((p^^x . x) = 2 in , 

on aura pour 0 la même valeur, savoir: 

0 zrz 1 5 

quant aux valeurs de ?’o et ?q, on aura réquation (176), savoir, si (>=1, 

ho,, = ho, E h ^ = h\ -j- £J-1- {h (f , :r - // (p,/.r} ; 

donc dans le cas oîi . (ppr) = 27;?. - ~ 1 , 

ZlV’o = Y ? 

et dans le cas où ]i{(f\^'X.(pyx) = 2‘iïi^ 

hi\, = hv^ ~|- 4 {L(p,x h(p,,x). 


Ponr les va, leurs de /.r et a on aura, dùiprès les équations (173) et (174) 

R — 2 //?’ I -[- hcp^ X , 

a — 2Z'?q -f- h(p^ x — m -[-> 1 . 


Si 7 ??, = 1, on a, 0 = 0^ donc alors: 


Dans ce cas: 


" ü)\pX=iV. 


y.fx 


f fæ . (Ix 


J 

où li est du premier ou du second degré. 

(Jette intégrale peut donc s’exprimer pai* des fonctions algébriques e 
logaritlimiques, comme on le voit, en faisant 

(p,x=f,x-y(f,^ f:/x={x—(3)% 

=: 1 , = a ; 
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on aura 


yyo‘^'i 


donc en substituant et faisant =: 1 , 


(204) 


fæi . dxi 


-^n 


J (‘ y («0 (fil + (il) ' 

J I ^ (ip ) (fii«^^T ~i~ ^ H- \ 

i (.î * — ('^) . y («0 (fii*'^' -|- ^i) ^ y (fip-T -f- ô'o) (fii.Ti -f- 5i) — y (£o‘'^'i + (^o) (fii-'^’ h- I 

1 d^'~^ I fp y (iôXfii*^ H” (ïi) 4~ V^C fii/^d " (il) (fio^'i -y (ip) \ . 

7 ^ [ ÿ(fo/^ -(- (b) (fii/^ "f" (il) y (fio/^^ (ip) (fii'Ti -f- ()'i) y(fii/'^H- di) (fio‘'^-'’i y* ^i) i 


soit, par exemple, p=:0, fx^ = l^ on aura, en mettant au lieu de 


y (fio ^ “h (io) (fil (il) 
ff-L 77 ( ^ loo- 

\ y (fio*'^’ H~ (ïp) (fii*'^' "f" (i'i) y(fi0‘'^' “f" do) (^1-^ d'i) — ÿ(fii*'^' y* d'i) (foc -|-- ()'ü) 


= c+n 


!fi -i- 


-[-••• log 


IVeoV V^ iV £ü~ H” <\) 


Si* “1~ — Y Si V £()* “1” ()(» 


J y (fi()^ ~j~ d'o) (siZ -Ç- ()'i) y €()£i y y fii 

8i 'rn — 2^ 011 aura 6^ = 1, 

h ((/)(, rr . — 8 ou 4 . 


1 ]()o’ d~ d~ ~y 
y €()£i ^ y £o y fii- + (ii y fii y fio- h- (% 


Dans ce cas ou aura donc 


(205) ^ü)ifix — v — * * * “h 

et la fonction, <//:/; sera un(‘i fonction elliptique. 

On aura immédiatement la valeur de par Técpiation (208). 
En effet, en faisant 

{;D,z)\p,z — {;o,zy(p^z= • • • 


on aura 


A ~\Y^\ 


A (™-l)«+i ■ 
n .r,;., . . . .0, ^ 
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il est clair que est une fonction rationnelle de , .«a , . . . , \(p, 


o«i, 


y(/ 5 „æa, . . . yf/>oa;„, y^’i»!, • • • y^i®»- 


Soit, par exemple, 

(y^Q X Tzzi 1. ^ OCj: et/ ""l — CC2et/"‘ — j — 1. , 


OU trouvera les équations: 


't’afet:) : 


CÜ 


1 ^ 7 " CI)l 2 7 


OJi 


O) 


X 76 ^ 1 r~ .'// Lli ’i/ 

— ---; y 7 ”rr.; K 1 

il ^2 ‘<'2 ‘^-'i 

7 û)i ,% V (fl x^ — WiX^pi Æ'a 


1 ■ |/ H~ ^‘2 ----- y<Éi îtîa 

^ tt'l Æ'o r / 1 1 I /J r / 1 - 


- ,». ---t- V M - <"a -i--; V<A*> 


't'i 


«Aîj_ 


OU trouve de même: 


A— .(.il — 0C(), B- 


doue 

si Tou fait 


7 


I (<(| — «(0 1 I •■'-'i -1- '>‘i <pL-<’-2 -— 2ctnc/:i . .'i;i.'«Vq/>q'‘'i • fix.^ \ 

Æi.ra «3 a;)A’U«'a l (•<■•! — .%) “ “/’ 

1 , lUa = + J , 


/ 

CWi 


l’équation (2ü5) deviendra donc 
(206) i//*i + yjx^ = + ijjz -|- (J 


OU 


yjx 


"X= 

J 


l/ac'r . Vf/’. 
fx . d,c 


[ - -^pr r -log Fft 1 , 


5 cpx = «0 -|- «i X -[- «2 X ^^ -|- «3 ;c * , 


CC(j — j— (Xi<C — |— CX-^IV~‘ — j— CC^X'^ 

(.eay</)i(;i + .fi V (/'.«a ) "^ — «o (at — .•«2) ^ 


i’x 


aaÆiR'aC.i'i — 

y</>.tT + ■1 ’ y(/>.i ;3 - 1 - V(px 

;Cj — ic^ ^ aî^ — ‘<*1 


ou bien 


q: - Y<f.n^ — yÿ-f 

J ttîo ^ * 

X îû Z X 


Fx-. 


b'/a-’i 

.. -|_ 

y 'J '±2 i_ 

£c) (aî^ X ) 

VcfX 

— a;) (îCj ■ 

—•'«2 ’) é«.2 ' 

(x X^) (x Xo,.) 


- ~ . + 

iCo) (X* 2 - 

Vr-pi 

■ ■ X^ ( X i’> ■"■'™*** U 3 2 J 

Yppx 

{X — X^) (X—X2) 
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Pour f^x — x — /?, fx=l^ on a 

■^,x, ± ipx, = ± ipz + log- =f(;;r:^y^ 5 

et pour yix=l, fxz=l^ 

+ Ipx^ = + -|- ( 7 , où ipx = J • 

Soit encore m = 3 , on aura 6 = 2 , et Ji [cp^x . (p^x) = 6 ou 6 . Dans ce 
cas donc on a 


r fx . dx 


ipx 

où B est rxn polynôme du cinquième oix sixième degré, et 

WplpX^ -|- CO.j1pX.2 -f- • • • “h ■'/'*'» = '>^ 77j l//Zi — ipz.2 . 


Ces fonctions a, , sont les deux racines d’une équation du second 
degré, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de << 1 . ' ^ ^ t/ q ■ • • 

et y 14, yi4 • • - , eu désignant par B^, B..,, B^ . . ., les valeui’s de B 

coi’respondant à , X3 . . . . 

Comme cas particuliers je citerai seulement les sxiivants : 
l*’ Lorsque fx = A^x, fpx = 1 . . Alors on aura 




(-^0 ”1“ Aliâfj dx 


et 


V.X: 


V H~ ^1 - 4 " • • • X f^G 

ih i ih i • • • i — i '^p^i i 

2 ^ Lorsque cpoX = 1 , (ppx = -\- a^x -|- a.jX‘^ -|™ a.yx''^ -|- a,y ,rP -[- ar/xr' = (px^ 

— CLq — j — Qj^ X — I — (1-2^ X"' ^ '0^ X ■ — 1 . 

Alors 011 trouvera facilement 




4 " 


(.r-^i)(.i;— .Ca) 

^ ‘f-'" + (.ra-.rO 



et 


où 


+ \pfXi + iffx^ + '\px^ = Hh ipz^ + ipz^ -|- C 


n 


Jx 

f%xi(p. 


CÙX 


.lc.ïg + ^. 


d‘'- 


fi-i 


loff 







fx . dx 
f>x . '\/ (px 
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et 


± y 


d: y 


_ J — 




y^x 


(x^-x) (a^~x,2) ‘ (x^j -x) (x,^ -a^ j^ ) (æ\^ - x^ ) ^ (x^-x) (x^-x^) (x^~x,^) ' (x-x^) (x-x.^) (x-x^) ^ 

+ y <p^‘t I dz y 9^ ^2 1- — - dz y^^' ^ 

(Xy^-X) ' (^2"^) (^2'~^i)(^2~^3) ' (^8"*) (^3 "^l) (^3 ’^'a) (^“^2) (^“^3) 

% et 25^ sont les racines de réquatioii 

— O 

■(._,,,) 

Eu faisant dans la fovnuile générale (202) 0 ^= 1 ^ ou aura 

( _ (•': ~ ;'î^) :: ‘ (:::~ ■'.'■j?).^. l/ ‘é!:i _ • • • 0 «— ]/ 

J ^ (a'i — .i'2)---(«'i — .r„) ^ f/>0''’i — .'Ki)(.'i% — ^ To**''^ 

1 0'-— ■*'!) • • • (■'•— 1/ 

“ (;(!„ — ;ri) • • • (æ„ — .(;„_i) r (p^x^ ’ 

et d’après cela 




on 


F,xz 


(JÜ IpX —j — -2b "Il IjJZ '• 


Cüi 

(.üi — ai) (xi- 


0— n 


log 


(+- 


(/,'■ J 


./■p’ 


1 /^od 
lüff ,.r-; 




y .T<zx 1 :/., 7'iP=‘2_ 1 . . . 

— •%) ■ ■ ■ ('*1 '*(1) (•'*''2 >'t')(i'C2 a'i) • • • (v(/2 Xu) 


r 7'ü“‘i 


w, 


l Æ')(Æ'„ — a:i) •••(.'»„ — cCu-i) ' (a-— æ-i)(æ— .« 3)-'-G'e— a!a) 


,1/"^ 

r (f,,a 




+ 


V: 


fjz 

<p^x 


r ‘/'()*J I r ’foZji I 

ti— •■'■') • • • (■'■1 — •'■'') ' (X‘j—x) (Xii — Xi) ■ ■'■ (.%—.'(?„) ' 


r 


I\x-. 


(Xi 


a, 


V: 


fl^U 

fo-^.c 


r 'fü® 


I ! U IC r V ü'",. • 

1 '(.av— x) Gi;„ — A-i) '- • • (*(■•„ — (.■«— .ri) (x—Xü) ■ • . (.r— »„) ’ 

Zi, Zü, ■ ■ • Z() 1®« racines de l’équation 

Vü'^ - (püS — IpiS _ Q 

(- .ri) (^ X‘^ . • * {z X(^ 

En faisant dans la uiême formule g-énérale = 1 , on aura 


X w ijjx -[- X -mjiz = (J — JJ 


j Jqo’ 

\ y r/)o X . (pi X ^ wi) X y (püX — «1 a; y cpxx j 


27 
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OU 


r fx . dx 

ijJX^ 

J Vcpo^v.cpiX 


Si fx est du (wi — 2)" degré, on aura 

^ U) ijjx -|- ^ nipz = C ] 

Si l’on fait f,x = x — (f fx—1, ou aura 


ou 


JS (O Ÿ'x ^ jr ifjz = C' -]- 
llJX = 


log 


. Vo[iVfpotl + VifVff 


V (poi^ • (pii-^ ^ voi^Vfpoj-^ — thi^V (pi 


( Ix 


(æ fVffoX. cpi,x 


C) Soit en troisième lieu n=‘i, R = rlrf «, = 0, a.^ = 0. 
Alors on aura 


dfx 

A>) 

+ 

0 

II 

vprf ri 

i <> 

-h 

3 

■i 7 

efx 

n) 

^0"]” 

1 J 

LDV^r} ri 


ri 

e\x 

.2) 

+ 

0 

11 

ri 



= log^A: 

, 0) — [~ 

”4oo- d'(x. 


logi 

'{x, 1) Bfx 

;,2) = v 

0 H- w? ?’i ■' 



donc 

m : 

= 1, 

II 

0 

9 2 ^1^5 

«() 


v.i = V 2 {x)^ la formule (179) deviendra 

2 lOipX ^ 71 IjJZ 


G—n 


A’ 




-, [log {F,x) + (U log {f\x) + ( 0 ^ log (AA] 


fx . Gpox) ^ (epif 


A-JSy - 
' dji "-1 S 


M 


.A 


[l(jg Ao /?) -j- (O log {I\ (S) -\~W- log [IG /)') ] 


ou 


/ fx . dx 

- — ^ — i 3- ’ 

fx.{(p„æy{(ppiF 
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= v^{x){(p^oc)^(p^x)^ -f- v,Xx){cp^x)^{(p^a^^\ 

12 2 1 

Ii\x = Va(x)-\- 0)V^{fc)((paX)^ {(p^x)^ -\- CO^V.^{x) {(p^^x)^ {(fiX)'^ , 

12 2 1 

E.x = ?)„(æ) -[- a)^v^(x) (^oR;) * {(p^x) ^ -j- œv.^{x) (cpox) ^ (cp^x) . 

Pour les mêmes valeurs de cPi , æ, , æ» , . . . , . . . F^x, F.^x, ou 

aura aussi 


’ U) IpX -[- ^ ir ipz : 


G— n 


fx 


T -h (-^1^») + log‘ {F.x)] 


M..(cp^xy (rp^x) 


,A3 


— -i r 


d,"-i 


( 


— — i- li'.g(U/S) -h iog(j;/s)]| 

Les fonctions tj d>2 ^ • • • Zo^ sont les racines de réqnation 


) 


(z — x^) (z — x^) (z — r/y) • • • (3 — ^ 

D’après l’équation (172), la phis petite valeur sera 
0 = hvy -[- hr^ -[-1 — - ; 

en remarquant que = 7c„=l, n' est le plus grand commun divisexir 

de 3 et 

Soit d’abord 7/)'^ -[- 27/7’a — 3 to, on aura n' = S et 0 = h {cp^,x, . (p^x) — 2 . 
Si 7/ri -|- 27/?’2 — 3w, — 1 ou 3'»?. — 2 , on aura 9 ?/— 1, et par suite 
e = h.(cp,,x.ip^x)—\. 

Ainsi, par exemple, on aura ])our 

KFv’-' • — 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , G . . . 

(9 1 = 0 , 1, 2, 3, 4, 5 . . . lorsque 7if/)„æ 27^^/)^æ = 39» + 1 
et 6-^ 0, 1, 2, 3, 4 . . . lorsque h(.p^^x-^-21uppx~?yui. 



XIIL 

RECHERCHE DE LA QUANTITÉ QUI SATISFAIT A LA FOIS A DEUX 
ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONNÉES. 

Annales de Mathématiques pures et appliquées rédigées par M. J. D. Oergonnc, t. XVII, Paris 1827. 

Loi’squ’une quantité satisfait, à la fois, à deux équations algébriques 
données, ces deux équations ont un facteur commun du preinier degré. En 
supposant quelles n’ont pas d’autre facteur commun que celui-là, on peut 
toujours, comme l’on sait, exprimer rationnellement l’inconnue en fonction 
des coefficiens des deux équations. On y parvient d’ordinaire à l’aide de 
l’élimination ; mais je vais faire voir, dans ce qui va suivre, que, dans tous 
les cas, on peut calcTiIer immédiatement la valeur de l’inconnue, (ju, plus 
généralement encore, la valeur d’une fonction rationnelle quelcon(]uc de cette 
inconnue. 

Soient 

(1) (py -f paÿ' H \-p,n-i + y”' = 0 , 

(2) tyy = qo + qpj + H h îZ«-i + ?/’* == 0 , 

les deux équations proposées, la première du m"”" et l’autre du degré. 

Désignons les n racines de (2) par y, y,, y^, ... y„_.,; en les substitu- 
ant tour à tour dans (1), on aura les n fonctions 

(^) fpUi (pVii (py^, ■ • ■ 
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Soient 


( 4 ) 


X 


Li = (py , . (py, .(pys . . . 

• 9yn-2 • 9yn-l , 

X= (py -(pys- 9ih ■ ■ • 

• (Plln-S • (PlJn-l 5 

U, = cpy . (py, . (py„ . . . 

• 9yn-2 ■ (PlR-l , 

-2 = (py • (pyi • (py^ ■ ■ • 

• (PlJn-S ■ 9yn-l , 

_ 1 — (py .(py,.(py, . . . 

• (PUn-S • (pyn-2 ■ 


Cela posé, soit fy la fonction rationnelle de y dont on vent déterminer 
la valeur, et désignons par 6y une autre fonction rationnelle quelcionque de y. 
On aura l’équation identique 

(5) fy .6y . lî =fy • Oy . IL 

Maintenant, ayant (py = Ç)^ on aura 

= ll, = 0, .... ]L^, = 0, 

et, pai* suite, 

tli -|- tfî^ -[- tJL ~h C-^4 -|- • • • -f- in-aXt-'i “h ^ 1 

où t, C, ... C.,. 3 , sont des (piantités quelconques. 

En faisant donc d’abord 


1 = 6y, L = Glh , C — - Gy., , . . . C_i — Oy„_j , 

et ensuite 

^=fV-Gy, fi=fyi-0y,, t.,=fy,:ey.,, ... 

on obtiendra les deux équations 

( Gy . = Gy . It -|- ^//i . 74 -|- dy , . 74 -f~ ‘ • 4“ Gy^^__, . 74 1 , 

(^’) j fy • Gy . R =fy . Oy . R -ffVi • Gy , . R, -fflh • Gy ., . 74 -f- . . . 

( -\-fVn-i ■ Gyn-i . 74-.1 ; 

par là, réqiiation (5) deviendra 

fy {Oy .Jt + Gy, . R, -[- Gy ., . 74 -| h • X-.) 

= Gy -fy . R H- Gy, .fy, . R, -[- Gy, .fy , . 74 -f . • • -f 6» . R,^_, ; 

équation qui, en posant, pour abrég’er, 

I 6 y . R -|- Gy, . R, ~\~ 6 y , . 74 4“ ' ' ' 4~ Gy „_ , . R„_., — ^ Gy . 74 

\ fy ■ Gy . R -ffy , . Gy , . R, -[-fy, . Oy, . R, -\ 

( • Gyn-i • X-, = ^fy • Gy . R, 


( 7 ) 
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deviendra 

et de là 
( 8 ) 


fy^0y.R = 2fy.ey.B, 


fy= 


^fy-6y .R 

2By.B 


Maintenant il est clair que le nnmératenr et le dénominateur de cette 
valeur de fy sont des fonctions rationnelles et symétriques des racines ?/, 
3/15 y-ii 3/3? • • • 3 /n-ii on peut donc en vertu des formules connues, les ex- 
primer rationnellement par les coefficiens des équations ( 1 ) et ( 2 ). 11 en 

est donc de même de la fonction fy. 

La fonction rationnelle 6y étant arbitraire, on peut en disposer pour 
simplifier l’expression de fy. Pour cela, soit 

Eîl, 

TU ’ 


où Fy et xy sont deux fonctions entières; on aura, en substituant, 

.^jy.op.n 

Ry xiv) . 

ty — '-ley Ji ’ 


si donc on suppose 6y — %y.f on aura 


( 9 ) 


F y — F/y . Ji 

7JJ ^l y R ’ 


et alors le numérateur et le dénominateur de cette fonction seront des fonc- 
tions entières des coefficiens des équations proposées. 

Hi on aura, pour une fonction entière quclconcpie .F?/, 


( 10 ) 


Fy = 


:SFy .R , 

^ ’ 


ou bien 


Fy. 


Fy . Il -fi .Fv/j . F, -p Fy,^ . • • -f- Fiji^^^ . 

Il fi- If -p 11-2 ~P • • ■ ~P 11)1—1 


Mais on peut encore simplifier beaucoup l’expression do Fy de la manière 
suivante ; 

Désignons par yj'y la dérivée de 1//?/, par rapport à y, et faisons 



l’équation ( 8 ) donnei'a 
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( 11 ) 

Cela posé, ou peut d’abord exprimer U par uue fonction entière de y. Eu 
effet, si l’on fait 

(2 2/1) i/3) ■ ■ ■ ■ ■ ■ ~h'^ 0 =^Oî 

ou peut transformer iil, cpii est une fmetion entière et symétrique de yi , , 

V'ii • • • Vn-i. 1 6u foucti(m entière des eoefticicns ü,, , ü, , , ... ■y„_ 3 . 

Maintenant, on a 

(3 ■ y) 

= <h + <lv^ + -f- • • . -f- -h 3 ” = 3 ” + — y) 2 ’‘~' 

“h ('Ci -8 — y '■« -2) -j- — y Wn-s) 3"“^ “!“••• 

donc 

"« -a = '/« .-2 + y- 'y« -2, 

= (/«- ■i~\~y • 5 


d’où il suit que v;,,, y, , ••• '"«-a fonctions entières de y; la 

fonction R l’est donc aussi; elle est donC/ de la forme 

(12) R = H- (q y 4“ Pa y + Pa y ’‘ + • • • + p^ y^ 

où il est évident que po, Pi , Pa, ••• p/t seront des fonctions entières des 
coefticiens des équations (1) et (2). 

La fonction R sera d’un degré supérieur à -n — 1; mais il est clair 
qu’on peut, en vertu de l’équation (2), en éliminer toutes les puissances do 
y supérieures ù la (« — 1)“'"“, et de cette manière mettre R sous la forme 

j^'—PoH-PiyH-Pay^H-pay*-!- ■ • • -hp«~iy'‘'~4 
où p„, Pji , pa, . . . p„„i sont toujours dos fonctions entières de yv,, , yq , yq, 

• • • Rm -1 ^ th) 1 R 1 Rt • • • y»—! • 

En multipliant R par la fonction entière F y on aura la fonction Fy.R, 
qui est de même une fonction civtière de y. On peut donc la mettre sous 
la même forme que R, c’est-à-dire (ju’on peut poser 

( 13 ) l'y Az Zo + b y + L y" + L y " H h C-i y” 


9 
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(“o , étant encore des fonctions entières de -jj» i l>i i Ih ■ • i>«. 

5 üi: • • • 1 • 

Dès que E sera déterminé par l’équation (12), il est clair qu’on aur; 

Ei = • • ■ +(v-ii/r'S 

il'3 = Po4-(-'lÿ2 + ^'3y3“h('3i/2“h • • • 1 


On aura de même 

Fy^. E.2 = t^-{- t^y-i-^r ^■iyt~\~ ‘ ‘ ' “["''«-iZ/'r'S 


Fy^_.i.E„_2 = h-\-hyn-^i-{-t‘jyt-i-\-yjt-i~\- • • • -\-K-iy’n-i- 


Maintenant je dis qu’on aura 



En effet, on a d’abord 

E E I El I E^2 I I li-ji -1 . 

" Ip'y ~~ Fy' f y, ' Fy .2 ' Fyn-i ’ 

donc, en substituant les valeurs de E, E ^ , , ... E„__i , 



Or, i/i , y^, ... yn-ii étant les racines de l’équation (2) ou a 

¥y = {y— y y) {y — ih) {y — y ù-- - {y — yn-d , 
>p'yi={yi—y){y^—y^)ii/i—y^) ■ ■ ■ ü/i— 
tp%=iy‘j--y){y^~yi){y‘2~îh) ■ ■ • 
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= 2/i)(z/«--i— y.) • • • (z/.-i— 2/«-2) ; 


donc, d’après nue formule connue, les coefliciens de (^o, p,, ^^7 • • • ('«-i; 
dans l’expression de s’évanouh'ont tous, excepté celui de ^„_i, qui 


se réduira à l’iiuité; on aura donc 




li 


4''!/ 


Çn-l ■ 


4''ÿ 


^u-~i ■> 


On prouvera exactement de la même manière que 
donc, eu vertu de l’équation ( 11 ), 

Fy 




(>n~L 


OU cil écrivant t et (>, au lieu do i,,_i et ^ , 


Fy 


Soit inaiiitcnant F'y une autre fonction entière de y] en {supposant 
(15) 7->.2(=ry--‘ + /V,:r-=+''.._,;/“+ • ■ ■ +Vÿ + V, 

t’, ■■■!'. étant des foucticnis entières des (piantités 2^01 pn Ih 


•/Vi, (hi on aura 


(16) 


i' 


d’où, en comparant (14) à (16), 




(17) 


Fÿ _ /, 

F' y t' 


Ainsi on aura la valeur d’une fonction rationnelle quelconque Jj par 1( 

1/ 

développement des deux fonctions 


Fy.li et F'y.li. 

lia fiirmule (17) peut facilement être traduite en théorème. 

IjC cas le plus simple est celui oii l’on cherche uniqtieîuent la valeui 
de y. Alors oiOa 


y — 


(JU 


U=z^yy<^-^ . . . et iiy = ty’^-^-^tY 


2Ü 
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On peut exprimer t eu (> et q'. Eu effet eu substituant la valeur de 
il viendra 

% = P2/’+ey'“‘H : 

or, eu vertu de l’équation (2), on a 

y — îZn-aÿ ■; 

donc, en substituant 

= {q' -}-•••• 

Dans le développement de lli/^ le coefficient de est donc 

q' — ixju-i = t ; 

donc 

„ Q' — Q , 

ou bien 

(18) — Y' 

De cette manière, ou n’a besoin de connaître que les cocffiiîiens de et 

dans le développement de 

B = =(pyi- (py^ -m ■ • • • 

PariS; le 2 novembre 182G 



XIY. 

RECHERCHES SUR LA SÉRIE 1 + .r 4- ,,,.2 4. ,,3 -I 

1 ' 1.2 ' 1.2 .'îi ‘ ” 

Journal filr die rc.ino und angcwandtc Matliomatik, hcrausft-cgcdjcn von Ordlr^ Bd. I, Berlin 182G, 

1 . 

Si Ton fait snljii- an raisonncnient dont on .sc sert en gdnéi-al qiiand il 
s’agit des séries infinies, un examen pins exact, ou trouvera cpi’il est, à tout 
• prendre, peu satisfaisant, et que par conséquent le nombre des tliéorèmes, con- 
cernant les séries infinies, qui peuvent êti-e considérés comme rigoureusemeiit 
fondés, est très limité. On appliqiie ordinairement les opérations de l’analyse 
aux séries infinies de la même manière que si les séries étaient finies, ce 
qui ne me semljle pas permis sans démonstration particulière. Si par. ex- 
emple on doit multiplier deux séries infinies l’une par l’autre, on pose 

-]- • • •)(•??,> -f- “h ’-a "f- *^3 -j- • • • ) — H' WiU)) 
“h “f" “h'^aUi) ■ ■ ■ ~t“ 3~h ■ ■ ■ ■ • • 

Cette éqiiatiou est très juste lorsque les séries ?/„ -|- fq -[-... et ??„ v, ■ 
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d’abord nécessaire qu’elles con- 
vergent, car une série divergente n’a pas de somme ; ensuite la série du 
second membre doit de môme convei’ger. C’est seixlement avec cette restric- 
tion que l’expression ci-dossus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu’à 
présent on n’y a pas cm égard. C’est ce qii’on se propose de faire dans ce 
mémoire. Il y a encore plusieurs opérations semblables à justifier p. ex. 

28 * 
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KECHERCHES SUR LA SERIE 1 -| x — + • • • 

1 1.2 


le procédé ordinaire pour diviser une quantité par une série infinie, celui 
de l’élévation d’une série infinie à une puissance, celui de la détermination 
de son logaritlime, de son sinus, de son cosinus, etc. 

Un autre procédé qu’on trouve fréquemment dans l’analyse, et qui assez 
souvent conduit à des contradictions, c’est qu’on se sert dès séries divergentes 
pour l’évaluation des valeurs numériques des séries. Une série divergente 
no peut jamais être égale à une quantité déterminée; c’est seulement une 
expression jouissant de certaines propriétés qui se rapportent aux opérations 
auxquelles la série est soumise. 

Les séries divergentes peuvent quelquefois servir avec succès de sym- 
boles pour exprimer telle ou telle proposition d’une ■ manière abrégée ; mais 
on ne saurait jamais les mettre à la place de quantités déterminées. Par 
un tel procédé on peut démontrer tout ce qu’on veut, l’impossible aussi bien 
que le possible. 

Une des séries les plus remarquables dans l’analyse algébrique est 
celle-ci : 


1 + T 


7)1 , 7)1 ('))l 

X ^ 


1.2 




l)(m— 2) , , 

1.2.3 -r • ■ 

I m(«i — l)(w. — 2) • • 

"T ÏT2T3".” 






Lorsque m est un nombre entier positif, on sait que la somme de cette séide, 
qui dans ce cas est finie, peut s’exprimer par (l-j-a')”'. Lorsque m n’est 
pas un nombre entiei*, la série ira à l’infini, et elle sera convergente ou di- 
vergente, selon les différentes valeurs qu’on attribuera à m et à x. Dans 
ce cas on pose de même l’équation 


(1 -|- x)“ = 1 -|- Y 


m (?« — 1 ) 
172 




-h 


? 


mais alors l’égalité exprime seulement que les deux expressions 

(1+0,)- et l + '»a, + ”fe--«x>+... 

ont certaines propriétés communes desquelles, pour certaines valeurs de m 
et de X, dépend l’égalité numérique des expressions. On suppose que 
l’égalité numérique aura toujours lieu, lorsque la série est convergente; 
mais c’est ce qui jusqu’à présent n’est pas, encore démontré. On n’a 
meme pas examiné tous les cas ou la série est convergente. Lors même 



221 


* 1)} 0]} ( Olh ~ *1 1 

RECHEUCHES SUR LA SERIE 1 -1- — æ -4- J- . . . 

1 1.2 ^ 


qu’on suppose l’existence de l’équation ci-dessus, il reste encore à cliercKer 
la valeur de (l-l-æ)"', car cette expression a en général une infinité de va- 
leurs différentes, tandis que la séide 1 -|- mx -j- . . . n’en a qu’une seule. 

Le but de ce mémoire est d’essayer de remplir une lacune par la so- 
lution complète du problème suivant: 

"Trouver la somme de la série 


1 J_ - -L 1) .^2 I ^h (w— 1 )0^' - 

• 1 ' i ,2 ^ ' 1.2.3 


- 2 ) 


X' 


V 


"pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x et de 'ni pour 
"lesquelles la série est convergente.” 


2 . 

Nous allons d’abord établir quelques tbéorèmes nécessaires sur les séries. 
L’excellent ouvrage de M. CaucJiy "Cours d’analyse de l’école polyteelmique”, 
qixi doit être lu par tout analyste qui aime la rigueur dans les rccberclies 
mathématiques, nous sei-vira de guide. 

Dêfmiicm. Une série quelconque 

sera dite convergente, si pour des valeurs toujoxu-s croissantes de m, la 
somme x:,, ‘ ‘ s’approche indéfiniment d’une certaine limite. 

Cette limite s’appellera la ftomme de la série. Dans le cas contraire la série 
sera dite divergente, et elle n’a pas de somme. D’après cette définition, pour 
qxi’une série soit convergente, il est nécessaire et il suffit que pour des va- 
leurs toujours croissantes de va, la somme -j- s’approche 
indéfiniment de Kcro, quelle que soit la valeur de n. 

Donc, dans une séi-io convergente quelconque, le terme général v„ s’ap- 
prochera indéfiniment de zéro*). 

Théorhne L Si en désignant par quantités 

positives, le c[uotient -’-ij pour des valeurs toujoixrs croissa,ntes de to, s’ap- 
proche indéfiniment dhine limite a plus grande que 1, hi série 


l\)ur abréger^ on représentora dans ce uiénioire par co une quantité qui peut être 
plus petite que toute quantité donnée. 
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UECHEROHES SUR LA SEIUE æ-] — -f 


■ ■ ■ ~h^mî'în“h ' ’ 

qti est une quantité qui pour des valeurs toujoui’s croissantes de m ne 
s’approclie pas indéfiniment de zéro, sera nécessairement divergente. 

Thêorlme II. Si dans une série de quantités positives Po -h Pi “h ^»2 H” • • • 

H-Pm-j- ■ • • le quotient pour des valeurs toujours croissantes de m, 

Qm 

s’approche indéfiniment d’une limite a plus petite que 1 , la série 
foPo“h*lî'l“h®2p2-h • • • -f-fmPM-f- • • 


OÙ. «0 7 ^17 ^2 etc. sont des quantités qui ne surpassent pas l’unité, sera né- 
cessairement convergente. 

En effet, d’après la supposition, on peut toujours prendre m assez grand 
pour que p,„+i<«p,„, p«+2<«p™+i, ••• p».+« < «p,„+,7_i • H àe là que 

P«+Æ < P,» et par suite 


Pto “h î'm+i -[-••• -j- p„+„ < p„, (1 « “h -j- • • • ’ 

donc, à plus forte raison 


hit P m + 


Or, puisque p^+i < «^’p,„ et «< 1 , il est clair que p,„ et par conséquent 
la somme 

^mÇm I hi+lPnt+1 | ’ ' * I ^îit+îtPmH-st 

aura zéro pour limite. La série ci-dessus est donc convergente. 

Théorème III. En désignant par to , h , tg , . . . . . . iine série de 

quantités quelconques, si = est toujours moindre 

qu’une quantité déterminée d, on aura 

^ H- ^2^2 ~h • • • ~h h)7 

OÙ «0 , «1 , «2 . . . sont des quantités positives décroissantes. • 

En effet, on a 

to=Poi k=Pi—Poj fi—Pî—ph etc. 

donc 

r = foPo + «1 {pi —Pa) + «2 {P2 —Pl) H h ~Pv,-l), 

ou bien 

’• — i^oCh) — «i) -^rPl{h — f2) H \-Pv,-i (ftit-i — h„) +i5,„«,„ . 
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7 ^ 1 ^ 1.2 ~ 

Or les cliftereuces , 6i — 5 • • • étant positives, la quantité r sera évi- 

deinnieut moindre que âs^. 

Définition. Une fonction fx sera dite fonction continue de x entre les 
limites x=a et ic = & , si pour une valeur quelconque de x comprise 
entre ces limites, la quantité f{x — /5), pour des valeurs toujours décrois- 
santes de /?, s’approclie indéfiniment de la limite fx. 

Théorème IV. Si la série 


fa — v^-f-v^a-\-v.^a^ • • ' 


est convergente pour une certaine valeur â de g, elle sera aussi converg’eute 
pour tonte valeur moindre que d, et, pour des valeurs toujours décroissantes 
de /3, la fonction /(a — /?) s’approcliera indéfiniment de la limite /«, en 
supposant que a soit égal ou inférieur à ô\ 


Soit 


on aura 






1/1 G, 


■if)a = -j- ( 


Wi + 1 


( ^ \ 7;i 

J Vi T désig’iiant la plus grande 

des quantités etc. On 

poiuTa donc pour toute valeur de g, égale ou inférieure à d, prendre m 
assez grand pour qu’on ait 

yja= eu. 

Or fa ==■ <pa -\- ipa , donc fa — /(g — /?) = (pci — (p{a — /5) -\- co . 

De plus, (pa étant une fonction entière de g, on peut prendre assez 
petit pour que 

(pa — (p (g — /f) = (U ; 

donc on a de même 

/«— /(«■— = 

ce qu’il fallait démontrer. 


Théorème V. Soit 

'^0 -j- Wid -j- 7^2 d" -|- • • • 


une série convergente, dans laquelle , Vi , «2 . . . sont des fonctioiis conti- 
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nues d’une niênie quantité variable x entre les limites x = a et x = 6 , lâ 
série 

fx = Vf,-\-v^a-\-v^a^ ■ 1 

où a < â, sera convergente et fonction continue de x entre les mêmes limites. 

Il est déjà démontré que la série fx est convergente. On peut dé- 

montrer comme il suit, que la fonction fx est continue. 

Soit 


'^0 ~1~ “h ■ ■ ■ 1®"' " ip x^ 


m + 1 


w—l . 

_icx 

IjJX^ 


on aura 
Or 


fx = cpx-\- ipx. 


)«+l 


wi + 2 


[y ] + 2 <5' ^ -f- * • * J 

doue eu désignant par 6x la plus grande des qiiantifés + 

vertu du tliéorèine 111: 


6x. 

Il s^eusuit qu’on peut prendre m assez grand pour qu’on ait ifix — coj et 
que par coiuséquent on ait aussi 

fx — (px-\-a)j 

où (O est moindre que toute quantité assignable. 

On a de même 

J{x — (i) = <ip{x — /?) -[-(O, 


donc 


/x — /(x— /?) = (px — (p{x—ft) 4- U). 


Or d’après la forme de (px il est clair qu’on peut prendre f assez petit 
pour cpi’on ait 

(px — (p{x — ft) = lOj 

d’où l’on tire 

fx — f(x — f) = CO . 

Donc la fonction fx est continue*). 


*) Dans l’ouvrage cite de M. Camhy on ti-oiivo (p. 131) le thcorèiuc suivant: "Lors- 
”quc les différons termes de la séi’ic, -j- m, -)- + • • • des fonctions d’une 
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KECHERCHES SUR LA SÉRIE 1 -f — æ + îi x'^ A- ■ ■ 

' 1 ' 1.2 ^ 

Tkêorhne VI. Lorsqu’on désigne par (>o 5 Qn î>2 etc. ^>o', etc. les 

valeurs numériques des membres respectifs des deux séries convergentes 

'^0 “h -f- '^2 -[- • • • = ib 

< + V+<H =p', 

si les séries 

î'o + (>i + <b4“ • • • 

+ {h + (b' + • • • 

sont de même convergentes, la série î’o 4“ ^'1 ~h “h ' ' terme gé- 

néral est, 

’'i« = 'lî-’o v/ "f" 4“ ^ 2 ^ V-2 4“ • ■ • 4“Vid’u4 

sera de même convergente, et aura pour somme 

(vo 4~ '^ 1 4~ ”2 4~ ■ ■ ■ ) 4~ 4“ 4~ ■ ■ ■ ) • 

Démonstration. En faisant, 

'Pm — • ’b 4~ 4~ ■ ■ ■ 4“ ’b 1 
ib/ = ’V 4- '•'■’i' 4 - • • ■ 4 - ^.«4 

on voit aisément que 

^’ü + + ^3 + • • • + ■'■sin =iVJb/ + [ib'^2,1/ + + • • • +Jbi-l’'’ 4 . + l (= 0 

”b P O ^2»i “b — 1 ”f' ' ‘ ’ P m — + l ( — - ^ )] ■ 

Soit 

po 4” (*1 4“ 4~ ■ ■ ■ — “; 

4“ 4~ ^*2^ 4~ ■ ■ ■ “ '^^4 

il est clair que, sans égard au signe, on aura, 

t < «(î>^ 2 m 4 “P 47 n-i 4 “ ' ' ■ 4 “P 4 i+l) 

t' < u' {(} 'Èm 4 - — 1 

^^même variable continues par rapport à cette variable dans le voisinage d^ine 

^Valeur particulière pour laquelle la série est convergente^ la somme s de la série 
^^est aussi; dans le voisinage de cette valeur particulière; fonction continue de æP 
Mais il me semble que ce théorème admet des exceptions. Par exemple la série 

sin æ — ^ sin 2æ-\-^ sin 3 æ? — • • • 

est discontinue pour toute valeur (2m-\-l)7t de æ, m étant un nombre entier. Il 
y U; comme on sait; beaucoup de séries de cette espèce. 


29 
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, , m , m (m — 1 ) ^ , 

RECHERCHES SUR LA SERIE 1 + æ + . 

Or les séries po ~h H“ • • ' “h H“ • • • étant convergentes, 

les quantités t et t\ pour des valeurs toujours croissantes de m, s’approche- 
ront indéfiniment de la limite zéro. Donc eu faisant dans l’équation (a) m in- 
fini, on aura 

l’o -j— r, -[- /'sj -j- l’j -j- • ■ • = (Hu -j— -f- 'iq -|— • • • ) ('^’o “1~ ~1~ ~j— • • • ) • 

Soient fo) h) '^■ii • • ‘1 U' 1 ti • • • deux séries de quantités positives 
ou négatives, dont les tenues généraux s’approchent indéfiniment de zéro, il 
suit du théorème II que les séries ty-j- • • • et a 

oïl a désigne une quantité inférieure à l’unité, doivent être conver- 
gentes. Il en sera de même en attribuant à chaque terme sa valeur numé- 
rique, donc en vertu du théorème précédent:- 

1 ■ ■ ■){U' h ' • • •) 

I “h • • • -f- • ■ • 

Maintenant si l’on suppose que les trois séries, 

“h h ~h *^2 “h ■ • ■ 

U' h' • ■ • 

U V ~1~ (h h' 4~ ^0 h') ~1~ (**2 “h h h' “f- ïo h') -[-••■ 

soient convergentes, on trouvera, eu vertu du théorème IV, eu faisant dans 
l’équation (b) a converger vers l’unité: 

(to -{- h “h 4 -j-. • • • ) {U' H" “h -f- • • • ) 

= ^0 U' -j- (h U' + ïü hO + (>^2 U' “h h h' -f- U -{-••• 


3. 


Examinons maintenant la série proposée, 

l+T^H--‘fe'b>+ ... 

En la désignant par (pm^ et faisant pour abréger^ 1 

et en général . 

1 . A 


1.2 


•M 


: ni. 


: 


ni 


ni 


1 7 


on aura 
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RECHERCHES SUR LA SÉRIE 1 4- -- a; 4- 4- . . . 

^ 1 ~ 1 . 2 ^ 


( 1 ) 




Il s’agit d’abord de trouver les valeurs de qh et de x pour lesquelles 
la série est convergente. 

Les quantités m et x étant généralement imaginaires, soit*) **^') 

X = a -[- Z) 2 , 0)7 = h -j- h' 7, 

où a, Z), fc, h' sont des quantités réelles. En substituant ces valeurs dans 
l’équation (3), elle prendra la forme 

cpm=p 

où P et c[ sont des séries dont les termes ont des valeurs réelles. On peut 
trouver ces séries de la manière suivante : Soit 

(a. +Zr) =a, — = cosy, = 

l’on aura 

x = a (cos (p 2 sin y), 


où a et (p sont des quantités réelles, a étant en outre positif, 
de plus 


on — U -f" 1 


Z=ô), (cos7^, + ?.smj'^,) 


k 4“ Z’' i — 4~ 1 

— ' ■ ■ î 


on trouvera 


Si l’on fait 





+ 



— !■' + 1 . 




sin;K/. = 


k' 


Si (laiv.s l’expression 

— ()„ (cos + 2 sin ) , 

jil 

on fait successivement fi égal à 1, 2, 3, . . . on obtiendra /.< équations 
qui multipliées terme à terme donneront 






1) (hi — 2) . . . (on — jMd-l) 

■ 'i:2:r.T::v“'' 

• • ■ ■ ■ 4“ //')]• 


On tire de là, en multipliant par 


*) Pour abroger les formules nous écrivons partout dans ce mémoire i au lieu de Y — 1. 

Note des éd. 

29 « 
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1+- 


til 0)1 — 1 ) 

ÏT2 


— j— 


x'^ — a" (cos^î siny) “ = a'“(cos,a95 -j-i sin/t^o) : 

= ■ . . (5'„ [cos (,ity 4 " /1 + / 2 + •••+//.) 

-\- i sin (,«93 -|- /i + /a + • • • + /^)] , 

ou bien en faisant pour abréger 

= .«y’ + Zi + Z^H- • • • = 

= 1^ a (cos 6^^ -[" * ) • 

L’expression ( 1 ) se cbange par là en celle-ci, 

(pïii 1 — j — A,cc (cos “j~ f sin 00 ^ 2 ^** (cos O.^ —j sin 00) 

_|_ . . . (^eos 0„ -|- 9 , sin 0^0 ~{~ ' ' ' ’ 

ou en celle-ci, 

(pm r= 1 -|- cos -j- cos -|— • • • -O aoa 0 ' ' ‘ 

-|— sin -]— sin ^ 2 -|— • • .• — [~^/t<''^'^bsiu • • •)• 

On a donc 

j ^ tziz 1 -|- cos — [— cos ^2 ~t~ ■ ■ ■ 4” ^ 1 “ ~1~ ’ ’ ’ 

^ ^ I et sin 4" -^ 2 ^” ^2 4” ' ' ’ 4~ ~f~ ’ ’ ' 


Or je dis cpie ces séries seront clkenjeufes ou conoargentes^ 
supêriem' ou inférieur à l’unité. 

De l’expression de 4^ ou tire K^i=<K+ihn ^lonc 

et 


X^iCir 


= aâ, 


/< + 3 ) 


selon (pie a est 


mais on a 


(I 


//+!■ 




LU‘+ 


4 _ _. 

1 ' 1“ 


^t + 1 


i 


donc pour des valeurs toujours croissantes de //., s’approchera de la limite 
1, et par suite -4 de la limite a. Donc en vertu des tliéorèmes 1 et 

’ ^ Ifiaf- 

II du parag-raphe précédent les séries p et q seront diverg-eiites ou conver- 
g’entes, suivant que a est supérieur ou inférieur à l’unité. Il eu est donc 
de même de la série proposée cpm. 

Le cas où a = l, sera traité plus bas. 

Comme la série q>'m est convergente pour toute valeur de a inférieure 
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RECHERCHES SUR LA SÉRIE l 4- x + ^ x2 i . . . 

' 1 ' 1.2 ~ 

à Timité, la soiuiiie en sera nne certaine fonction de m et de x. On peut, 
comme il suit, établir une propidété de cette fonction à l’aide de laquelle 
on peut la trouver: On a 

(p7l- — [— Tl^'X “-j — — j — ■ * ■ — I — — |— ' • * 5 

oii désigne la valeur de wq, pour m = n. On en conclut d’après le tbéo- 
rème VI : 

fpm . (pR = (fgifj' -j- /jf/j -[- -|- fjt/ -]- . . . 

■ ■ ■ “hbtV)-!- • • 

où = îiq,.e^‘, = en supposant que la série du second membre soit 

converg-ente. En substituant les valeurs de et on aura 

ym. (pi?, = (TO„;q -j-ïRjRj -|-?R27 ?,u)x^-]- • • • 

+ + '-2+ • • ■ +™k”u)®^''+ • • • 

Or, d’après une propriété connue de la fonction «q,, on a 

(jR -[- = 7R.J J -[- • • • 5 

(7;i.-[-R)^j désignant la valeur de m,, lorsqu’on y substitue '/r-|-r pour ???.. 
On aura donc par substitution 

(p )il . (p i7- 77'V — j — ^/R — I — “l — ^ 77^,^ X“ * * * — *j— (^l/l — • • • 

Or d’après ce (pii précède, le second membre de cette équation est une série 
convergente et précisément la meme cliose que (p(m-j-R); donc 

[&) cp iti . (p v. “ <p (iR -|- n). 

(.Vtte équation exprime une propriété fondamentale de la fonction (pi7%. De 
cette propriété nous déduirons une expression de la fonction sous forme finie 
à l’aide des fonctions exponentielles, logaritbmiques et circulaires. 

Comme on l’a vu plus liant, la fonction (pm est de la forme 
P et q étant toujours réels et fonctions des quantités k, k\ a et et 
rR = k-\~ k' i , X — a (cos cp -|- i sin cp). Soit 

p-\-qi= 27 ' (cos s -|- i sin s ) , 

on trouvera 

/ » I oxl- P q 
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RECHERCHES SUR LA SERIE 1 æ -| . 

r étant toujours positif et .s* une quantité réelle. Soit 

on aura 

(3 ') ) [cos f {k , h' ) -j- « siu i/' • 

On en tire, en mettant snccessiveinent ?, V et /v-f-/, k' -\-l' à la place de 
k et k\ 

cp(l -j- V i) =f{l, l') [cosi/;(/, V) 4- i sini/'4, 1')], 

<p[k + l^{k' + r)i] 

=:= y (Je — 1~ l.jk' -|~ [cos ifj (Je — / 5 k' — j— l') — |— î sin ip ije — [— ! , k' — ]') ] . 

Or en vertu de l’équation cpm .(pn^cp^ni-J-n), on a 

(p [/c l — 1') z] = (p (Je — j— k' i^(.p(J- — j— (' '>')i 

en faisant m = /c -[- k' z, n = l-\-l' i. Donc en substituant, on obtient 

f(k^l, k' 4- V) [cos ip (k 4- /, V 4- 4- Z sin y (k + /, k' 4- /')] 

=f (Je^k')f(l^ I') [cos {xfi {k, k')-\- ifj{l, l'))~\- z sin (ip [k, k') 


Cette équation donne, lorsqu’on sépare les termes réels des termes imagi- 
naires, 

/(k+i,k'+i')c,,H^(k+i,h’+r)=f(k,k')ni,r)oo>>[fik,k') + f(i,i-)], 

f (Je 4“ ?, 4~ xp(Je-\^l^k' (k, k')/ (J ^l') sin [i/'yb k') 4~ V'(^ '^')] • 


En faisant les carrés et ajoutant les équations membre à membre, on aura 

[/(/.+/,/.' 4- nr=: [/(/O, /o/(^ /4]% 

d’où 

(4) f(kJ^l,k'J^l')=f(k,k')f{J,l'). 

En vertu de cette équation les précédentes se transforment en celles-ci: 

cos 1 // {k + l, ¥ + /') cos [pj{k, ¥) 4- v/(/, /')] 7 
sin %p(Je-\-l^ ¥ = sin[z/'(/c, 7c')4~V"'(^7 ^0] j 

d’où l’on tire, 

(5) yj(Je-\-l^ ¥ -\-l') = 2mTr.-J~xp (k^ ¥)-\-y.i(^lj l')^ 

m étant un nombre entier positif ou négatif. 

Maintenant il s’agàt de tirer les fonctions f(Je^¥) et ■ip(k,k') des 
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RECHERCHES SUR LA SÉRIE 


m m(m — 1) „ 

14- X H 4- 

^ 1.2 ~ 


équations (4) et (5). D’abord je dis qu’elles sont des fonctions continues de 
k et k' entre des limites quelconques de ces variables. En effet, d’après le 
théorème V, p et q évidemment des fonctions continues. Or on a 


f{k,k') = {p> + q‘)\ 




sin xp (Je , 7r' ) : 


donc /(/r, /o'), de même que cos 7c') et sin i/^ (7c, 7c'), est une fonction con- 
tinue. On peut donc supposer que i^(7c,7c') est aussi une fonction continue. 
Nous allons d’abord examiner l’équation (5). i/'(7c,7c') étant une fonction 

continue, il faut que m ait la même valeur pour toutes les valeui's de 7c, 7c', 
7,7'. En faisant donc successivement 7 — 0, 7c = 0, on obtient 


i/.»(7c, 7c' -|- 7') — 27iin -{- ip(k, 7c') -|- (//(0, 7'1, 
i/i(7 , 7c' 7') = 2 i/./(0,7c') -|- '/'(7, 7'). 


En éliminant entre ces équations et l’équation (5) les deux quantités ipÇc^k') 
et i//(7, 7'), on trouvera 

«//(7c, 7c' + 7').+ «//(/, 7c' -j- 7') 2 »i ./7 -f «//(0, 7c') «/'(0, 7') t//(7c + 7, 7c' -f 7' ). 

Soit pour abréger 

j <//(7c,7c' + 7')==^7c, 

I 2mîT \jj (0, /c') xp (0, l') = a^ 

ek-^ei = a^d{k-\-i). 

Eu faisant ici successivement ( = kj2k, . . . p7c, on aura 

2^/c=:a-(-^(27c), 

0 k — [— 77 (2 7c ) =: ««. — 0 (3 7c) , 

^7c-f 6l(37c) = a-f é»(47c). 


((*) 

on aura 

(7) 


777c — j— 6 ((> — 1) 7c — fl — j— B (p7c) . 

En ajoutant ces équations, on trouve 

(7 ') (1 777c (^> — 1) et — j— B (()kj . 

On en tire, en faisant k—1^ 

Bq = p[é»( 1) — a] -1- a, 
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OU bien en faisant 0(1) — a — c^ 

( 8 ) = 

Voilà donc la valeur de la fonction 91t., lorsque h est un nombre entier. 
Mais la fonction 6h aura la même forme pour toute valeur de h, ce qu’on 
peut démontrer aisément comme il suit. Si l’on pose dans l’équation (7') 

h = ~i fl étant un nombre entier, on en tire = — l)a-\-dfi. Or 

en vertu de l’équation (8) 

B fl — cfi -|- U, 

donc en substituant et divisant par p, on trouve 



L’équation (8) a donc lieu pour toute valeur positive et rationnelle de p. 
Soit 1 = — k, l’équation (7) deviendra, 

ekJ^e{-k) = a^9{0). 

Il s’ensuit, en posant k = 0, 

B{0) = a, 

et par conséquent 

e{—k) = 2a — 9k. 

Or k étant rationnel et positif, on a Bk = ck-\-a, donc 

B ^ — Icj — ck — |— (ï . 

L’équation 

(9) Bk = ck-\-a, 

a donc lieu pour toute valeur rationnelle de k et par conséquent, pui.s([ue. 
Bk est une fonction continue, pour toute valeur réelle de k. 

Or Bk — \p{k,k'-\-l'), et a = 2m3T -|- )//(0,7i;') -|- V'(0, /') ; faisant donc 
G — B [k', V), on obtient 

(10) yi>{k,k' — B{k';i') .k^2vin-{- f{0,k')^ I'). 

On tire de là, en faisant k = (), 

ipip^k' = 2mjT ip i0,k') 

Cette équation étant de la même forme que l’équation (7), elle rlonnera de. 
la même manière 
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^1 ^ 1.2 ^ 

l{,')z=ft' k' — 2m jr^ 

j3' étant une quantité indépendante de k'. 

En mettant l' à la place de k\ on obtient )//(0, /') = — 2mjT-[-/37'. En 
substituant ces valeurs de yj(0^k') et de 1/1(0 ,/') dans l’équation (10) on en 
tirera 

y_, (A,, k'J^r)=:0 {k', / ' ) . 7^ -f /? ' (7c' + / ' ) — 2 'inir. 

On voit par là que d[k\l') est une fonction de 7 >î'-|- 7'. En la désignant 
par F {k' 1')^ on aura 

k' + 7') = F{k' 4- /') . k 4-- i3'{k' 4- 74 — 2mi7, 
et par conséquent, en faisant /' = (), 

f{k, k') = Fk ' . k-]-frk' — 2 vh. 7. 

En remarquant que 

1//(/t!, k' -\- l') = 2 111:1 4-- yik, k') 4“ 

1/40 , /') = 4'7' — 2 w. 7, 
l’équation précédente donne. 

k 4 - /? ' (k' -4 7' ) — 2 VI .1 = 2 m:i 4- Fk' . k 4- f3'k' — 2 vin -\-(3'l' — 2 vin , 
c’est-à-dire. ; 

F{k'-\-l') = Fk'. 

Donc faisant 77 = 0, on obtient Fl' = F{0) = [3 = Fk'. Par suite la valeur 
de )/47c, 7.“') prend la forme, 

(11) 1// (k , k' ) = (3 k~\- (3' k' — 2 m n , 

(3 et (3' étant deux constantes. C.iette valeur de yj{k^k') satisfera à l’équa- 
tion (5) dans toute sa généralité comme il est aisé de le voir. 

Maintenant, examinons réc(uation, 

/(7.4-/,77 + 7')=/(7r,,&')/(7,74. 

Puisque f(Jc,k') est toujours une quantité positive, on peut poser 

f{k,k') = e^''^'‘’'‘\ 

F{k,k') désignant une fonction réelle continue de k et k'. En substituant 
et en prenant les logarithmes des deux membres, on trouvera 

tXk+i, K + (') = FVc,v)n r{'. '')• 


30 
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RECHERCHES SUR LA SERIE 1 .-c ^ -U . . . 

‘ 1 ' 1.2 ‘ 


Connue cette équation coïncide avec l’équation ( 6 ), eu mettant F à la place 
de i//, et 0 à la place de w, elle donnera en vertu de l’équation ( 11 ) 

(12) F{k,k') = <îk-]-â'k', 

<f et (J', de même que (3 et /?’, étant deux quantités indépendantes de k et 
de k'. La fonction fik^k') prendra donc la forme, 

Les fonctions ifi{k^k') et f[k,k') étant trouvées de cette manière, on 
aTira, d’api'ès l’éqiiation (3’), 

(13) (p{k + k' i) = [cos {l3k 4- i3'k') + i sin {i3k -f- j3' k')], 

où il reste encore à trouver les quantités ri, d', /?, /‘L, fpii ne peuvent être 
que des fonctions de a et de (p. On a 

(p (je -f- k' i) =j) -{-(ji, 


J) et q étant donnés par les équations ( 2 ). Eu séparant les f[uautités réelles 
des imaginaires, on aura 


(14) 


/ gSk + rVk' 1^1 j _ J _j_ . 

I • • • 

I n\i\{^j3k-\- j3' k') = XyU sin dj -j - ^2 ^ 2 -f- ■ • • 

^ X„ a'‘ ^in 


Nous allons d’abord considérer le cas où iii est réel, c’est-à-dire où 
Â;’=: 0 . Aloi’s les expressions (14) prennent la forme, 


/ 


cos j3k rz= 1 -|- Y a cos cp -|- ^ ^ V 


(15) 


+ 


1.2.3 


cc cos 3 (pj — j — 


sin [3k 


k . \ k (k — 1 ) U . ç, 

Y « sin (p I 9 >sm 2 (p 


k(k-l)(k-2) , . , , 

+ ■ -q72-;3 '«'smofp-j- 


-fa 


'■ Oa. 


Pour trouver d et [3, posons /£== 1 , on aura 

cos /? = 1 -j- « cos cp] e '^ sin [3 = a sin (p . 


On en tire 


= (1 -j-- 2 « cos (p -[- «’*)'4 
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' 1 ' 1.2 ' 


COS /? = 


1 -f- ^ cos ^ 

(1 -|- 2 « cos fp -f- «-) î ' 

tang (3 : 


sin (3 : 


a s ni rp 

(1 + - eos r/ + 


a sm cp 
1 a cos cp 


Cette dernière équation donne, en désignant par .s la plu.s petite de toutes 
les valeurs de (3 qui y satisfasse, et qui est toujours renfermée entré les 

limites — et j 

i3 = S-\~f.l7T, 

/I étant un nombre entier qjositif ou négatif. Donc les équations (15) se 
cliangent en celles-ci: 

fa == cos 7o(.*f -f- /i jt) = coriks cos kft -n — e''’* sin ka . sin k/i n , 

6 a = e^'‘ sin k[s -|- fin) = sin ks cos kfijt -j- cos ks . sin kft n . 


De ces équations on tire 

cos kft JT = [fa . cos /Ils- Oa . sin hii ) , 

sin kfi -JT = (é* a . cos k.s — fa . sin ks) . 


ür, d’après le théorème IV, 6a et fa sont des fonctions continues de 
par conséquent il faut que cos kfin et sin kfin conservent les mêmes valeui's 
pour toute valeur de a. Il suffit donc pour les trouver, d’attribuer à a une 
valeur quelconque. Soit « = 0, on aura, en remarfiuant qu’alors 
fa = \, 6a = 0, s = 0, 

cos kft TT = 1 , sin kft jt = 0. 

En substituant ces valeurs dans les expi-essions de fa et 6a^ et en se rap- 
pelant que e'' = (l -|- 2 «cos (p on obtiendra 

A: k 

fa = (1 -\-2aiXTS(p -|- «®)® cos /es, 6>« = (1 -|- 2« cos (p -|- «"j^ .sin^ns'. 

Donc enfin les expi-essions (15) deviendront: 

/ 1 I - I 2.0 1 k(k—l){k—2) , , 

I 1 — j — a cos (p — j — 2 ^ cos 2 <p — I — 1 ^ cos 3 (p — j — • • * 

k 

— - ( 2. — I — 2 « cos (p -j— « " ) " cos Z: 6' , 
« .siuy 2fp sin -1- ■ • • 

h 

= (1 -(- 2« cos (p -j- a^) ^ sin ks, 
30* 


(16) 



236 
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RECHERCHES SUR LA SERIE 1 «4- ojû + 

1 1.2 : 


s étant renfenné entre les limites — et -}- 'V satisfaisant à l’équatien 

a sin Cf 

tailfi’ .S‘ — -1 

° 1 + « cos Cp 

Les expressions (16) ont été établies pour la première fois par M. Cauchy 
dans l’ouvrage cité plus haut. 

On a supposé ici la quantité a moindre que l’iniité. On verra plus 
bas que a peut aussi être égal à l’unité, lorsqu’on donne à la quantité h 
une valeur convenable. 

Dans ce qui précède nous avons trouvé les quantités d et /L JVIainte- 
nant nous allons montrer comment on peut trouver les deux autres quantités 
inconnues d' et /?'. Faisant à cet effet dans les équations (14) k — 0 et 
h' — n, on obtiendra , 

e cos [3 ' n = 1 -|- 1, « cos ^ cos ■ ■ ■ i 

e'^'” sin (3'n = sin 6^ sin ■ ■ ■ -, 

où I^ = did 2 d 3 . . . d„, = • • • H"/ho <Ç 7/< éhnit déter- 

minés par les équations 




y-lV 


-f 


, cos;q,: 


1.1 — 1 






De ces équations ou déduit les suivantes: 


- - ^ = - - a cos 0^ -j- cos 6,, -|- 

n, n '91 ' 

siuijj'n l - /il 2 • /i I 

■ = ' a sm siu 0. + 

n n ' n ^ ‘ 


Or eu supposant n positif on a l^ = â^ = n^ donc =()\,()\^ 
suite 

eos n — 1 
n 
si 


— Cl cos 0i “j— dg cos 0i)^ —j — ()^2 ^ cos 0,^ — I — 


‘ sin fj n. 


siu 01 — siu 0^ siu 0.^ 


, et par 


Ces séries sont convergentes pour toute valeur de «, zéro y compris, ce (pi’ou 
voit aisément par le théorème IL En faisant donc converger a vers la li- 
mite zéro, et remarquant que, d’après le théorème V, les séries sont des fonc- 
tions continues, on obtient 
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( 5 '' = a cos û/ 4- cos ûÿ' -|- â^'â/a^ cos 0^' , 

' = a sin 6^ -j- sin 6^' -|- (%' sin 63 

puisque a et p sont les limites des quantités et — — - ; 

6 *^/ est la limite de 6^, et celle de 8 Or, d’après l’expression de , 


on a 8 = 


M — 1. 


A* 


donc cos 




1 ; sin =rr 0 (lorsque // > 1 ) , donc 


cos == cos + /i + /2 H ==z -f sin ^ixf . (— 1 )^', 

sin = sin (/n/3 4-7,4- • • • 4- 7 ^,) = - cos ui/i . (— 1)", 

oii il faut se rajipeler qu’en vertu de l’équation 

n i = dj (cos "/jt 4“ i siii 7 i ) , 

on a cos;q = 0, sinjq^l. Donc les valeurs de /?' et 8' seront celles-ci; 

jj' = a cos cp — a® cos 2 (p -1- et* cos 3 (p — • - • > 

()''=: — anincp — •|-ec’* sin 2 y 4 ~ 3 (p — .... 

De cette manière on a, trouvé les quantités ft' et 8' par des séries intinies. 
On peut aussi les exprimer sons forme finie. Car ou tire de l’équation (15): 

'■ — a eos (p 4 - :y cos 2^^ et* cos 

( 'sin/t/. ~ et* sin 3 ^ • • •• 


On en déduit, en faisant converger k vers zéro, 

i d = et cos (p — 4 ^ 2 ^ -j- et * cos 3 ip - - , 

/? r=; et sin (p — sin 2 95 et* sin 3 ep — • ■ • j 
donc ft' — 8y 8' = — /?. Donc les expre.ssions (14) prennent la forme 


(17) 



/ 1 ~|— Ci cOiS Bi — ]— co^s Bi^ * 

_ ^ük-iik- ^ 

(18) 

1 

/ 

1 CL kSlîI Bi —j— ^2 Ci'" SlTl 6^2 ”1“ ’ 

■ • 4~ V 4~ 

^ (% — ^ 

OÙ 


() — lo^* (^1 “ 1 — 2 Ci Cüî^ ip ~| — 

et * ) , — arc. tang .j 
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1 1 . û 


or la somme de la série proposée étant égale à -f- 2' on aura 

1 _L y _L >.2 _L _L + „ I 

1 -f it -j- J _2 T- • • • -r ■ 1.2 .. .fl -f- -1- • • • 

_ ^Sk-fîk' _j_ _j_ _|_ J _ 

Maintenant on a 

m = k-\-Jc'i., x = a (cos <p -|- i sin (p) = a h i • 


donc 


«:r::zya^-j- «COS </) = «, a&ilKp — Ù, 
â = log (1 -|- 2 a -|- cr -]- h-) = log [(1 -|- a)“ -(- 5"] , /? = arc tang • 

En substituant et eu écrivant m pour k et n pour k', l’expression ci-dessus 
prend la forme; 

(19) 

1 + üi:^' (a + 6 ;) -I- (a 4- /, ■ 

+ i ’“+ ” (» 4- 1, if 4- . . . 

_1_ + l+»0(w— 2-fwO ■ ■ • (m— ft -1-1 -f n i) , , . ,, 

1" 1 . 2 . 3 . b . jii' ” — - - -p- . . . 

= cos (^m arc tang ^ +| '«log[(l-l-a)-+^'^]')+ism (^iit arc tang +^ii log [(l4-a)=i-i-A^]') 

W ^ h 

V . r / I \ O / OT .i — ;■ 1 ■ 

X [(1 + ^ c 

Cette expression a lieu comme nous l’avons vu, de même (|ue l’expression 
(18), pour toute valeur de a =^ inférieure à rurdté. 

En faisant p. ex. 6 = 0, « = 0, on a l’expression 


( 20 ) 


i4_”i„4_ïL(^„.4_ 


(1 + a)’". 


de laquelle nous tii’erons parti ci-après. 
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4, 


Dans ce qui précède on a trouvé la somme de la série proposée toutes 
les fois que a—]/a~^b'^ est inférieur à l’unité. Il l’este encore à examiner 
le cas où cette quantité est égale à 1. 

Nous avons vu par le théorème IV que lorsc[ue a s’approche’ indéfini- 
ment de l’unité, la série 

^0 “j — ^ ^ “1“ * * * 


s’approchera en même temps de la limite -f- *^*2 ~h ’ ‘ ‘ supposant 

(jue cette dernière série soit convergente. En faisant donc converger a vers 
l’imité dans les écpiations (18), on aura 


( 21 ) 


Â^cos^j — |— cos ^2 — |— • • • — |— cos 6*^, — |— • • • — cos (y?j7r— |— di/if ), 
À, sin 0^ — |— X.> sin 6.> -|— • • • -j— sin d d,// ), 


où dj et /?! sont les limites des quantités d et /?, en supposant que les séries, 
contenues dans ces équations, soient convergentes. Or il est clair que 
i “h 2 *’/') 6t que 

, sini/i , 2cos .tmsin .1 (/I ^ , 

arc tang — = arc tang - . - = arc tang (tang 

est celle de ft ; on a donc 

(22) di = log (2 -j- 2 cos ip) , /?i = arc tang (tang .^ip). 



Nous n’avons donc qu’à examiner dans quels cas les séries sont convergentes. 
A cet effet il faut distinguer trois cas ; lorsque k e.st égal à — 1 , ou com- 
pris entre — 1 et — «xj ; lorsque k est égal à zéro ou compris entre 0 
et -[-oo, et lorsque k est compris entre 0 et — 1. 


Premier cas, lorsque k est égal à — 1 ou compris entre — 1 et — ex; . 


On a 


En faisant donc k 




k — f.1 -| - 1 ^ ^ 




1 — on a 






+ 
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RECHERCHES SUE LA SERIE 1 + ^ -f- . . . 


d’où l’ou voit que est toujours égal ou supérieur à l’unité. Or on a 
ÿy = dj â^âs ... â„, donc pour des valeurs toujours croissantes de /i , ne 
convergera pas vers zéro, donc en veidu du théorème I les séries (21) sont 
divergentes. 


Deuxième cas, lorsque k est positif. Supposons que c soit une quantité 
positive inférieure à k, on aura 

—jc—i^gY= (,« —k— ly -f 2c (,u ~k — i)-y c% 

donc 

(a — k— !)■■* -\-k'-^ = {f,-k-l + cy-{- k'~ — c- — 2 e (// —k— 1). 

Si l’on fait 

k'“ 

fi.>k-\-l — ^e-{- 2“ ’ 

il s’ensuit que /c'^ — c'^ — 2c(,tt — k — 1) est négatif; par con.séquent 
(fl — h— 1 ).^ -f /c' V (,u. — fc _ 1 c)% 

c’est-à-dire : 

Si dans l’équation (20) ou fait a— ~^ t m — — n, on aura 


1 H~‘ 


I 


( 1+0 1 


M' 


i (« -|- 1) 1 


1.2 


1 


î + ' 

H,., 


+ 


Donc en faisant n—l-\-k — c, on voit aisément que 


par conséquent 




1 + - 


^ \i+4- 


I \~~l~k+c 


> 1 — 


1 k — c 
^ * 




1 + M/ 


, où ,1/. > -|- 1 — ^-c -|- ( (l), 


donc 






En posant successivement 1, 2, 3 . . . ^, et en faisant le produit des ré- 
sultats, on obtiendra 
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^+/i 


or À 


V^ + (> - 


fî'i fî'^rJ'a . . . dcnic 

<^'2 


fl 


on , on (m — 1) 

T “ + - 7 : 2 -^ 

I g + 1 

U + if' + 1 / 

I Ç + A' + 1 / 


^2 + 
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par conséquent lorsqir’on fait ,11 = 0, 1, 2 . . . q., 
h^ÿ+/< < (^1 f5'a . . . !)'+'-■“ 


1 


(ç + l)i+*--'^~(ç+2)i+'' 
+ •• ' ^ 


Si maintenant dans l’expression (20) on feit a = 


1 


ç H- 1« + 1 


, m~ — 


on aura 


Q -|- ff + 1 
donc en se rap])elant que k>r: 


J I Ii~S: L (^- f ^) {k . — /!+! ) , 

ç -P q -j- 1 1 . 2 (ç + q d- 1)“ 


( e + ff 

l ç + + 1 


>1 + 


/: — 


(? -|- q -|- 1 

11 s’ensuit, eu divisant par (A; — c;) ((> -[-q -|- 

— -L-. ' 

($ + q + 1) 1 +*-" /(■. — c \ {q -p q) (ç -p -p 1) A--: 

Gela donne, en faisant ,u = 0, 1, 2 . . . q. et ajoutant, 

1 


1- . 1 

(ç+1jh-a-..--G(ç + 2)>+'-^ 


■(i+7‘ + i)’^ 


< 


1 


Il s’ensuit ((ue 


1 


1 






< 


1 1 


pour toute valeur de q. llonc la série 1 -|- -|- ^ -|- Ig -j- • • - , dont tous 
les termes sont positifs, est convei’g’entc, et par conséquent, d’après le théo- 
rème II, les séries 

1 — j — 1, cos — j — cos — j — * * • — j — cos — j — * ■ ' 

À, sin ûj — j — sin — [ — • - • — j — sm 0 — j — • * • 

seront de môme convergentes. 


31 
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1 1 . ^ 

Troisiè’ine cas^ lorsque k est égal à zéro ou compris entre zéro et • — 1 . 
Dans ce cas les séries ci-dessus seront converg'entes pour toute valeur de 7c, 
pourvu que (p ne soit pas égal à ( 2 ?z-|-l) 7 r. Cela peut se démontrer comme 
il suit ; Soit 

m = k-\-h ' æ = cos 95 -|-^ sinqi, 

1 -j- mi œ “t- -1- W3 æ® “t- • • • = 

En multipliant par on obtient 

1 -f (wi + 1) £c -|- (to 2 m,) -j (m„ = p,, (1 -{- rr). 

Or on sait que 

m, -j- 1 = (m 4 - l)i , -f Wj = (m -f- 1 )^ . . . , -f- m„_i = {m 1 )„ , 

donc en substituant: 

1 -f (m. -f- l)i a: 4- (m -4 1)2 4 (m 4- 1)„ .t’‘ = — m.,, 4- ( 1 4- .r). 

Maintenant, si l’on fait n = oo, le premier membre de cette équation sera, 
d’après le cas précédent, une série convergente. En la désignant pai: .s, on 
aura 

s =p„ — [cos {n -j- 1) (/) 4- i sin (n- 4 - 1) y ] , 

où n est infini. Or on peut démontrer comme dans le deuxième cas que 
= 0 pour n = oo. On a donc 

s =p ( 1 4 “ ic ) 5 où pz=:\-^'myX-\-m^x^ • • • 

Cette équation donne, si x-\-l n’est pas égal à zéro, 

^ 1 -(- .r 

La série p est donc alors convergente, et par conséquent les séries ci-dessus 
le sont également. 

Si «4-1 = 0, on a 1 4 -cos 9 t) 4 “* — 0, donc sinc/j — 0, l-[-cos(p=0, 

d’où (/) = (2«4- 1)^, n étant un nombre entier positif ou négatif. Donc les 
séries en question sont convergentes pour toute valeur de h égale à zéro ou 
comprise entre 0 et — 1 , si ip n’est pas égal à ( 2 ^ 4 “ 1 )^- 

Lorsque fp = (2?2 4- ll^r, les séries sont nécessairement divergentes, car 
si elles étaient convergentes, elles auraient pour somme les limites des fonc- 
tions 





-j- ■ ■ • 
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^ 1.2 


1 ) 


eu y faisant convei’ger a vers ruuité, et faisant ip = {%n-\-l)n . 

à' = -l- log ( 1 4 - 2a cos y + a^) , /? = arc. tang 
donc pour (p = (2•/^ -[- 1) ^ on a 

(î'=:log(l — a), fS — 0. 

La fonction en question prendra donc la forme 

(1 — a)* [cos (k' log (1 — a)) -)- i sin [k' log (1 — a))] . 


5 


Or- 


Or, k étant égal à zéro ou négatif, il est (dair qu’en faisant converger a 
vers l’unité, on n’obtiendra pas pour cette fonction une limite finie et déter- 
minée. Donc les séries sont divergentes. 

De ce qui précède il s’ensuit, que les séries (21) ont lieu pour toute 
valeur de rp, lorsque k est positif, et pour toute valeur de cp pour laquelle 

cos n’est pas zéro, lorsque k est égal à zéro ou compris entre — 1 et 0, 

qrrelle que soit d’ailleurs la valeur de k'. Dans tout autre cas les séries 
sont divergentes. Dans le cas que nous examinons, la série générale (19), 
lorsqu’ o:i y fait = 1^ ou è= |/l — a^, prend la forme; 


1 _|_ {a 4- . 


(m 0 ^ “1” 0 




- 1-^0 — l-\-7i{) (^m — 2 7t ^ ) 


(23) 


(<*+V 


= (2-f2a)’‘e 


— Marc, taiig 


i/iïï» 
r l + a 


_ 1 ) 3 +... 

• + -2 

4- i sin j m arc. tang )/j ‘ 4- 4" 2«) 


cos m arc. 


Voici un résumé des résultats pi-écédents: 
I. Lorsque la série. 


1 -|_ ,“ + " („ 4, 6 ,') -I- ("i+ “ ÛfeL~i±“î) 


(a 4- 64 ^ + 


est convergente, elle a pour somme 




COS m arc. taiig -s--.- 

i-f I 


~j-> i sin m arc. tang 


+fi'>g[(i-t-«r+j>]) 

+ -”log[(l+«)-+i>]) 
31* 
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11. La série est convergente pour toute valeur de vi et lorsque la 
quantité est inférieure à runité. Si est égal à runité, 

la série est convergente pour toute valeur de m comprise entre — 1 et 
-[-oo, si Ton n’a pas en même temps a=^ — 1. Si a = — 1, on doit être 
positif. Dans tout autre cas la série proposée est divergente. 

Comme cas particuliers on doit considérer les suivants : 


(24) 


A. Lorsque «=0. Ou a alors 
1 + T (“ + * ‘) + (»+*•■)"+■■■ 

1 / Jj j 

^ — [(1 -|- a) ^ & ^ COS I m arc. tang ^ \ 


1 -|- a 


Cette expression donne, en faisant a — a cos y, b = a^u\(p et en séparant 
les termes réels des inum'inaires : 


1 I 

1 -j- -J- a cos cp - 


(25) 


cos 2 cp -f- • • • 

O -T- / (C Win 

= (1 -|- 2 a cos cp ^ I t^^ng ^ 


a sm <p 
cos (p 


m . , — 1) y . ^ , 

Y a sin cp -| y 2 cp 


(26) 


= (1 2 « cos siu 'tu arc. taiiff - - - ' . 

^ ' ' ' I ^ 1 + « cos (/) I 

B. Lorsque Z> = 0. 

Dans ce cas l’expressiou générale prend la forme suivante: 

( I m + «i^ I (m-pwi)(m— 1 4 -wi) , 

I X J— a «-(-••• 

( — (1 + ^0” (1 + «)) + 'i «iii (« • log (1 -f- f''))] • 

C. Lorsque u — O, d — 0. 


Alors 


on a 


(27) l-f-~ 


a- 


. ■ . =(! + «)■ 


Cette expression a lieu pour toute valeur de m lorsque la valeur numérique 
de a est inféi'ieure à Funité, de plus pour toute valeur de vi comprise entre 
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— 1 et lorsque «=1, et pour toute valeur positive de m, lorsque 

« — — 1 • Pour toute aiitre valeur de a et de 'ta le premier membre est 
uue série divergente. 

Faisant p. ex. a=l. 


a: 


1 + 


— 1, on a 

m . m(»t— 1) 

r 1,2 “T • ■ ■ — "5 


1 _ "i _L _ — a 

1 “T 1.2 • • • — U. 

La première équation a lieu pour toute valeur de ut, comprise entre — 1 et 
-j-ùo, et la seconde pour toute valeur positive de m. 


D. Lorsque ]/a^ 5^ = 1. 


Alors on a 

I }ii —]” h. t 




(28) / ^ (2 4-2 


A — 1/ - 

f 1 — j— (t 


COS lU 


arc.tang- -"Ll,,g 42 + 2rt^ 

-j- i siti I vvi arc. tang ]/ jqq- -|- 2 ^ log (2 4- 2u,) 


Si Fou fait ici a = cos (p , ou obtient 

I * • \ 1 ('rn-\-ni)(ni — l-l-'/iO 

. ' ( fr\ _L i uni /f\\ F l •' 


1 _j_ (p _j_ i (p'^ . 


1 . 2 


(cos 2cp-^i sin 2^) 4 - ■ 


(29) 1 

Ht , 

/•y 10 

— (2 -|- 2 cos (p) e 

cos 1 7M (-J (p - 

- (> n) 4- log (2 4- 2 cos (p) j 

( 

-[-■isin|m(4(p- 

- jr) 4- - “ log (2 -[- 2 cos (p) 1 


en remarquant cpi’on a 

arc. tang j/ j“'‘ arc. tang j/;j = nrc. tang (tang | cp) = | (p — çn, 

si Ton suppose compris entre qh — et 
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m (m — 1) - , 

— x2 + 


1 . 2 


E. Loi'sque ffl = cosyi, 5 =:smf/i, n= 0 . 

Dans ce cas l’expression précédente donne 

1 -|- Y (cos (.p -j- i sin y) 2 2 (p^t sin 2 (p) • • 

I m 

(SO) ( — (2 2 cos 99 )^ [cosm(-|'y — — (itt)] 


7V 


depuis l-(p = () 7 i — jo-squ’à 4 9) = -|- 

ou, en séparant la partie réelle de l’imaginaire, 

j- Y cos y cos 2 cp-\- ■ • • =(2 + 2 cosç))^ cosm(-|-9J — pji) 

( 31 ) I + sin 99 + siit 2 y + • • • =(2 + 2 00393)^ sin 772(1-99 — ()7r) 


depuis ^(p = () 7 i — -y jusqu’à 1-99 = + -^ • 

F. Lorsque a = 0 , & = tang99. 

Dans ce cas on obtient, lorsque (p est compris entre + et — ^ 


m-f-wz . 


^ tang (f - 


(m-j- n z) (m — 1 '0 


(2 tang 99)' + 


( 32 ) { ' 1 ^ ' 1-2 

= (cos 99)““ e""’’ [cos (77299 - — 72 log cos <p) + 2 sin (77299 — 72 log cos 99)] . 


5 . 

Des expressions précédentes on peut, par des transformations conve- 
nables, en déduire plusieurs autres, parmi lesquelles il s’en trouve de très 
remarquables. Nous allons en développer quelques unes. Pour plus de dé- 
tail on peut consulter l’ouvrage cité de M. Cauchy. 

A. 

Sommation des séries a cos cp — 4 ® co® 2cp-{-^a’‘ cos 3 (p — • • •> 
a sin 99 — sin 299-!- -J a’ sin 3 99 — • • •• 

Lorsque a est supérieur à l’unité, on voit aisément que ces séries sont 
divergentes. Si a est inférieur à l’unité,, nous avons vu plus haut qu’elles 
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sont convergentes; leurs sommes sont les quantités /? et d du § 3, c’est-à- 
dire, en mettant pour /5 et d leurs valeurs données par les équations (18), 


(33) 


^ log- (1 2 cc cos cp a^) — a cos (p — cos 2cp-^^a^ cos 3 (p 


arc. tano' 


a sm cp 


1 -f- a cos (p 


= a sin (p — sin 2(p-\--^a^ sin 3 (p 


Pour avoir les sommes de ces séries lorsque a — ou — 1, il faut seu- 
lement faire converger a vers cette limite. La première expression donne 
de cette manière 


(34) 


4- log (2 -|- 2 cos (p) = cos (p — -l' 2 f/î -j- -1- cos 3 1 /) — • • , 

4- log (2 — 2 cos fjp) = — cos (p — 4* 2 y — -4 cos 3 cp — • • • , 


en supposant que les seconds membres de , ces équations soient des séries 
convergentes, ce qui a lieu, d’après le tbéorème II, pour toute valeur de (p, 
excepté pour (p = (2 ft 1) n dans la première cxpi'ession, et pour f/) = 2/(vr 
dans la seconde, fc étant un nombre entier cpielconque positif ou négatif. 

La seconde formule donne, en supposant (p compris entre n et — jr, et 
en se rappelant qu’on a alors 


arc. tang 


sin fp 
i + cos (p 


ai’c. tang (tang 4 - (p) = \-(p: 


(35) 4-7’ = sin</3 — 4' 2 y 4- sin 3 f/) • (depuis = -|-7r jusqu’à 95 = — n). 


Loi’sque (p~n ou = — tt, la série se réduit à zéro, comme on le voit aisé- 
ment. Il s’ensuit que la fonction: 

sin (p — 4 2 (/) -|- 4 - sin 3 ip — • • • 

a la propriété remarquable d’etre discontinue pour les valeurs ipz=n et 
cp= — JT. En effet, lorsque </’ = + 7r, la fonction se réduit à zéro; si au 
contrane cp^-^in — a), a étant positif et moindre que jt, la valeur de la 
fonction est 

La formule (33) contient comme cas pai-ticulier la suivante: 

(36) ai'C. tang a = a — — • • • 


ce qu’on trouve en faisant y = ^ • Cette formule sera applicable pour toute 
valeur de a, depuis — 1 jusqu’à -j- 1 , les limites y comprises. 



248 


, , m , in (m — 1 ) „ , 
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B. 

Développemeiü de. cosmcp et de sinmcp suivant les p>uissances eh tang q>. 


On peut déduire ces développemeiis de l’expression (32).. En effet, en 
faisant % = 0 , et séparant les parties réelles des parties imaginaires, on ob- 
tient, après avoir multiplié par (eos y)”‘. 


cos m(p = (cos (p) "‘ [ l — (tang- cp) ^ 


(37) 


m(«i — 1) (ni 


-2)(ni-3) 


sin mep = (cos 95 )“ m (tang cp) 


2.3.4 
m (« 1 . — 1) (n?. — 2) 
1.2.3 


(tangip)' — 


(tangfp)-'* — 


depuis (p = -^ jusqu’à (p = — > et ces équations ont lieu pour toute va- 

leur de m lorsque tang 99 est moindre que 1 . Si taugv/i = +l, elles ont 
lieu pour tout m compris entre — 1 et -|-oo. Elles sont alors: 



mÇm — 1) I m(«i — l)(ni — 2) («i — 3) 
I r:“2~r3'T 4 


m — 


m (in— 1) (in — 2) 



G. 

Développement de (e.os.ii)’' et (.sMi.r)” en séries ordormées suivant les cosinus et les sinus 

des a.rcs imdtipl.es. 

Depuis quelque tenqis plusieurs analystes se sont occupés du développe- 
ment de (cos 3 ^)” et (sin a?)”. Mais jusqu’à présent, si je ne mci trompe, ces 
efforts n’ont pas entièrement réussi. On est bien parvenu à des expressions 
justes sous certaines restrictions, mais ces expressions n’ont pas été rigou- 
reusement fondées. On peut les déduire assez sinqilemcnt des expi-essions 
démontrées ci-dessus. En effet, si l’on ajoute les deux équations (31), après 
avoir multiplié la première par cos a et la seconde par sin«, on obtient 
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1 + 


■ni m {'Di — 1 ) 


cos a -|— -y- Cüs (a — (/)) • 


-J72“ (« — 2 ip) -f 


: — |— 2 cüs (.p) ^ CÜS (a -|— ni ^71 j 


puis 4 y = ^ jusqu’à cp = -[- 4 


7C 


Or juiisqiie 2 -|- 2 cos y == 4 (cos-^|- ou aura, eu faisant (p = 2x^ 

cos a + ~j-cüs («-2./;) -h —y-^-~~^ooîi(^a-éx)-\- • • • = (2 cos;r)''' cos (r/-me<;-h27/'iç>r7) 
depuis x-=2()n - Ç jusqu’à x==2()7i: + ^ 

cos a -I- ^ cos [Cl - Ix) -1- cos (a - 4;r) H 2 cos x ) cos [a - vix + m (2 ç + 1) jr] 

depuis X = 2 .7 -h j usqu à ;c = 2 ^ .7 -f- ■ 


Si l’ou lait ici 1) a = nix\ 2) « — wta: -|- 'y ; 3 ) a — 'iiuj^x = ii ; 

-J A 

4 ) a = mij yj- J x = y ou obtioudra 

^ Z 

1) (2 cüsr;)’"cos 2'yM(>jr = cos7M;i;-|--YUi<^’'^ ('"*“2)æ 0^~4)x + • • -, 

2) (2 cosa;)"* Bin2'WipjT= siu 7 /oi;H- ^ shi(vu-2)u; + siu («i-d);!: -|- • • • ? 

depuis x = 2 Qn- -[y juscpi’à a;==2(mH--;/- ; 

3 ) (2 siiiR')’" cos m (2 (J + -1-) 57 = cos 'Wiæ - - . . ., 

J \ / -^ • \ ■ 1) • f ('~\ i \ • *)ti‘ * ■'^ \ ni 1') • , s 

4) (2 siu X) siii ni (2 q -h l ) ^ ^ siii (^ni-2)x -|- ■ j siu (v/i- 4) - • • • ? 

dejjuis X ==- 2 jusqu’à a: = (2 (> ~|- 1) ;t ; 

5 ) (-2 cos x')"‘ cos />i( 2 (H- 1).7 = cüs Ri;c-|- cos (jM- 2 )a; + ^^y^,^--cos ('/rt- 4 ) x-\- ■ ■ -, 

6) (-2 cosa:)”' sium(2(j-|-l)-i = «iu7U./':-|- “ 1 ^ siu ( vm- 2) 7; + siu (^i)i- 4 )x+ ■ ■ -, 

depuis x^{ 2 y -[-- 1 ) n juscpi’à x == (2 (i -|- -|) n ; 

7 ) (-2 siua;)"'cüsm( 2 (i -i- 1).7 = Cüs«ia; - y cos('//i- 2 )æ + (ios (m-d) x - ■■■ , 

8) (- 2 siu x)™ siu w (2 y :] ).7 = siu inx - siu (^iii,- 2 )x -\- x - • • • > 

depuis æ = (2 ^ 1) :7 jusqu’à æ = (2 ^ -|- 2) n. 

32 
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1 1.2 

Ces formules ont encore lieu pour les valeurs limites de lorsque m 
est positif. Lorsque ni est compris entre — 1 et 0 ces valeurs sont exclues. 
Comme cas particuliers on peut considérer les deux suivants: 

(2 cos xY' = cos mx y- cos (m — 2)x-Y cos (vm — 4) -j- • • • , 

* I • / Ci\ ] 1) • / A\ I 

0 == siii mx -f - -y sin (m — 2)x-\ y sm (m — 4) x , 

71 ^ . 71 ^ 

depuis X — — 2 jusqu’à x = -,y- 
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SUR QUELQUES INTEGRALES DEFINIES. 


Jonvnal fiiv dui nunc iiiul an^eAvaii(lt(‘. Mîitlu'nuit.îk, lic‘.rîiiisj»'o.f!;cl)üii von Crvlh'j Bd. Il, Berlin 18îi7. 


Lorsque une intégrale définie (iontient une quantité constante indéter- 
minée, on peut souvent en déduire, par différentiation, une équation différen- 
tielle par laquelle l’intégrale définie peut se déterminer en fonction de la quan- 
tité constante. JjC plus souvent cette équation différentielle est linéaire; si elle 
est en même temps du premier ordre, elle peut, comme on sait, s’intégrer. 
Quoique cela n’ait pas lieu en général, lorsque l’équation est du second ordre 
ou d’un ordre plus élevé, on jjeut pom-tant quelquefois déduire de ces équa- 
tions plusieurs relations intéressantes entre les intégrales définies. Montrer 
cela sera l’objet de ce mémoire. 


Soit 




■fr 2 +ï.'/^ 


une 


équation différentielle linéaire du se- 


cond ordre entre y et a, p et q étant deux fonctions de a. Supposons 
qu’on connaisse deux intégrales particulières de cette équation, savoir y — yi 
et y = y^^ on aura 


d>ad 




da 




da^ 


P 


da 




.De ces équations on tire, en éliminant 


y^- di 


■y^<la^ = 


yiydt-y: 


da 


da 


= —p 


y-^ da. 


■V 

y^ da 


32 * 
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donc en intégTnnt 

(^) 




^—J'vda ^ 


e étant la base des log’avitlnnes Népériens. 

Supposons que les deux fonctions et y.^ soient exprimées en intégrales 
définies, de sorte que y^ = j'vdx^ y.j, = l'îidx^ v et n étant des fonctions de 
X et de U, cette relation entre y, et y^_ donne en snlLstitnant, 


( 1 ) j:„iv 

Cette équation exprime, comme on le voit, une relation entre les cpiatre inté- 

vdx^ j' dx. Il s’agit maintenant de trouver 

des intégrales qui puissent satisfaire fi une équation difiéreutiellc du second 
ordre. Il y a plusieurs intégrales qui jouissent de ce.tte pro])riété, et que 
nous allons considérer successivement. 



I. boit et 

% f [J >‘ + «■) , 

— x) i-A' / C ^ / ,,, 1 -» (2 _ 1-I-! ’ 


(kl. 



le signe dénotant que l’intégrale est prise depuis x=:0 jusipi’fi a:=l. 

En différentiant la quantité (;r-|-ftya:“(l — a;)A — r par rajqiort fi x, on 
obtient 

dr = da:.x/‘~^ (1 — (ai-j-e/.)''"* [y® (1 — -(- «(ai-j-r/,) (1 — x) — ft (^x-\-(()x^. 

Or 

yx (1 — æ) -(- a (x -[- a) (1 — æ) — /? (a; -[- u) x 

= — y -|- [a(/?-]-y) -|- («-]- 1) («+/')] (* + '"') — («H-Z'^+y) (•■''4-'"'')% 

donc en intégrant entre les limites x — O, x=2^ on obtient 

0 = -r(a‘ + a)Jkk+(^^, 

+ [(A+j') “+(“+;') (» + !)] 



SUE QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES. 


De cette équation ou tive, en divisant pau ^ et snlistitnant à la ] 

des intégrales leurs valeurs en ?y, 


( 2 ) 


da- \ a i -|- <t j da "* a (ci 1) ' 


Si l’on met à la place de /?, ;/ respectivement 1 — /?, 1 — r/, 
aura la meme équation, donc 


y _ f” + __ r (.r + a)‘'+A'+y</.r 


sont deux intégrales particulières de (îctte équation. 


Or £i = — ^ l consé( (lient = 6V/ (1 ( 


donc l’équation (0) donne 

(4) _ ^ CA/ ''+>'(l 4-rr'+^ 

Pour déterminer la quantité constante (J^ soit a — on trouvera, tîicilc 

C = — (a [3 — 1 ) ( dx . X '' ■ ’ ( 1 — ;r) . i dx . x ~ ( 1 — x) ' , 

J 0 J 0 


c’est-à-dire 


C = 7T [cot (an) -j- cot (/î.^) ] . 
Par suite récjuation (4) donne 




Le cas oii y 
voit aisément, 


[ 1 /? 1 . rvA(.r+«)«+A’+î'-i 

\ d 'A,(,r4-rt)r r\ht{x-\-<i)'‘+l-‘+Y 

1 / h J .rA'(l -,r)« 

, = — 71 [cot (aTi) -|- cot (ft-n) ] a'‘+Y [1 -|- a)Xy^ 

— a — /? mérite d’etre remarqué. On a alors, comme (j 




d;V 


dx 


Or 


^ ( 1 — ni) ^ ”X> (ir, ~|- (i) «+e' (t d ( 1 -(- d) J .r ^ ( 1 — ,r) ' 

d.r iadVl'l 
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Fm étant égal à / e~''‘ dx ^ donc 


r dx _ Ta.Tli 1 

(g (1 — X) i-tJ (.r + «) “■ T(«+ 


Soit p. ex. ftz=l — «, on aura 


^ dx _r«.r(i— «) 1 

(i— — i(Yi) «1 (l‘+ii)« 


or /’(!) = 1 , ru.r{\—a)~-r~~, donc 


r dx 7t 1 

f ^ (.r -f - C/J X (1 — .7*) “ sin a 7f c/. (1 - J- c/) ' 


II. Soit y =1 


7ï" r‘\ 7v~'l^v • En ditférentiant on obtient 

ày ___^ C°° m-'^dx 

da~ (l_p,rp(,rqrfl,)y+i ’ 


d^!/ / 

da^ < 


x-<‘dx_ 

0 ( 1 -fÆ)/^ (.«+«)>+“ 


Lorsqu’on différentie la fonction œd~" (1 = r, on obtient 

(jQ — Ci 

x"^^ dx 

— H -3 ^ ’ 

doue, puisque 

î = (y+ 1) (1 - «) « - [{» + y) (1 - «) - (y + »] 7 + ») 

+ ( 1 — “ — + ")’: 


dr = (j/ -|- 1 ) a (1 — a) 


cfo; 


-[(«+/) (i-«)-(^+/)«l 

On tire de là en intég'rant 


. x-'ulx , , 


yyx-\-a)Y 


I / G -[- y d// 1 /(I — « — P — y) 

da^ ~r ( ^ 1 T" “rt O'— bY 


a (1 — fl) 


y=Q. 


En mettant respectivement l — ft, \ — a, y a~y ft — l à la idace de 
^1 1^1 ït il résulte la même équation, donc 



SUK QUELQUES INTEGRALES DÉFINIES. 




(1 ^ iti) -|- a) 1 ’ 


sont deux intégrales particulières de cette écpiation. 

Or, puisque = ~ ft“+>'(L 

ou a eu vertu de l’équatiou (0) 


'+Y (i—ft^p'+r 


djj^ djj,, C 

da da a^~^y(l — 


En faisant a=zl^ ou trouve C={)^ et par conséquent 


dy, dy,, 

y^-iia~-y^ir 


c’est-à-dire y, = Gy ^ , C étant une constante. Pour la trouver on fera a 


011 aura 


<lx 




(iqr;,)P'+r 


r°° x-‘ dx r (1 —■ a) r(cH- y— f ) 


ç°° xfi-Gix . ^l'y ■ ly 

(iy:x)d+y—~T([l-Çy)' 


P G(1 -a) r(o:-|- /^4~y — 1) 


Par conséquent l’équation = donne 


r °° x d,'i: / ' (1 — a) T (« -|- /ï -|- y — 1) 

(iq-,.)/v(.;-|-a)r— “ ryTry ^ 


r°° 

^ (.r + a) « w- 


Si dans l’équation (6) on met (1 — a) à la place de a, /? et a 
place de a et /^, elle ne cliange pas de forme. 

Il s’ensuit que 

/•°° x-ddv 


J 0 (1 + “ (■''' + f — “) ^ 


e.st de même une intégrale particulière de la même équation. Ou a do 


y. y^yy — n 

da da (1 — 
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Eu mettant xa à la place de -x dans l’expression de , on obtient 




f 




;/ a-^^-y I 
J 0 


(1 -)- x) ^ (1 + cix) 1'^ ’ da 
Ou trouve de même, en mettant (1 — a)x à la place de 


X~~‘Ulx 

(1 + / + ' • 


!/z- 


: (1 — f 

J 0 


dx 


(l+.,)r[i + (i_«),]« 


d« J, ■(r+A0r+ïTrq:(i_-,,)7,j.- 


En substituant ces valeurs, multipliant par «“■*'^'(1 — et écrivant C 


ai 


C 


lieu de s on trouve 

r 


( 7 ) 


( p_ f°^ Æ-«cfa f°° X-IUlw 

j jo (i+#(i+«#'J„ (r+Â-)/+d[r+(i_„,)7ij'' 

Pour trouver C', soit « = 0, on aura 


G 


_ x-tuix r°° 
Jo (1 + ^0’'+“ Jo 


7 7 (1 _J) y./ 1 /y _|_ 1 \ 

iYy+l) d (a -j- — 1). 


„ (l + A')r+“ J, r(7+i) 

Si l’on fait p. ex. ft=l — a, on aura en remarcpiant (|uc 


/'(l — a) l'i 


sm anc 


■7'(r+l)==?"-7>: 


ut 


_ r°^ x-<‘dx r 

-;Vo (r+T#Td^F“ ■ Jo 


y . sm 

-|-(1 — rt 

Lorsque a = Y = -^ on a 

poo 

2 71 = a 


(l+,,)r(l + 

d,(; 

0 (i J- A') ^ (ï -b 


' x<‘-^dx 

d.v 

(1 -b,,)r| i -P 




dx 


poo 

J 0 V X 


dx 


0 y' x(l -|- x') (1 J 0 y X (1 ~f- x^ [1 ( 1 — X I 


-f- (1 — a 


dx 


d 


dx 


0 E.v(l-b/i:) [l-f- (1 — u)ic] Jo ya'(l-|-,r)'’ (l, -|- 
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Toutes ces intégrales peuvent s’exprimer par des fonctions ellij)tiques. 
Eu effet, soit x = (py\ on aura après cpielques transformations légères 


■(p 


yi — (1 — a) 


7c Tÿ d(p Ç d y. cos ^ f/5 

2 Jo yï — (i — ajsin^r/5 Jo Vl — «.sin^r 

-Ld — fA rC ry_ 

Jo ÿl — «sin^f/i Jo 

c’est-à-dire, lorscpi’on fait = b^ = l — c‘^, 

jv’yc) + F\b) E\o) - F\by 
où, d’après la notation de M. Legmdre^ 


F\C): 


'o yî- 


(l(f 

-6‘^ sin^^ 


Ë^{c) =^j^^d(p:]/ï 


siu^y. 


La formule ci-dessus se trouve dans les Exercices de Calcul intégral i>ar 
M. Legendre^ t. I, p. Gl. 

Dans la formule générale (7) les intégrales peuvent s’exprimer par 


d’autres dont les limites sont 0 et 1. Soit à cet effet a: = . — ; on aura 


y 

ï-y’ 




(8) 


rLZy(l-,y)"+/'+>'-=‘ _ 

Jo Jo 


nr+i) ^ ^ r[i-(i-«)y]^ 

_i_n— f/l r dÿ(i-t/)"+fi+y 

Vo y“[i-(i-«)yî^ Jo y^O-'^yF 


fyçi-aijF 


Nous avons vu plus liant que 




<hr. t'a. T jt 1 

(1— y' r(a-{- j-ï) ’ liÿÇl'iÇ ay ' 


On peut trouver, comme il suit, une expression plus générale de la- 
quelle celle-ci est un cas particulier. En différentiant l’intégrale 

^ ~Jo + ■ ■ 

par rapport à a, on obtient 


ÉL 

(la 


(a 4- B) 


:)/»- 


33 



Il s’eiLsiiit que 

dy 


da 




x"(l — x)p 


a(l-\- <i) (.* -j- fl) “ +/■' 


Eli uuiltipliaut cette équation par le premier membre devient 

une différentielle complète, égale à <^[^.«'''(1 -)-«)“], ou aura donc en inté- 


grant 


^.«^'(1 -[-«)“ = 6' — æ“(l — x)^ 


'“du. at'~^ (1 -)- fl) “—1 


(a-t-,v;)“+d' 


Pour trouver 6', qui peut être une fonction de æ, nous ferons a™ ex-. 
On aura 


et par conséquent, 

C 


y . [1 a)“ = f dx.x‘^~^(l — xY"~^^ 

J 0 


: / dx. x^-^ (i — xy-^ 4- (1 — xY 

Jo ^ J -r K J J (a+xYH>‘ 


X ;« y 

y — x ’ 


Si roii fait a — — -? et par suite y:zzz~--^ ' ou trouvera 


X -f- (IX 

CC “|~ îV 


£ - =-x-Yl—x) d?j.y^~Yl-y) 

= æ-“ (1 — x)-A’ [ - j'^x . x“-^ (1 - xY~^ -f I’ \lx . x'‘-^ ( I — xY~^ j . 

En substituant cette valeur, on obtieiit 


et par conséquent 


Fa. r(i 


TiaXd) 


= a^’ (1 -j- rt) 




rÆ?-" + (1 — r • f ■■" ■ 


Si p. ex. « 1 , on aura 

qq _ ( 1 -|- «) ^ I — •<')-“. .11“ Y‘ (lu (l 

siiiayr J ^ *■ + « ~r (i 

Si de plus a = -^-, on obtient 


n : 


(“+“’[] 4.Y- .+f—^r 

Jq (.'b + ajY^' — jr Jq ( 


(Ut 

(a-f w;) ']/ (i-]- ((^''■^ 
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ce qui est jiuste, car 


dx 

2 1 

^ X -|- XCt 

(Æ-[-a) y*'?* — 

, cliG. LclLiy 1 

ia+a^ ® y 

a — ax 

“ da 

= arc. tai"ia' 1 

a — ax 

Ç(dj — {— y et — {— € 1 ““ 

i.v—.rd *= y 

.r-j- xa 


et arc. taiig z -)- arc. taiig - 


III. Soit J/= f e. ^(1 — où cf>0, /9>0. 

J 0 

En clitfércntiant par rapport à a on obtient 

~^ = — J e““£c“(l — xY~'''dx, 


Lorsqu’on différcntie la fonction r = e — æ)'’' par rapport à se 

on obtient 


= (1 — dx — (a -|- /5 -|- g) e — x)^ ^ dx 

-[- (1 — x)f‘~^ dx^ 


donc en intégrant depuis x = 0 jusqu’à œ = 1 , et substituant pour les inté- 
grales leurs valeurs en Ui 


_i_ I 4 _ 1 ] % I ^ 

a. + da a 


?yi=0. 

On satisfait aussi à cette équation en faisant 

poc 

y=y^=.j e~'“x’‘~'^{x — iy~^dx, 


a étant positif. Or on s\, ]) = 
quation (0) donne 


« + /9 


-)-l, donc 


C 




Donc l’é- 




■ G 
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Si dans l’expression de on met x-\-l à la place de æ, 

/ ■» OC 

0 

7 

_ e-W e-“ (1 + æ) “ dx , 

da J 0 

on bien, en mettant à la place de x, 

^OO 


jiVjL I (Ix, 

da J 0 

En substituant ces valeurs de y, , -■£’ de meme que celles de y , 
tipliant par eVi.“+'‘', et faisant « = 0, on trouvera 


c’est-à-dire 

On aura donc 
Fa 


C =J^e-^ dx . dx .x’‘ ’ (1 




. rp=j\-^ dx . æ“-' (1 — xy-^ .£ dx . x/-' (a æ)' 

/-I r<^ 

— a J dx.x“(l — x) .J (>■"' d X . x^’-' 
Lorsque /?— 1 — «, on a 


•7C 

sin ajc 


IV. Soit 


y 


/■•oc 

_ / e«^-^’x‘‘~^dx^ oîi «>0. 

J 0 


on trouve 


7 ^- 5 e,n mnl 

(Ut 





En différentiant on aura 
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rfy 

(la 


-i: 


® ” /y» fl rv* y - 

^ (ici^ 


T 


^rix-x- ^a + l 


Or 


= dx . x'‘~^ [a -\- a x — 2æ'), 

donc en intégrant depuis æ — 0, jusqu’à x = ix., en substituant les valeurs des 
intégrales en _?/, et > et divisant par — 2, on aura 


(Py 


I fi 

(hP ^ (la 


(h, 


■ a IJ = 0 . 


Cette équation conserve la nienie tonne lorsqu’on remplace a par — o, donc 


y— VP 


■f 




est de même une intégrale particulière de cette équation. Puisque }> est égal 

a- 

à — -l-G, on a — 6'« , et par conséquent, 

<k /Y 

Si, pour trouver la quautite coustaiitc O, ou fait r/. = (), ou trouvera 

. ( a \ 

y — / dx = T -ly J 

J 0 \ ^ I 

''■> ^"dx=i-rl^ j , 

r°° I a \ 

Z J = ^ j ? 

/»oo 

=-■: — / e~^'x“dx= — -J/' 

J (I 

donc en substituant: 


(l.<(, 

VP- 


<h/i 

(la 


I f G -b 1 
■) 


G: 


(“+Mi 

u[« ] 

1 “2 .1 ^ 

l^J 


et par suite 


II 


’ 1^-"^ ^ I /’ I I <3 e““'~'‘''dx.x“~^ .j <>■ “ '■‘'"'dx.xP 


r» oo n oc 

e dx . X 6 dx . X 
0 J 0 
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Si l’on met a. )/ — 1 à la place de a, on obtient la formule suivante 
i- F I j r I y j e“ 7 eos ax . a:"-' .J^ dx . 


e “ cos ax . 


) poo 

dx . e"'"' sin ax x /''~^ . / dx . e""''' sm a.x . x"", 

0 ^0 


Note. Les quantités constantes (exposants), qui se trouvent dans les intégrales c 
ce mémoire, doivent avoir des valeurs telles que les intégrales ne deviennent pas infinie 
Ces valeurs sont faciles k trouver. 
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RECHEKOHEb aUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Jüurual filr dio roino uiid angüwandto Matliciiiatik, licrausgcj»-ol)cii voii Crdlc, Ikl. 2, 3. Berlin 1827, 1828. 


Depuis loiio-tciups les fouctious logarithmiques, et les fonctions exponen- 
tielles et (virculaires, ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont attiré 
l’attention des géomètres. Ce n’est que dans ces derniers temps, qu’on a 
commencé à en considérer quelques .autres. Parmi celles-ci il faut distinguer 
les fonctions nommées elliptiques, tant jjour leur belles pi'opriétés analytiques, 
que pour leur application dans les diverses branches des mathématiques. 
La première idée de ces fonctions à été donnée- par l’immortel Euler, en 
démontrant, q\xe l’équation séparée 

'L.' , dy _ 

y a + (ix yx'^ 4- Æe-* -f V « -f- jiy -f- ///^ -f ôy'^ -j- 

est intégrable algébri(pienient. Après Euler, Layramje y a ajouté rpielque 
chose, en donnant sou élégante théorie de la transformation de l’intégrale 

(L v 

5 OÙ li est une fouctiou rationnelle de x. Mais le pre- 

niier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature de ces 
fonctions, est M. Leyeiidre, qui, d’abord dans un mémoire sur les fonctions 
elliptiques, et ensxiite dans ses excellents Exercices de mathématiques, a dé- 
veloppé nombre de j)ropriétés élégantes de ces fonctions, et en a montré 
l’application. Depuis la publication de cet ouvrage, rien n’a été ajouté à la 
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tliéovie de M. Legendre. Je crois qu’on ne verra pas ici sans plaisir des 
reclierclies ultérieures sur ces fonctions. 

En général on comprend sous la dénomination de fonctions elliptiques, 
toute fonction comprise dans l’intégrale 


/ 


R dx 




où li est une fonction rationnelle et et, /9, (5", a sont des quantités con- 

stantes et réelles. M. Legendre a démontré que parades substitutions conve- 
nables on peut toujours ramener cette intégrale à la forme 

Pdy 


h 


ya + %^-f cy* 

où P est une fonction rationnelle de y^. Par des réductions convenables, 
cette intégrale peut être ensuite ramenée à la forme 

dy 


et celle-ci à 


/ 

/ 


a hy'^ + cy^ 

A + Bjm^e d» 

yî — c^sin‘‘®Ô 


où c est réel et moindre que l’unité. 

Il suit de là, que toute fonction elliptique peut être réduite à l’iine des 
trois formes : 




d6 


(1 -|-wsin^^)yi — sm^è 


auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la pre- 
mière, seconde et troisième espèce. Ce sont ces trois fonctions que M. Le- 
gendre a considérées, surtout la première, qui a les propriétés les plus re- 
marquables et les plus simples. 

Je me propose, dans ce mémoire, de considérer la fonction inverse, 
c’est-à-dire la fonction ^cc, déterminée par les équations 

r de 

J yi — c^sin^é) 
sin $ = (p a = x. 

La dernière équation donne 

dO^i — sin^d = d ((/)«) 
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donc 


i 


dit) 


' 0 y(i — (1 — 

M. Legendre suppose positif, mais j’ai remarqué que les formules devieii- 
ueut plus simples, en supposant négatif, égal à — e^. l)e même j’écris 
pour plus de symétrie 1 — au lieu de 1 — en sorte que la fonc- 
tion (pa = x sera donnée par l’équation 

J i) VQ — (i. + t'-.f-) 

OU bien 

(f/a = |/ (1 — c^(p‘^a) (1 e‘^ (p‘^ a) . 

Pour abréger, j’introduis deux autres fonctions de a, savoir 
fa — ^1 — G^(f/a\ e** (p^c£. 


Plusieurs propriétés de ces fonctions se déduisent immédiatement des 
propiiétés connues de la fonction elliptique de la preinière espèce, mais d’au- 
tres sont plus cacliées. Par exemple on démontre que les équations fpa = 0, 
fa = 0^ Fa = 0 ont un nombre infini de racines, qu’on peut ti’ouver toutes. 
Une des propriétés les i)lus remarquables est qu’on jjeut exprimer ration- 
nellement (pigna)^ /'(ma), Figna) (gti étant un nombre entier') en cpa, fa^ Fa. 
Aussi rien n’est plus facile que de trouver (/)(ma), /(ma), F (ma), lorsqu’on^ 
connaît (pa, fa, Fa-, mais le problème inverse, savoir de déterminer (pa, 
fa. Fa en (p(ma), f(ma)), F(ma), est plus difficile, parcequ’il dépend d’une 
équation d’un degré élevé (savoir du degré m^). 

Pia résolution de cette équation est l’objet principal de ce mémoire. D’a- 
bord on fera vcrir, (îomment on peut trouver torrtes les racines, au moyen 
des fonctions (p, f F. On traitera ensuite de la résolution algébrique de 
l’équation en question, et on parviendra à ce résultat remarquable, que 

w ’ m exprimés en (pa, fa, Fa, par une formule 

qui, par rapport à a, ne contient d’autres irrationnalités que des radicaux. 
Oela donne une classe très générale d’éfpiations (lui sont résolubles algébri- 
quement. Il est à remarquer que les expressions des racines contiennent 
des cpiautités c,onstantes cpii, oi général, ne sont pas exprimables par des 
f[uantités algébricpies. O'cs (piantités constantes dépendent d’une é({uatiou du 
degré v/ — 1. On fera voir comment, au moyen de fonctions algébriques, 

34 
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Oïl peut eu ram eu er la résolution à celle d’une équation du degré iii-j-l. 
On donnera plusieurs expressions des fonctions (/)(2ri -j- 1)« , / (2 1)« , 

F{2n-\-l)a eu fonction de cpa^ fa^ Fa. On en déduira ensuite les valeurs 
de <pa, fa., Fa en fonction de a. On démontrera, que ces fonctions peu- 
vent être décomposées en un nombre infini de facteurs, et même eu une in- 
finité de fractions partielles. 


§ I- 


Propriétés foiidainmtales dés fonctions (fa, fa, Pa. 


1 . 

En supposant que 

( 1 ) (pa — X, 

on aura en vertu de ce qui précède 

i/(i ■ 

Par là on voit que a, considéré comme fonction de æ, est positif depuis 


0 jusqii’à æ = --_ • En faisant donc 


•(3) 


T = f 


dx 


il est évident que (pa est positif et va en augineutant depuis a 
a = et qu on aura 

(4) c/3(0) = 0,_</i(yj ==-i. 


; 0 jusqu’à 


Comme a cliange de signe, lorsqu’on écrit — x à la place de x, il en est 
de même de la fonction (pa par rapport à a, et par conséf[ucut on aura 
l’équation 

(5) ip(^^a) — — (pa. 

En mettant dans (1) xi au lieu de x (où f, pour abréger, re|)résente la 
quantité imaginaire |/ — 1 ) et désignant la valeur de a par fti, il viendra 


( 6 ) 


xi—(p[fti) et /?; 


n X 

’Jo y 


dx 

1/(1 -|- P (1 ■ 
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ft est rëel et positif depuis x = 0 jusrpfà x= | , donc eu faisi- 

r « d.T. 


“^ant 


(7 


eu 

w 


1 0 y(l — p-.r-) (1 -(- 


X sera positif, depuis /? — 0 jusqifà /: 

1 

i 


eu 


: c’est-à-dire cpie la fonction 
V (/)(/?^) sera positive entre les nienics limites. En faisant ft = a et 

h 


fp(ai.) 

y = ^ \ ^ , on a 

i. 


=r 

Jo 1 


donc on voit, qu’on supposant e ati liexi de e et e au lieu de c, 

(p(a/.) , 

’ Y changera en (pa. 


Et connue 


fa = 1 — O" </>"«, 

F a — |/ 1 -j- e'-‘ <p'‘‘a. 


OTi voit que j)ar le cliangenient do e en c et c en c, ./(«?’) et F{ca,) se 
changevont respectivement en Fa et fa. Enfin les écpxations (d) et (7) font 
voir que par la meme transformation a» et tà.se cluingeront respectivement 
en «5 et lo. 

E’aprôs la formule (7) on aura x= ^ pour (3= ^ i donc en vertu 


de l’équation 

(?) 


■.r.i. = (p [fi) , il viendra 


I ai 
2 



2 . 

En vci'tu de ce (pii précède, on aura les valeurs de (.pa pour toute va- 
leur réelle de a, comprise cnti’c ^ ‘^1' ~h xÿ’ ’ valeur ima- 

ginaire de la forme fti de cette quantité, si ft est une quantité contenue 
entre les limites — 2 et ~[“ q ‘ ^ s’agit maintenant de trouver la valeur 

de cette fonction pour une valeur (pielcompie, réelle ou imaginaii’e, de la 

U* 
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variable. Pour y parvenir, nous allons d’abord établir les propi’iétés fonda- 
mentales des fonctions (p, f et F. 

Ayant 

F^a = l-\-e^(p-a, 

on aura, en différentiant 

fa.f'a — — à(pa.(p'a, 

Fa.F'u = e^ (pa.cp'a. 

Or d’après (2) on a 

(p'a = 1 /( 1 — + (/)"«) =/« .Fa, 


donc, en substituant cette valeur de cp'a dans les deux équations précéden- 
tes, on trouvera que les fonctions (pa, /«, Fa sont liées entre elles ])ar les 
équations 

(p'a . Fa, 
f'a = — c^cpa.Fa, 

F'a = e^(pa .fa. 



Cela posé, je dis qu’en désignant par a et (3 deux indéterminées, on aura 


( 10 ) 


1 e'^ cp^ a . cp'^ fi 

n, I nN fa.f^—c^-(pa.(pli.Fa.F[i 

J -TP) — - l'-fe^c^(p^a . (p^-li 

Fa . F [S -|- (fa .(p[F fa . fft 


Fia-\-(3): 


1 -f- e^c^cf'^a . 


Ces formules peuvent être déduites sur le champ des propriétés connues 
des fonctions elliptiques [Legmdre Exercices de Calcul intégral) ; mais on 
peut aussi les vérifier aisément de la manière suivante. 

En dé.sig'nant par r le second membre de la première des é(|uations 
(10), on aura, en différentiant par rappoi-t à a, 

dr <p'a. fg . F^ cp(3 . Fa .f'a-^ (p(i . fa . F'a 

da 1 e‘^ rp'^ a . (p^]î 

^cpa .fji. Ff-j- cpf . fa . Fa) 2 e-^d-tpa . (p^f . (p'a 
(ï -P <P<P(p'^a . (p'^f)^ 

En substituant pour (p'a, f'a, F'a leurs valeurs données par les équations 
(9), il viendra 
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clr 

da 


; fa. 2 e^chp^^a.(fd- [i.fa.f(3.Fcc.Fi^ 

i -j- e-c^(fda . cfdjj (1 -|_ e-c^fp-a . (p^^f)'-^ 

I (pa. cpl'F (i-\-edrdfp‘^a.cp''^l^)( — c^F'^a-\-e-f-a) — 2pre^(pa.(pli. cp-jFf-a. F-a 


7 


cVoii, en substituant pour et F^a leurs valeurs 1 — cfcp'^a.^ l-\~efcp^a.^ 
et en réduisant, on tire 


(Ir (1 — ed^rJfp^a. (p^^) — pr)(pa . cpl^ fa .fl‘] . Fa . Fl^] — 2e-c^fpa.(pJ^(^cp^a-\~cp-[^) 

(la (^i ip (^-rdip-a . 


Maintenant a et /? entrent syinétinquenient dans rexpression de r; donc on 

(/i0‘ * (l'V 

anv<a la valeur de > en permutant a et /? dans la valeur de • Or 

■|)ar li\ l’expression de f ne cliange pas de valeur, donc on aura 

(h' 

(la (i('J 

(Jette équation aux différentielles yiartielles fait voir que r est fonction 
de «-(-/?; donc on aura 

r = .//(« -1-/9). 

La forme de la fonction iff se trouvera en donnant à (3 une valeur particu- 
lière. En supposant par exemple /? = 0, et en remarquant que (/}(()) = 0, 
/(0) = 1, F{0)=1, les deux valeiu's de r deviendront 

r = (f a et r r=r \p a , 

donc 

\pa==.(pa^ 

d’oiV 

■r — I// (« -\-(3)z=(p (« -1- ft). 

La première des formules (10) a donc effectivement lieu. 

On vérifiera de la meme manière les deux antres fornudes. 


3. 

Des formules (10) on peut déduire une foule d’autres. .Je vais rappor- 
ter qxielques-unes des plus remarquables. Pour abréger je fais 

(11) 1 -l-cV.Dp’* O. fp ’’/?=/?. 

En changeant d’abord le signe de /?, on ol)tieudra 
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! / I I ( o\ 2 (fa .f§ ■ 

/(»+/î)+/(«-«=^^’ 

/(« + ~ /(« - /î) = , 

F(a + (i) + F(a- — 

J („ + j5) _ F(„ _ /?) = . 

En formant le produit de (p{a-{-P) et (p{a —(3), on trouvera 

^ qtt.fli.F(i-\-(pf}.fa.Fa cpa .f(i . F[i — cpli .fa . Fa . 

(p{a-\-(f).ip{a — ft)= ^ ^ 

_(p^a._P'^.F'^(i—(f'^t^.pa.F'-^a 
~ ’ 

ou, en substituant les valeurs de /^/î, F'^a en (p/3' at (pa, 

y (a -j- /9) . (/5 (a — /?) = - - - - ■ 

{(p^a — (p/^ (f) Ql c- (p/^ a . <p- /i) _ 

~~ - ’ 


or Jî= 1 -|-e^c^(p^« . donc 

( 13 ) (p{a-^(3).i 




On trouvera de même 


/(„ 4. ,/(„ _ fl = - ‘‘P ii‘. 

1 — e^cp^a — — c^f^cp'^a . (p'^pi f'^a. f"(-i — r.- /r. - -}- f'-j (p-a . cp- (-l 

~ ^ M ~ li 

Fia + /9) . F (a- (3) = + 

1 -P e.3fp‘^a + «2^ V — e^-c^<p'^a. f/-^ F^a. F'^f — + e'^) (p^a. cp'^fi 

~ li ~ ~ li 
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4. 


Eu faisant dans les fonnules ( 10 ) — 


i. et eu reiui 


quant que / ±-^~ = 0 , F ±^'i = 0 , on aura 


O) 


(P C£ ± y 


Cl ■ fa 

■±^2 - Fa 


a + 


c» 


F 


"F ' 


2 (f a 


T T 




(15) 


F\a±-'^ 


F 


2 

'Ta ’ 


Cü 


(p a±-yi =±(p 


(jj .U Fa 


2 


i 




F\a±%-i =q: 


/(!• 


9 


e I I fw • 

y «± O 


cpa 

(fiy/ir- 




fa 


ou bien; 


^P i "c’ 


0 ) 


1 fa 


? 


Fa 


a H- 


CO 


: T y 




Fa 


"fZ 5 


(16) 


TrT , CiO 

î « ± 2 “ = 


ye^+c“'_i_ 

“"■ ‘c Fa ’ 


/ ^ 'i Fa (d . Y î™ 

(p «± 2 * = ± e 7 « ; «± 2 '* =±^ 1 / 6 **+ 


i Fa 
e fa 


û) .Y 
"2 


:2 . 


/« 


/ ( « ± l' - i 

De là ou tire sur le cliaïup 


Ve'^±f 1 

e fa 


CO , c 

9 9 . 


CO 


: + 


■ a\: 


( 17 ) 


I 




■ Cf : 


ô • 

<P\- 2 ^ 


I j CO m 7/1 / ^‘I 

-]- a — cpi 'i — a ; iM ^ -[- 


(î) . 


■Fiti-a]; 


& . , 

2 - ^ + Cf 


ÜJ 


- 1 — a 
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y I « ± 4-1 c/) ( a + 4- i 1 ± -4 ; F[a±'!^\Fa^ 


/ «± V* /« 


Eu faisant a — - et , ou eu déduit 




.. ffj , w . ' 


Cf à — 01 J 9 \ 9 ^ O ) 0 1 9 ^ 


Eu mettant ensuite dans les trois premières équations (17) ^ au lieu de 

a, et dans les trois dernières au lieu de a, on obtiendra les sui- 


vantes 


(p(a-\- cü)=~(pa- /(a-f-w) — — /a; i^X« + ‘'-^) 


( 9!3(c£-|-{()z) =: — (pa] f(^a-\-Loi)= fa\ -j-(o^)= — Fa-^ 

et en niettaut a-\~(u et a-\-îOï an lieu de g; 

/ <p(2co-\-a) = cpa] (p(2îoi-\- a) = (pa] (p (w îo i a) = <p a ] 

(20) I /(2(ü-f- «)=/«; /(ûJz + «) = /«; 

( F {(O -h «) = Fa ; F {2 îüï-j- a) = Fa . 

Oes équations font voir que les fonctions <pa, fa, Fa sont des fonc- 
tions 'périodiques. On en déduira sans peine les suivantes, où m et n sont 
deux nombres entiei's positifs ou négatifs: 

[(to n) (y -j- (m — n) wi -j- «] == (pa • 

(p[[m-\- n) œ -j- (jn — -j- 1) <^i -h ^] — — 5 

f(2m(o-\-nâ}i~\-a)= fa', f\{2m-\- l)(u-j-'y, «)?’ -|- ai] — fa. 

^ F{mœ -|- 2n(jSi -|- a) =.Fa', F[^m,io -j- (2'ii -[- 1 ) lOi -|- «] • — Fa . 

Ues formules peuvent aussi s’écrire connue il suit : 

f (p (mw -|- nîoi ± «) = + ( — iy“'''^‘(p a , 
flnioj -j- nU)i ± ai) = ( — If'fa, 

F(^mw -f-nû>i±a)=:^[ — 


dn jieut remarquer comme cas particuliers: 
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( 22 ') 


(p (w co + a) = + (--- 1)“ (p a ■ 
f{mw + a) = ( — ; 

F {inw ±. a) = Fa 


(p ('ftS5^■± a) == + ( — 1)" yct ; 
f{nü}i +a)= fa ; 

F{nwi±: a) = ( — If Fa. 


5 . 

Les formules qu’oii vient d’étublir font voir qu’on aura les valeuns des 
fonctions- (/)«, /«, Fa pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la 
variable, si on les connaît pour les valeurs réelles de cette quantité, com- 
prises entre et — et pour les valeurs imaginaires de la forme /?f, 

où ft est compris entre et —• 

En effet, supposons qu’on demande la valeur des fonctions 9p(cc-[~/9f), 
/"(fô -|- /? f ) , F{a-\- ft i ) , où G et /? sont des quantités réelles quelconques. 
En mettant dans les formules (10) à la place de /?, il est clair qu’on 
aura les trois fonctions dont il s’agit, exprimées par les fonctions c/jcc, /g, 
E'g, f/i(/5f), E ne reste donc qu’à déterminer ces dernières. 

Or, cpielles que soient les valcui’s de a et /3, on peut toujours trouver deux 
nombres entiers m, et «, tels que a = 'mco±a\ /? — wc5±/3', où a' est une 

quantité, comprise entre 0 et -j- — ) et /5' entre 0 et Donc on 

aura, en vertu des équations (22'), en substituant les valeurs précédentes 
de G et /?, 

(pa = (p{mw + a') — + ( — 1)”(/)g', 
fa = fi^mœ ± g') == (— lYfa\ 

Fa = Fiinio + g') —Fa', 
cp[pi)= (/) (neuf +/?''<) = + ( — l)’‘</j (/?'i), 
filii) = f{nwi±ft'i) 

F{fti) = F{nmi±p'i) = (— lYF{iri). 

Doue les fonctions (pa, fa. Fa, <p{pi), /(/^O? seront exprimées comme 

on vient de le dire, et par suite aussi les fonctions (p{a fti), ff-\~ fi)-, 
F[a^fi). 

Nous avons vu précédemment, que (pa est réel depuis a = — jusqu’à 


35 
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I <-'> , <p(cii') , / 1 1 / • CD . ,y , (3 

et que est reel depuis a = ^ jusqu a a — -|- • Donc 

;u vertu des équations (22) il est clair 

1) que (fa et sont réels pour toute valeur réelle de g; cpa est 

1 . I 1 ^ (f(ai) , 1 X I 1 

3ompns entre 7 et — 7 ? et ^ entre 7 et -j- ; 

(j {j h Q d 

. . ... ^ ^ / 

2) que cpa s évanouit pour a — onoj^ et - pour a = mco, m étant 

un nombre entier positif ou négatif; mais (pa n’est pas nul pour aucune 
autre valeur réelle de a. 


En remarquant, que fa—^î — G^(p‘^a^ Eg 1= |/l , il suit de 
ce que nous venons de dire 

1) que les fonctions /"g, Fa^ F{ai) sont réelles pour toute va- 

leur de g; 

2) que fa est compris entre les limites — 1 et -[-1 et Fa entre les 

limites -|- 1 et +K l-|-~5 de sorte que Fa est positif pour toute valeur 
réelle de g; 

3) que f{ai) est positif et compris entre les limites -j- 1 et K'+î 

et Fiai) entre les limites — 1 et -[- 1 pour toute valeur réelle de g; 

4 ) que /g s’évanouit pour g = (im -|- - 1 -) et F [ai) pour G = (TO-j-|)(ü; 
mais que ces fonctions ne s’annulent pour aucune autre valeur de a. 

On remai-quera ce qui suit, comme corollaires des fonnules (22) : 

1 ) Soit G = 0 . Dans ce cas, en remarquant que (p( 0 ) = 0 , _/'( 0 ) = 1 , 
E(0) = 1, on aura 

i cp imio-fnüii) = 0, 

/(to 10 -\-nü)i)-= ( — 1) , 

F (miu -[- nwi) = ( — 1)’*. 


2) Soit G = Y • En vertu des équations ; 


m aura 

; 24 ) 




F 


(0 

2 



(f [(m f) (O -j- 7 iû}i] = (— 1 )’"+" -7 - , 

c 

j" —j— • -2') O) — j— cD (J j 3Zi: 0 ^ 

F[im A ^) üi -f- n(xii\ = ( — 1)“ 7- • 

(j 
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3) Soit a = 2 i. Eii vertu des équations 



v(|-j = 

i ^ 1 (ü A h 

7’ /i2^) = 7’ 

e(|/) = 

on aura 





1 (p [mw 

4-(??.+l)û>?:] = (- 

^ e ’ 

(25) 

\ f [971 CO 

+ (” + y)®’'] = (— 

F 


V F[m.(o 

-f(7/ -f 1) «}?•] = 0 . 



4) Soit « rrr -g vertu des équations ci-dessus on aura 

f f/i [(w-f--|-) 0)4" (îî-j-i) 

(26) I /[(w.-f |)(u + (M-f |)â>7']=^V, 

( F [ (m -f 4) (0 -1- (« -1- 4) <Ù î] — i- . 


6 . 

Les équations (23), (24), (25) font voir que la fonction (pa s’évanouit 
toutes les fois que a est de la forme a — m(i)-\-nn)i- que fa s’évanouit 
toutes les fois que a est de la forme a = (w-|- ■^)co -[-«.tüf, et que Fa s’é- 
vanouit toutes les fois que a est de la forme az=:mio-\-[n-\-^)wi. Or je 
dis que pour toute autre valeur de «, les fonctions f/)«, /"«, Fa auront né- 
cessairement une valeur différente de zéro. Supposons en effet qu’on ait 

cp{a-\-l3i) = Q, 

a et /? étant des quantités réelles. En vertu de la pi’emière des formules 
(10), cette équation peut s’écrire comme il suit; 

f F{fii) -f (p{fli)f a . Fa „ 

\ e'''^c^(p'^a.(p''^Qii) 

Maintenant les quantités fpa, F[[3i) sont réelles et (p{/3i) est 

de la forme îiM, où. A est réel; donc cette équation ne peut subsister à 
moins qu’on n’ait séparément 

cp a . F {(39) = 0 ; y (J3t) fa . Fa = 0 . 


35 * 
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Ces équations ne peuvent être satisfaites que de deux manières, savoir en 
faisant 

(pa = (i, 95(/5f) = 0, 
ou 

flJ3i)FIJK) = 0, fa.I'a^O. 

Les deux premières équations donnent a = mw, [3 = nûj. Les deux 
dernières, en remarquant que Fa et /(/9f) ne peuvent jamais s’évanouir, 
donnent 

/«=r0, F{l3i) = 0, 

d’où _ 

a — (™ + i)", = 

Mais pour ces valeurs de a et /?, la valeur de (p{a-\-(3t) deviendra intinie; 
donc les seules valeurs de « et /? sont a = mui et /? = «(ü, et par consé- 
quent toutes les racines de l’équation 

(px — 0, 

peuvent être représentées par 

(27) , X = mo) nwi.. 

De la même manière on trouvera que toutes les racines de l’équation 

fx=0, 

peuvent être représentées par 

(28) x — {7n-{-\)(o-\-nU)i\ 
et celles de l’équation 

Fx = 0, 

par 

(29) x = mm-\-(n-\-\)ü}i. 


7. 

Les formules (26) font voir qu’on satisfait aux trois équations 

/ 

(px — ^, fx=.^^ Fx = ^^ 
en donnant à x une des valeurs de la forme 
(30) X (to — |— -I-) CO — j— {n — -l") tü î . 
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Ov on peut démontrer que les équations en question n’ont pas d’autres ra- 
cines. En effet, ayant 


cpx 


ec „ / 


cpl. 

1 

2 2 7 


fx-. 


/( — T* 


) Fx : 


F 


les équations en question entraîneront celles-ci: 


CO 


I Cl) • \ n F I Cl) 0 ^ -rpj LU ^ 

(f — =0, f\x—-^-i\ = 0, E X — =0, 


mais en vertu de ce qu’on vient de voir dans le numéro précédent, ces 
équations donnent respectivement 


X ■ 


CO (jJ 0 (O 0 /li\ I _ » 

-K = 'inco -j- n w r 5 x — — % = [m -j- 4 ) co -j- , 


X- 


CO 


: mu> -[- [n ty?"; 


ces trois équations sont équivalentes à la suivante: 

X = (^lll -|— 0) -|- ('/? -[- 4-) tu? , 


c. . q. f. d. 


8. 


Ayant trouvé comme ci-dessus toutes les racines des équations 
(px = 0, fx=0j Fx = 0^ 

<P^' = ^n f^ = in 

je vais maintenant clierclier les racines des équations plus générales 

(p X = cp a , fx= fa , Fx = Fa . , 

oîi a. est une quantité quelconque réelle ou imaginaire. Considérons d’abord 
l’équation 


(px — cpa = 0. 
En. faisant dans la seconde des formules (12) 


.r -)- « ^ .r. — a 

■ 5 F— n •> 


on trouvera 


— 2 ^ r— 2 

j,fx4-a\ 
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Cette équation ne peut subsister que dans l’un des cinq cas suivants: 

d’où x = a-\-2'im) -\~2nwtj 

d’où x= — a-|- (2m -|- 1) fo -[- 2 j?(üî, 

d’où a: = — a -|- 2 onco -|- (2 n 1) â> 

d’où X = a (2 w, -[- 1) (y -j- (2m -j- 1) «5?‘, 

d’où ir = — a-\-i2m-\- 1)(X) -\- (2 n -|- 1) û) 

La résolution de ces cinq équations est contenue dans les formules (27), 
(28), (29), (30). 

Des valeurs trouvées de x il faut rejeter celles que donne la formule 
x = — U -(- (2m -|- 1) (y.-j- (2m. -[- 1) îD?’, 
car une telle valeur de x donne, en vertu de l’équation (22), 

(px = — (pa^ 

tandis qu’on doit avoir (px = (pa] mais les autres valeurs de y:, exprimées 
par les quatre premières formules, peuvent être admises. Elles sont, comme 
on le voit, contenues dans la seule formule: 

(31) x = ( — !)’”■*■” a mcy -]-m.â>?\ 

Telle est donc l’expression générale de toutes les racines de l’équation 

(px = (pa. 

On trouvera de la même manière que toutes les racines de l’équation 

fx =/« 

sont représentées par la formule 

(32) x = ±ia-\-2 ma) -|- mcof, 
et toutes celles de l’équation 

Fx — Fa 


1) si 

2) si /(^îi^) = 0, 

3) .si = 

4) si 

5) si = 


par la formule 

; 83 ) 


0! = -J- a -j- miy -|- 2 nüsi. 
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§ n. 


Jf^orntides qui dotineiit les vtdears île (p(^/ia^, -b^(_na) estpeiinées en fonctions raiiou- 

ndles lie rpa, fa, Fa. 

9. 

Reprenons les formules (12). En faisant dans . la 1% la 3“ et la 5' 
a = nft, il viendra 

(p {n -f \)ft = ~(p{n— 1)/^ + , 


(34) 


/(»,+ l)/?=-/C«-l)/9- 

F(^n^l)l3=~F{u—iyi3- 


' ~ R ’ 
2F{n{i)Fli 
B 


oii ii;= 1 -j- c^(i“(p^(vA/?) (pf^ft. 

Ues formules donnent la valeur de (p{n-\-l)j3 en (p(ii — 1)/? et (pl^aft)-, 
celle de /(vi.-j-l)/? en f{ii — l)/î et /(n/?), et celle de ^(u-j- 1)/? en 
.E(« — 1)/? et Fyuff). Donc en faisant successivement «=1, 2, 3 . . 
on trouvera successivement les valeurs des fonctions: 

¥(2/î), (/j(4/?) . . . (/){«/S), 

/{8«. /0« ■■■/(»«, 

I-'C-ip), F{ip), . . . E(»/9), 

oxpriluées ciii fonctioius ratioimollei^i des trois (piaiitites 

<plh M 

En faisant p. ex. w = 1 , on aura 

2<piF/FP'[i 
ldre-o'-‘(p^[i"’ 

.. 

■ 1 e'^ ü‘-‘ cp'^ [i ’ 

, F{2li) = — 1 + 1 • 


(35) 


Cp{2(S): 


Les fonctions (p{iift)^ Finft) étant des fonctions rationnelles de 

F 

(pfti fft-, Fj^i on peut toujours les réduire à la forme où P et Q sont 
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les fonctions entières de De même il est clair que le déno- 

ninateiir Q aura la même valeur pour les trois fonctions que l’on considère, 
ioit donc 


:35') IJ 

3n aura également 




En substituant ces valeurs, la première des formules (34) deviendra 


3 u bien 


Son 


■ A-i (Ql + y-‘e'^cF[i.F! 0 + ^2F Mn Qn- i f FFti 

Qn—lÇQn “f* ^ 7I) 


Eu égalant les niiinérateurs et les dénoiiiinateurs de cos deux fractions. 


Oïl aura 


:36) p.« = - P,-, (c; +«■«>•/? ■ Pî) + 2//3 ■ P/?- P. e.c.-. , 

'87) «..-.w:+«v<p/î.p:). 

La seconde et la troisième des équations (34) donneront de la même manière 
:38) - - p;,_, {Ql + c^e^cp^p . PI) + 2 fft . P,: (I , 

;39) - P\_PQl + . PO + 2 Fft . P,/' 1 ■ 


En faisant dans ces quatre formules -/?.= 1, 2, 3 . . . , et remarquant qu’on 
lura 

ft=i, e = i, p«=u, Pi=’pfit 
p;=i, P.'=/A P."=1, P."=i>’/J, 

ni trouvera successivement les fonctions entières (()„, P„, i-*,/, /(/', pour 
;outes les valeurs de 71 . 

Soient pour abréger: 

40) (pp = x, fp = 7j, P/? = s, 

1) B„=Ql^e^cFx^Pl, 
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les fonmiles précédentes donnei'ont 


(42) 


f ^11 + 1 — 

) -Pii+i — Pn—i “h 2_yz P„ Q,^ , 

j P' n + l — P' Pu~\- 2^ P„' Qn Qn-Ï J 

I 2zlVQnQn-^- 


Eh posant n=lj 2, on aura 


(48) 


(44) 


h\ = 

Q 1 -f- e '•* c, “ P J =•- ] -|- (d r, '■* a 

.4 


(>2- 

Qi)Pi = 1 “h 1 



/^ = 

/ oPi -f- iyzF^ Qi Qn= 2„ 

'7/2, 

' 

F.;= 

P(/Pi -|- iyFj' QiQa) — - 

- 1 — 

■^ + 2/, 

p/'= 

-FF:R,-f2zFFQ,Q,= - 

— i — e ex 

*4-22^ 


Qt-\-FFFFl = {l +cùr; 

i‘ — j — c‘‘ x^ 

^4xy2 


II 



ii3 = 

— J \ R, -f- 2 y Z F., Q. (f — - 

-;rP,-l-4y“ 

FxQ., 


= X — Pa) , 

iV= - Pilh + 2 y/P/ Q, Q, = - ylt + 2yP/ Q, 

=y{2Q,P,' -li,), 

F/=z{2QJY-P.)- 


En continuant de la sorte, et en remarquant que 
2^ = 1 -|- on verra aisément que les quantités 


Q. 


l\n 

aujz 




2îiH-l 


n f 

’ ^ 2n 7 


P 


'in + l 
7 


y 


ï> // 

'■ 2'// 7 


r"inpi 


sont des fonctions entières des trois cpiantites 'if\ ?S\ et par consécpient 
aussi de rune cpielconque de (*.0s quantités, pour une valeur entière quelcon- 
que de n. 

tJela fait voir que les expressions de (p{n/’})^ F[7i[f) seront de 

la forme suivante: 

( (p (2 n!^) = (pl^ ■ fil ■ P(-l ■ T, (p (2 n /- 1) (S = (fY .T', 

(45) f{2nff = P, J\2n+l)ft=fft.Tf 

( F{2nP) = T^^ F[2n^l)p=Fp.T"\ 

où. T etc. représentent des fonctions rationnelles des quantités {fl^Yi 

m'- . 36 ' 
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§ ni. 




Résolution des équations 




F(»p) = 


F/' 


10 . 

D’après ce qu’oii a vu, les foiictious (/)(«/?), f{n/S)^ s’expriiueut 

rationnelleinent eu ;r, y, z. La réciproque u’a pas lieu, car les équations 
(35’) sont en général d’un degré très-élevé. Elles ont par cette raison lui 
certain nombre de racines. Nous allons voir comment on peut aisément 
exprimer toutes ces racines au moyen des fonctions (p, y, J^. 

P 

A. Considérons d’abord l’équation (p(n[i)= , ou Q,,.(p{nft) = F„, et 

cherchons toutes les valeurs de x. Il faut distinguer deux cas, selon que 
n est pair ou impair: 

1) Si n est un nombre ‘jpair. 

D’après ce qu’on a vu dans le pai-agraphe précédent (45), on aura 
dans ce cas 

(p (2 nft) = xyz . xp (x^) , 

ou, en vertu des formules 

(pi^nji) = x Apix"'^) }/ [1 — c^æ^) (1 e^x'"*). 

Donc l’équation en x deviendra, 

(p\2n(i) = {xpxy (1 — F'x:^) (1 4- e^x") . 

En désignant le second membre par 6*(x°), on aura 

f/)^(2w/î) = 6{x'^). 

(pli étant une des valeurs de x, on aura 
(46) (p\2nl3) = e{(p‘‘‘(i), 

équation qui a lieu, quelle que soit la valeur de (i. On trouvera coiïime il 
suit les autres valeurs de x. Soit x=(pa une racine r[uelconc[ue, on doit 
avoir 

(p^(2nl3) = 6{(p^a). 
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Or, en mettant dans (46) a au lieu de /9, il viendra 

ip ^ (2 ??,«) =:6{ip“a), 

donc 

(47) (p\27ii3) = qr{2na), ■ 
équation qui revient à ces deux que voici: 

(f (2 na) = (f (2 71 ft) et cp (2 7ia) = — (/) (2 m/?). 

La première donne, en vertu de (31), 

2«cc = ( — l)®+/‘ 2 nft mu} ^ /tcO?’, 

oii 711 et /f sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, zéro 
y compris. 

La seconde donne les memes valeurs de 2 «a, mais de signe contraire, 
comme il e.st aisé de le voir, en l’écrivant comme il suit: 

(p{ — 2 7r.a) — cp (2 ?*/?) . 

Toute valeur de 2'iia (pii satisfait à l’équation (47) peut donc être repré- 
sentée par 

2w« = i [( — l)™'^"'" 2w/îf -\-'nuo |. 

De là on tire la valiuir de «, en divisant par 2w., savoir 

« = ± ( (— H- £ io -f £ 05/ j . 

Ayant la valeur de a, ou aura 

(48) (pa = ±(pl^{— l)“+'7? + £ O) -[- û)?:j = R-, 

Donc toutes les valeurs di^ x sont contenues dans cette expression, et on les 

trouvera en donnant aux nombres m et p toutes les valeurs entières depuis 

— ixj jusqu’à Or jiour avoir toutes celles cpii sont différentes entre 

elles, il suffit de donner à 7)i et fi des valeurs entières moindres que 2)i. 

En effet, cpiels que soient ces nombres, on peut toujours les supposer réduits 
à la forme : 

■ m =z27i,k-\- 711,' , fl = 2 7), h' /(/ , 

où /c, /<■/ sont des nomlires entiers, et m', fi' des nombres entiers moindres 
que 271. En substituant ces valeurs dans l’expression de :r, elle deviendra: 
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31’ en vertu de (22) cette expression se réduit à 

;«) a==±(p((-i)-'*--/3+|^a, + |-œ»:j. 

Cette valeur de x est de la même forme que la précédente (48), seulement 
un et p. sont remplacés par m! et p/, qui, tous les deux, sont positifs et 
moindres que 2w; donc on obtiendra toutes les valeurs différentes de x, en 
donnant seulement à m et p. toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu’à 
2n exclusivement. Toutes ces •valeurs sont nécessairement différentes entre 
elles. En effet, supposons par exemple qu’on ait 

± (p ( (- 1)“'+"'/^ + m + CS i ] 

= ± y ( (- l)“""/5 + câf j , 

il s’ensuivrait, d’après (31), 


(- 1)’"'+^'/? (O -1- 2^ iui 


i ( — l)”'‘'"'"/5 -j- \) (O ta?. -|- ku) -|- k'io '/ , 


h et k' étant des entiers. Cette équation donne 

li' — k'.2n±i.i, m' = k.2n±m., (— 1)’"'+''' = ± (— 1)’"+C 

Les deux premières équations ne peuvent subsister à moins qu’oii n’ait k'=\, 
k=l^ fif =z:2n — p-, m'=^2n — w, et alors la dernière deviendra 

^ J yiw— «?—// ^ 2^yM+/< 

d’où 1 ’on tire 


résultat absurde. Donc toutes les valeurs de ic, contenue.s dans la formVile 
(48) sont différentes entre elles, si m et /c sont positifs et moindres que 2'ik 
Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisé de le voir, 
égal à 2(2«-)^=r8m^; or l’équation (p‘^i2nft) = 9{x^) ne peut avoir de racines 

ég’ales, car dans ce cas on aurait =:l0^ ce qui donnerait pour x une 

valeur indépendante de /5. Donc le deg-ré de l’équation (p'^{2nifj) = 9{.r“) 
îst égal au nombre des racines, c’est-à-dire à 8?/". 8i par exemple 
311 aura l’équation 
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OH bien 

et, d’après la formule (48), les racines de cette, équation, an nombre de huit, 
seront ; 

x = ±(p(3, a: = ±(pi^ — l3-^‘^ 

;r = ± (•/) I -/?-[- I' ij, ;r, — + ^ ?-J. 

2) Si n efîf vu oio’mhre impair^ égal ?/. 2??. -|-1. 

Dans ce cas ^ est, connue nous l’avons vu, une fonction rationnelle 

de . 7 *, et par conséquent l’equation en 7* sera: 

/> 

7 2n + ;l 


( 60 ) 


(p (2»-|- 1)/?: 


ü., 




On trouvera, précisément comme dans le (*as precedent, que toutes les 
racines de cette équation peuvent être représentées pa-r 


( 51 ) 


“= — '/>( (— + ï +2„'bl 


où il faut donner à vi et ft toutes les valeurs entières depuis — v. jusqu’à 
+ '??' inclusivement. Donc le nombre des racines différentes est (2^/. 

(fest aussi le degré de l’équation en question. On peut , aussi exprimer les 
racines par 

m , f.1 


Si ])ar exemple 7/=l, on aura une é(juation du degré 8“ — 9. ]ja 
formule (51) donne ])our x les 9 valeurs suivantes: 

<pX)-. 


(p 

<p 

T 

(p 


q 

■l>— a 

7>+3 




“h 


'P r ' I ? 
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B. Considérons maintenant l’équation 

:e' 2) /(«« = f . 

3 t clierclions les valeurs de y qui satisfont à cette équation. La fonction 

-B,' 

étant, comme on l’a vu plus haut, rationnelle en y, l’équation en ?/, 
. . P' 

en taisant Y- = yijy sera 

f{n(3) — y>y. 

IJne des racines de cette équation est y =//?, donc, quelle que soit la 
valeur de /^, 

^531 f{nft) = yj (//?) . 

Pour trouver les autres valeurs de ;/, désignons par a une nouvelle in- 
connue, telle que y=fa] on aura 

= 1/./ ifa) ■ 

ir, en vertu de (53) le second membre est ég’al à / (iia'j 5 donc pour déter- 
niner «, on aura l’équation 

/(««) 

Ün vei-tii de la formule (32) cette équation donne pour expression générale 

le na : 

na — ± nft -|- 2 imo /y-cu/, 

U et fl étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, zéro y compris. De 
à on tire 

a — + /5-4- œ-\- wi 

' ' 9 /. ' 9 / 

t par conséquent: 

/« = / [ ± /^ + iO -f- -J ( 0 / j = y. 
l’est la valeur générale de y. 
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Maintenant pour avoir les valeurs différentes de ?/, je dis qu’il suffit de 
prendre ft avec le signe et de donner à m et fi toutes les valeurs en- 
tières, moindres que n. En effet, comme on a — cc), on aura 

d’abord 



Donc on peut toujours dans l’expression de y prendre avec le signe -[-• 
Ainsi toutes les valeurs de y sont contenues dans l’expression 

(54) Z/ — y I ^ ^ 'j • 

IVIaintenant, quels cpie soient les nombres m et /r, on peut toujours supposer 

'iYl '■ — Iv . ')1, — j — ')ïl' , ^ i mu lu . 71 -j— , 

où fc, h'^ /m', sont des nombres entiers, les deux derniers étant eu même 
temps positifs et moindres que 7l 
Eh substituant, il. viendra 

y =f ( ^ hio -|- /'j'ro 1 1 . 

Oi-, eu vertu de la formule (22), le second membre de cette équation est 
égal à 

(55) / ( y + ^ ■ ^-^] = y, 

quantité de la même forme que le second membre de (54); seulement m' 
et fl' sont positifs et moindres que ??.. Donc etc. 

En donnant à m et /i. toutes les valeurs possibles, moindres que •«., on 
trouvera valeurs de y. Or, en g'énéral toutes ces quantités sont différen- 
tes entre elles. En effet, supposons par exemple 

/(/^+ V •"'■)> 

on aura en vertu de la formule (î^2), en désignant par fc, h' deux nombres 
entiers, 

ft (y /I «) CO + CO f j -f 2 kco + k'cD i. 

Puisque ft peut avoir une valeur quelconque, il est clair que cette équation 
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e. peut subsister à moins qu’oii ne prenne clans le second membre le signe 
upérieur. Alors il viendra 

üj — w -4- — u> Z." -j- 2 /ücy -4- h'w tj 

L’où Ton tire, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, 

m = m' -\-hn^ f.iz=i 

Jqiiatioiis absurdes, en remarquant que les nombres m! ^ fi et uf sont 

nus positifs et inférieurs à n. Donc en général l’équation 

f{np) = ipy 

i 71^ racines différentes entre elles et pas davantage. Or généralement tou- 
tes les racines de cette équation sont différentes entre elles. Eu effet, si 
leux d’entre elles étaient égales, on aurait à la fois 

- f{n(^)=fy et 

3t cela est impossible, car on remarcpiera que les coefliciens de y dans ijjy 
[le contieiiueiit pas (3. Donc g'énéralemeiit l’équation (52) est nécessairement 
du deg’ré w®. 

C. L’équation 

; 66 ) = 

3tant traitée par rapport à absolument de la même manière que l’équa- 
F' 

bion l’a été par rapport à y, donne pour expression générale 

les valeurs de z 

;57) 

jù m et II sont entiers, positifs et moindres que ii. Le nombre des valeurs 
le .3 est n‘‘‘, et elles sont en général toutes différentes entre elles. 

Donc généralement l’équation (56) est du degré n^. 

11 . 

fi 

Nous avons trouvé ci-dessus toutes les racines des équations 
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racines, qui sont exprimées par les formules (48), (51), (54), (57). Toutes 
ces racines sont diftérentes entre elles, excepté pour des valeurs particulières 
de /i; mais pour ces valeurs, les racines différentes sont contenues clans les 
mêmes formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre des valeurs des 
cpiantités æ, ?/, z seront égales; mais il est clair cpie toutes ces valeurs 
égales ou inégales seront néanmoins les racines des écpiations dont il s’agit. 
Cela se fait voir en faisant converger /? vers une valeur particulière qui 
donne pour u:, (ju v/, ou z des valeurs égales. 

En faisant dans la formule (48) /i’ on aura l’équation 


dont les racines sont 




{.-iOt 
2n j 


OÙ m et /f ont toutes les valeurs entières et positives moindres que 2n. 

ê ■ ' Cï 

Eu faisant de niême dans la formule (50) — on aura l’équa- 


tion (/J a 


Ji 

dont les racines sont 


9) . = 

et /(. ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis — n jusqu’à -\-n. 
Enün en faisant dans les formules (52), (56) ft = , on aura l’équa- 


tion fa — 5 dont les racines sont 


J. a 


et l’équation Fc 


J dont l(is racines sont 


= f -E 

•t) ' '/y. 




oîi m et fl, sont renfermés entre les limites 0 et n — J inclusivement. Si n 
est impair et égal à 2 n 1 , on qjeut aussi supposer ' 


y — {— 1) V] + 2 -p^: ]_ ) , 


37 
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:(— lyF 


ce I Ht _J , 

* + l 2n -fi ^ ~^2n 


+ 1 


iOi 


'ïib et ayant toutes les valeurs entièi’es de — n à -\- n. 

Dans toutes ces équations la quantité a peut avoir une valeur quel- 
conque. 

Gomme cas particuliers ou doit remarquer les suivants : 

1) En faisant dans (58) et (59) a = 0j on aura les équations 


(62) 



dont les racines sont a; = + | œ -|- Cù i j 

(les limites de w et // étant 0 et 2n — J), 
dont les racines sont x = w\ ^ -V-. îQi 

' \2n-\~l ' 2;/. -f-1 

(les limites de m et //. étant — n et -|- n). 


2 ) En faisant dans (60) G = y et dans (61) < 3 :=“ /:, et remai-qiiant 

que — 0, on obtiendra les deux équations 

(63) P/ = 0, dont les racines sont (w/j 

(64) Py = {)^ dont les racines sont = to -j- (2/i. -|- i) | 

(les limites de m et /i étant 0 et n — .1), 

3) Eu faisant dans (58) «= 2 + V *5 remarijuant que 

I -f" y j — -D- J en aura l’équation 

ÇL-0, 

dont les racines seront 

x = ±f [m + i (~ 1)-*/-] . " + + I (_ j . 

Les valeurs de x doivent être égales deux à deux, et r(m verra aisé- 
ment que les valeurs inégales peuvent être représentées par 

(65) a; — (p j (m -j- 1) V , _j_ "L j , 

en donnant à m et à ,u toutes les valeurs entières depuis 0 jusqu’à 2u 1. 

Donc ce sont les racines de l’équation par rapport à x 

Q-in = 0 - 
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En faisant de même dans (59) -j- ^ on aura l’équation 

dont les racines seront 


,, (- 1)’"+^' (f ( («. + i) J + (,U + i) 


(O/. 


hi 1 


(««) 




toi 


2?7+l‘ 


w 

;+ 

{- D", 7.’((» + ->-)-j;/^-j.+C„+-i) 


2n + 1 


m et H ayant \n)m' valeur.^ tous les nombres entiers de — n h -[-7?. 

Parmi les valeurs de :r, ?/, il faut remarquer celles qui répondent 
à 'ï\i = n^ uz='^i. Alors on a 


IV I 

= O -h 


O) , (O . 

? 


//=( -1)’'/ :; + :;q-,v- 


O + 0^ 


Ces valeurs infinies font voir que le de^-ré de récpiation est 

moindre d^ine unité (pie celui des équations dont elle sort. En cicartant ces 
valeurs, ccdles (pii restent, au nombre de — 1, seront les racîines 

de récpiation 


§ iV. 

^ llAi^olution (lUjAbrhjno dei^ Aquationi^ 


(pa : 


2 ïi 1 


(A> I 
‘ 2 m-| 


Ja- 


2 M + 1 


fl 




«+ J 


pu 

.7“;, 


12. 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent, comment on peut aisé- 
ment exprimer les racines des équations en question au moyen des fonctions 
</5, f, F. Nous allons maintenant en déduire la résolution de ces mêmes 

équations, ou la détermination des fonctions (f> ^ j f pp -T ^ en fonctions 
de (pa, fa, Fa. 
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Connue on a 


a 

cp - = (p 

* nif.i ' 


1“), 


on peut supposer cpie n est un nombre premier. Nous considérerons d'abord 
le cas oti n = 2^ et ensuite celui où ii est un nombre impair. 


A. JS,Tprf^ssioNS dps fimciioih^ cp / ^ * 

13 . 

Ci Ci Cl 

Les valeurs de f/) f -y, F y peuvent être trouvées très tiunleiueut 
de la manière suivante. En supposant dans les foi-niules (85) “ , et 


en faisant 


Ci 

/. Cl T 7 Ci 

»■— v*2 ’ y—- 

’ 2—^2’ 

il viendra 


9 (.> 9 9 

. y- — (rx-z- 

ja — ’ 

••> 1 W> 9 

r»=;+'?;'7, 

1 -p 

ou bien, en substituant les valeurs de 

y'i ^^.2^ 

fa = - -s--p ^ ^ - ? 

1+2, 

1 + , ,3, 

Ces équations donnent 


11/ 2(1 — 
l+>— iq_ ' 1 

1 -P ’ 

1 -f 


d’oii 


Fa — l , 2 

\ —fa 

ï'-f/a— 

,, , - = 1 C x~. 

Fa -f 1 ’ 

et par suite, en remarquant que = 

1 — rî ir , ; î ; — I ™p- cr x 


,,2 __ +/« 

l+/« ’ 

y 1 -P Fa 


De ces équations on tire, en extrayant la racine carrée, (“.t en rempla- 
çant X, y, Z par leurs valeurs ^ > F^. , 

^ ju Ji 
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( « _ 1 ]/T— /« _ 1 1 

J ^ 1 '" 2 “ <r y ï'-fFa ~ e r l ’ 

) /■« 7,T« l/Pcc+fa 

( -'2 ~ y li[- Fa ’ ■'2~y 1 +/« 


Telles sont les formes les plus simples qn’oii puisse (louiier aux valeurs des 
fonctions (p “ ■> f^yi F-^ • De cette mauièi’e ou peut exprimer algébrique- 

cc ft ce -J-J ce n -r-^ l'vi *\ ^ /• (X -ry ce 

meut cp 5 / 9 5 ^^ 9 l meme mmiiere (p ^ j / ^ | 

s’exprimeront en f 5 ^ ? et ainsi de suite. P()ne en general les foiuvti()ns 

w> n ’ ’ etre exprimées au moyeu (rextractions de racines 

carrées, en fonctions des trois cjuantités (/»a, /V/, 

Pour appliquer les formules trouvées ci-dessus pour la InssecHon à un 

1 ej . o> V) A- c- , 

exemple, supposons (iz=. * Alors on aura / =(), P ^ ' , donc 

en substituant. 


ou bien 






./i'= 



1+ ; 

1 -b I l/r^ -f f- 


F' 


=Vl p-- 


cp . = 


/ 


1 _ y,, y,. a -j_ a 

H- -b 

d 

y^*' — b ^ I a i/ 2 I a 
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B. E,x2i7‘esaions di‘s ftmrtioDS f'~>udÇ~ï ^ -j_ i' alf)f'hi‘iq)ie des 

quantités (fa, fa, Fa. 

14. 


Fout trouver les valeurs de 
Fa, il faut résoudre le.s équations 

F^2 î? J- 1 ^ P' 2'W,-4-l T.l P"- 


^2 ïi + 1 

(pa = j ~ , ,fa - 
Q;2)i+i 


2îi+ 1 

^au+i 


, F, 


2n4-l 


qui toutes sont du degré (27? -|- 1)1 Nous allons voir qu’il est toujours pos- 
sible d’effectuer algébriquement cette résolution. 


Soient 



oîi 0 e.st une racine imaginaire quelconque de l’équation 61-’'+' — 1—0. Cela 
posé, je dis que les deux quantités 

pourront etre exprimées rationnellement en (p(2v -\- !)/•>. 

D’abord, en écrivant (p,ft comme il suit: 



on voit que (p,/S peut s’exprimer rationnellement en </?/?’. Soit donc </-,/? 
— meme 
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OU bien, eu faisant 


(pl3 = x, /L"- 


2 j.t(Tji \ yjl 2,UlL>i 


F 


a-H + l j " ^2w + l 


:a, ip 


2 ' 

2,F^^ 




et eu substituant pour //•? et F(3 leurs valeurs |/ 1 — et [/l-|-e“a;-: 


/«OJi 




% 


ax + /> y(l — (1 -1- ^ 

1 -|- 1)"^ 


(jVj X clésigiiaut une fonction rationnelle, le .second nieinbre de cette équation 
peut se mettre soxis la forme 

± if/ y (1 — c'^x^) ( 1 -|- e'^x '^) , 

où B,, et B,/ sont des fonctions rationnelles de x. Donc on a 

r F 


■ ( /•? ± ) = iÇ ± b; y (1 - (1 . 

En substituant dans les expressions de i/'/f et i/'ù?, il viendra 


(70) 




— |— ‘H 


+ 7i 


-/« 4“ t (1 o^x/) (.1 -|- (r x'‘) d''B^,' , 


/.c - 
— n 


-\-u 


.//./s = y (I - cu*) (1 +„'x--) i', em;. 


-/X - 

— n 


Maintenant, .// et i/' étant des fonctions rationnelles de x, les quantités 

— Il U 

Æ^O^B^ et le sont également. En élevant donc ipft et ipi(3 à la 

— ri — n 

(29r-|- puissance, les deux quantités et pourront se 

mettre sous la forme: 


2w + l . 


:( + ('y(l-A=Kl+«’‘«t, 

o/'.ffl"‘=f-<'y(i -cv)(i +«-x^). 

t et t' étant des fonctions rationnelles de x. En prenant la s(jmme fies va- 
leurs de ('(///i)'*'*'*'' et aura 

Donc la quantité 4“ exprimée ratifuinellement 

eu X. Il en est de même du produit xji(3 . ^ comme ou le voit par les 

équations (70). Donc (ni peut faire 

■ipft = Xx, 


( 71 ) 
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Âx et l^x désignant des fonctions rationnelles de x-. Or ces fonctions ont 
la propriété de ne pas clianger de valeur, lorscpi’on met à la place de x une 
autre racine cpielconque de réquation 

(fj (2n -)- 1)/^ rrr • 

Uousidéroiis d’abord la fonction /.x. En remettant la valeur de x = <pX 
on aura *> 

Wjj . if'ili = l((f'l-i), 

1 5 \ T > • ) I 2 ^'0^ J w X" Ct) L -j • . . 

clou ion tire, en mettant / o + . , deu de h. 




2 ko) 2k/û)l 
2n -j- 1 274 + i j J 


t + 1 ' 274 + 1 

2 k' col 

^4 +1 ■ 


I -, 2k' col 2koj \ /.) , 2k'tàl , 2kA 

f ( /> + s. 1- + ■/;+ î )■'/’.(/> -I- 2„ + i + 2 „ H 


21m 
+ 1 


Cela posé, en remarquant cpie 


— n — n i 

on aura, en faisant, dans l’expression de <piX A* — vl -j'd ’ 




2koj \ 


+« 


2« + li 


(p 


5? 

” + 0 


2 y, 


CD 




(p 


2 (-jii -p w) O) 

' 2w -I- 1 


or 

V 

donc 

(73) 


=<p{i->+7n 


,.+i 


2 {ni — n — l)fr 7 

"“""'274 qri 


i ,, , 2(ni~l-~j/') ' 


<Pi 


[P + 2 


2koj \ 
/i-f 1 / 


■■<p,ll 


En mettant dans l’expression de i/'/'A f nu lieu de 

4 / ; ^ ' 274^-1 ‘ 274-|-1 


X on trouvera 


2//rW 2/uo I I 2kc> 

2.H-l+27y,+ L]---4 <Pi[/^+ +2vH-I 


n- en vertu de la formule (73) on a 


2 (Æ “|— , 2 ko) \ 

2n+i ' -2n-\-l]' 


(pi 
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donc 


2 k' oi 


2kc 




+n 


2 (Je' i«) G) i 


En vertu de la formule (72) on a 




n + /jL—k' 


(pi ft 


2 {f,L-^n)û)i 
2n -f- 1 

-^0 (pi^l-i-J- 2n^l J’ 


donc, en remarquant que et que 

2(/f — 7 P — 1) û)i 


/^ + ■ 


2'/i+l 

il viendra 
(74) . 

On trouvera de même 




j , 2k'(7il . 2kct) \ 

'/' ( !-> -h 27 „:;-ï + 2u-\-i ) — ^ “ '/V’ • 


2 (^f.1 -f- ?v.) ûji 
2 72 ~)- 1 




Ces deux équations donneront 


2ki0-\-2k'ai 


^ I ^ /OLU “T— £J y.U O l ^ , £J /Utl/ -T— £J 

l/^ + - 2?+T---) l/^ + -"2?+ î 


2kco + 2h'(oi 




I ^ , 2/cù) 4- 2k'(2) d 

</'|/î + - 2,V+1 - 


2 71 + 1 


H ^-V I JJ mio 

- Vd 


2 kM-i- 2 k'û)i 


2n+l 


2 7^ + l 




271 + 1 


En vertu de ces équations on obtiendra, en mettant, dans les valeurs de 
i((/)/9) et k(cp/3), /^, 


X ((/?/?) : 

Xi(<p/?): 


:X 


y U 


(/) ft -j™ 


2to + 2 k' toi 
2^-Çl 
2 ko) 2 k! (oi 


271 4- 1 


Or exprime une racine quelconque de' réqiiatioii 

^(2»+l)/?=|”«- 

’»027i+l 


38 
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Donc, comme nous Tavons dit, les fonctions Ix et l^x auront les mêmes 
nxleurs, quelle que soit la racine qu’on mette à la place de x. Soient 
0 ^^ X 2 • * • x^y ce^s racines, on aura 

Xx^y)^ 

• • • -^X^x^y). 

3r le second membre de ces équations est une fonction ral/fmmelle et symé- 
rique des racines de l’éqnation cp{2n-\-\)P — jç~i donc Xx et X^x pour- 
■ont s’exprimer rationnellement en q(2n-\- 1)[3. Eu faisant 

Xx = B^ XiX = 2A^ 

es équations (71) donneront 
l’oii l’on tire 




75) 


ffi = = J-"»" f . ( /} 4- 


15. 


Ayant trouvé la valeur de 1 ///?, ou en déduira facilement celle de (p^(i. 
Cn effet, en prenant pour 6 successivement toutes les racin(‘,s imaginaires de 
'équation ^^”+ 1 — 1 = 0, et en désignant les valeurs correspondantes de A et 
3 par Aj , i?i , A 2 , i ?2 etc., on obtiendra 

, 

A+y3r-7iF>=4, «i ,p, (/9+ gf/") ) . 

fAqppAf^j!f*'=:% 01 


V 


+w 

0^ (f, 



2 fnûjl \ 

2n -{~ 1 j * 


Il connaît de même la somme des racines : 


+« -^-îî 

JT ' ^ 

—n —n 



2mù) 
2n + ï 




2/ii(j)i \ 

Jn^lj 



2 ^i(ol 
2w+ 1 


1 
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qui est égale à {2n-\-l) (p{2n-\-l)(S^ comme nous le verrons dans la suite. 
En ajoutant ces équations membre à membre, après avoir multiplié la pre- 
mière par la seconde par la troisième par . . . et la ( 27 ?.)’"'”"’ 

par 6^^ il viendra 

% (1 + ^ H h 6 ^^) <^1 ( /î H- ) 

'■2n b 

=(27z+ 

or la somme 




se réduit à zéro pour toutes les valeurs de 7c, excepté pour /c — p. Dans 
ce cas elle devient ég-ale à 27i-j-l. Donc le premier membre de l’équation 
précédente devient 


2/7-1- 1 

donc, en substituant et divisant par (27^-|-l), on a 

,(7C) 


/ ^ I 2h(j)i 


2w+l 








H h yA^+^/4.-W' 


Pour /c — 0, on a 

2n+l _ 2«+l* 

(77) ,,,./9 = ,,,(2».+ l)/9+j;;)p|' y.4;+ ^î-yiF'-|- yL'+yî:-.BF 


2'U+l 




2w + 1 
2w 


16. 


Ayant ainsi trouvé la valeur de cpifti il s’agit d’en tirer celle de (pft. 
Or cela peut se faire aisément comme il suit. Soit 

(78) V'./S=|>’>(/Î+S,f;7i). 


38* 
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on a 


(p\[3± 


2mw 
2n + 1 


^ . / im(o \ „ f ’imia \ j.a -ria ( 




2 mco 

'2n+J 


T 


Il suit de là qu’on peut faire 

^^(S=r^fl3.Fft.s, xfj,(i=r—f(3.F(3.s, 
oà ï' et A’ sont des fonctions rationnelles de (p(3. De là on tire 
j V^2/5-V'3/5 = XM, 

X{(p[^) et Xï{<-PP) fonctions rationnelles de (pft. 

Cela posé, je dis que x{vft) pourront s’exprimer rationnelle- 

ment en (fift. On a vu que 


(79) 


(80) 


<Pi/3 = <7’/5 + ^. 




2 w — |— 1 


2 w 1 




2 mii> 


/?, cp^ft ne cliange pas de valeur; donc \ sera nue racine, 


En faisant q)ft = x^ oia aura une équation en x du degré (2?i-|-l). Une 

2 kü) 

racine de cette équation est x — (pl3-, or, en mettant /? -j- q- au lieu de 

2 ko 

quel que soit le nombre entier h. Or, en donnant à Js toutes les valeurs en- 
tières depuis — », jusqu’à -[-m, y I /?--[- prendra 2». -[-1 valeurs diffé- 
rentes, donc ces'2«--|-l quantités seront précisément les 2» -1- 1 racines de 
l’équation en x. 

Cela posé, en mettant ft'\~ ^ dans l’expression de 

il viendra en vertu de l’équation (72) 






2 (w). -j- li) CO 


2n -f 1 


rtp U-l-- 


= 6’ 


1 


et 


2r, 


(■///. - 


• l)oi 


2n + 1 


2,,+ i " 


.onc, piiisque ^ 
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on en tirera 
(81) 

De même on aura 



On voit par ces relations c^ue les équations qui donnent les valeurs des 
fonctions xWft) conduisent à ces deux égalités; 


De là on tire 



2 ho 

2»7+T 



= x{(pft), 
= Xi{9ft)- 


xippft)-- 

Xi{<pft)-- 


1 


+n 


2n + ï Zt 


X 




1 

2 II. -{- 1 


Xi 


2 ho 

’^r+i jj 

2 ho 

2 H +1 


Or, ces valeurs de x{H‘ft) Xi{^PP) fonctions rationnelles et sy- 

métriques de toutes les racines do l’équation (80). Donc elles peuvent être 
exprimées rationnellement par les coefticiens de la même écpiation, c’est-à-dire 
rationnellement en (p,/?. 

Soit 

x{(pft) = .D, Xi{.<p(^) = ^('i 
les équations (79) donneront 

ïl 9i-|-l 

1/7, /î = , 


d’où, en remettant la valeur tic 


(82) 


2 w-f-^ 



-\-n 1 

ic+ 

Y(j,i 

__ jyzn-^ l __ 

= :s^j”’cp[p-\- 

— n \ 


2 ni CO ^ 

2n +■ I J ■ 


De là on tire, en mettant 0^, au lieu de et en désignant les valeurs corre- 
spondantes de O et 1) par C^^ et 


2w-fl 




naw+i 


-l-W 


(plpPr 


2 mco \ 

2 1' ] ■ 


En y joigTiant l’équation 
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-{-w 


2mco 


<Pl/3 — 1 I ’ 


011 


en tirera facilement 


2 ho 


2w+l 


En supposant k = 0j il viendra 


/)ün + l 


(84) cpft- 


2n4-l 


2«-|-I — -- / — 

^U./3+ ycr+viS"-^jr"+ ■ • ■ + y4„+yoî.-/j^:" 


2«+l 


Cette équation donne c/5/3 en fonction algebi’iqne de ipift'-, oi nous avons 
trouvé précédemment en fonction algébrique de ç/5 (2 72 -|- 1) /> . Donc en 


inettant au lieu, de /3, on aura (p[^p^:j] en fonction algébrique 


de (pa. 


Par une analyse toute semblable on trouvera /( gby+ i ) en fonction de 
fa et i fonction de Fa. 


17. 


Les expressions que nous venons de trouver des quantités c/)j/3 et y/3, 
la première en c/ 9(277 + 1)/3, et la seconde en cp,[S, contiennent chacune la 
somme de 2« radicaux différens du (2«+l)"™‘= degré. Il en résultera 
pour c/}/3, cp^ft, {2n-{-iy'‘ valeurs, tandis que chacune de ces cpiantités est la 
racine d’une équation du (2w-[- 1)’^™" degré. Mais on peut donner aux ex- 
pressions de (pft et c/ 5 i /3 une forme telle cpie le nomln-e des valeurs de (‘.es 
quantités soit précisément égal à 2w-^-l. Pour cela soit 


on peut faire 


: cos x- 


27<r 


2>i -j- 1 


— i. sin 


27C __ 

'2 b. + 1 ’ 


d,=e, e,=e\ 


0„. 


Soient de même 



(86) 
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on aura en vertu de réquation (74) 

2v<jji 


' y>i{p 


2„+l 

'2vioi 


2-«+l 




Soit iiiaiiitenaiit 
( 86 ) 


_L — P(rr.P\ 

( ip r (l/' J /9) * ~ > ’ 

. J î/'?(C_ _ 

2ii— 1 “ ^ÿk—-in—l '^vrl'Ji 


et Q{(p/i) seront des fonctions rationnelles de f/i/?; or en mettant 
/S -|- au lieu de /?, il est clair, on vertu des formules précéden- 
tes, que P Qt Q ne cliangeut pas de valeur; donc on aura 


+n -j-n 




2m CO 2 f,iûji Y 


iJ 


or, le second membre étant une fonction symétriqxxe et l'ationnelle des raci- 

J) 

nés de l’équation (p(27i-\- 1)[3 = ,y‘— i P{ipft) pourra s’exprimer rationnelle- 

ment en cp{2n-\-\)ft. Il en est de même de Q{(pft). Ces deux quantités 
étant connues, les équations (86) donneront 




V'î7C 


:P(y/?). 


Q(cp^) . 
(xpifiy^ ’ 


or 


donc 


(■xfj^l^y n+i ^ — B 

(,^ 1/5) 2«+i' — yiY— iïf 


2?t + l 
1 ? 


7t + l 


2 - •®ï"‘ ) 

Donc on aura 

r/x = (v*/»)* • (r. + x/.yif- jï;-" ), 

où Fj et ip sont des fonctions rationnelles de y(2w-|-l)/i. En rempla- 
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'■ant et par il et 5 et substitiiaut les valeurs de et 

il viendra 

_ h 

Va + ) 5«Ti zrw^)^ 

donc la valeur de deviendra 

(87) ,f.,î = <p(2»+ 1),9+ At [(^ + 

H -7?’*+* )-+>] . 

Par un procédé tout semblable on trouvera 

(**8) Wî= 7fT [»./»+ (C + l'es- »-*■ )'■•'*■ 

llj 

+ + A ) (ü-1- y 

'2n - 

7 l-(iï;„+A„yü“~7J‘=^«+0 (o+y(;^i-/7^«+i)^«+>_ . 

oii . . . An 7 A., fonctions rationnelles de (p^ft. 

cés expressions de (p^ft et (pft n’ont que 2'n -\- 1 valeurs différentes, 
qu’on obtiendra en attribuant aux radicaux leurs 2n-{~l valeurs. Il suit 
de noti-e analyse qu’on peut prendre }/'A^ — ]ÿtin+i ÿC/ — ip^+i 
sig-rie qu’on voudra. 
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/ 


niù) 

2n 4" ï 


, F 


■ino) 

2^4^ 


eu cp 


CO \ ^ i iiiôji \ Duot \ / jnCbi 

qn-)- ■=* 'fl2ir+i)’>(î„:+ï)' ^( 2 ^+T 


en y \ 2w 4- 1 ' donc connu dans l’expression de y ^ ^ , ex- 


cepté les deux qxiantités indépendantes de a, y | 2n\. \ ) ’ y ( 2ra‘ ^ 1 ) ' 

quantités dépendent seulement de c et e, et elles peuvent être trouvées par 
la résolution d’une équation du degré (2ra-|-l)^ — 1, savoir de l’équation 


P^> 

— 0. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment on peut 
en ramener la résolution à celle d’équatioxis moins élevées. 


§ V. 

C. Sur L'éqiiaikni P 2 ,j+i = 0. 

19 . 

L’expression que nous venons de trouver pour yl^^^ 'f) 

comme nous l’avons vu, les deux quantités constantes y | ( 2»^|rî ) ' 

On trouvera ces quantités en résolvant l’équation 

-P 20+1 Oj 

dont les racines seront représentées par 

(89) 


X 


1 nuo-4-u(3i\ 

=^l-2;r+r)’ 


où m et /X j)ourront être tous les nombres entiers depuis — n jusqu’à -\-n. 
Une de ces racines, qui répond à m=.(), /t = 0, est égale à zéro. Donc 
P^n+i est divisible par x. En écartatit ce facteur, oiv aura une équation du 
degré (2 m 1) ^ — 1 , 

(90) Jjî = 0. 

En faisant = r, l’équation en r, B==0j sera du degré 


;2n(«-]-l), et les racines de cette équation seront 


(91) 




r — cp 


j mo) + i-i&i 


\ 2n-{-i 

y et «t ayant toutes les valeurs positives au dessous de en faisant 

abstraction de la racine zéro. 
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Nous allons voir maintenant, comment on peut ramener la résolution 
de l’équation B = Q à celle de deux équations, l’une du degré n et l’autre 
du degré 2n-j-2. D’abord, je dis qu’on peut représenter toutes les valeurs 
de r par 

«P (iV+t) ^ )’ 


( 92 ) 


en donnant à fj, toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu’à 2«, et à m 
toutes celles depuis 1 jusqu’à n. En effet | 2w-|- i ) i'®pi'6S6nte d’abord 

n valeurs de r; or les autres peuvent être représentées par 9^^ • 

Soit, pour le démontrer, m,tt=:(2w-|- l)/c-j- w', où m' est un nombre entier 
compris entre les limites — n et -\-n. En substituant, on aura 




7ïi'co -|- 7n(jiji 


mUo -|- 'nicjji 
2r^+l“" 


r 


■ 7 /à CO — -nuoi 


2n-+-l 

= 9^ 

valeur de i*; maintenant, à cliaque valeur de 
/J, répond une valeur différente de m'. Car si l’on avait 

'ïïij.ii {2 n -j— 1) ~j~ , 

il s’ensuivrait 

m {ji — ) = (2 -f- 1) (/c — \)i 

St 

ce qui est impossible, puisque 2n-\-l est un nombre premier. Donc 


r 


m 


/.lO) -j- (Si 


2« + l 
Cela posé, soit 


combiné avec 


rnio 


2m +1 


représente toutes les valeurs de r. 


(83) 

Les quantités jOq, _/q, . 
ques de 


(p 


\2u+l 

r''-\-Pu- 




'JUO 

2n+T 


^., 71—1 


+ \-lhr+Po- 


p„, _i , sei'ont des fonctions rationnelles et symétri- 

ces fonctions peuvent 


1 \ /r 



l2M + i J’ f 


..ip ( 


U(0 


2m+1 )’ 

être trouvées au moyen d’une équation du degré 2%-)- 2. Soit y? une fonc- 
tion rationnelle et symétrique quelconque de ^ «/Se» 


2m -f- 1 


’ 9 


2m - fl 
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cp^ I l 'j ’ OÙ désigne la quantité mio i^imi . En vertu des formules 
que nous avons données plus haut pour exprimer (p{;n(3) en (/)/?, il est clair 
qu’on peut exprimer | en fonction rationnelle de cp^ | 1 ) ‘ 

Donc on peut faire 

(94) j> = V'[¥’(2,:^i)] = «[</{sj^î)> (P’iaV-h) •■■’’’( 2 VFiL’ 

6 désignant une fonction symétrique et rationnelle. En mettant rco' au lieu 
de (o'j il viendra 


or en faisant 

ai' = (2w -|— 1)7{:„ 

où ha est entier et compris entre — n et la série 

7cj ^ Tsvj ) • • • ha 

aura au signe près les memes termes que celle-ci; 

1, 2, 3 . . . n- 

donc il est clair que le second membre de l’équation (95) aura la même 
valeur que p. Donc 


( 96 ) ^ I ir [ g-yyy l ÿT j J ’ 

équation qui, en faisant a)' = œ et co' = mco îDi^ donnera les deux suivantes: 

( v [ f ’ ( 2 „”- r ) ] = 'A [ v> ■ ( ) J ’ 

^ i r ^> / r ,,nico cdi\ ] 


2 / 'H^LCO — {— col 


^ y y yqrr -2^- ) J ’ 


donc, en faisant, pour abréger, 


„( no \ «I into (Si 

'A'(2„+t)=’'- <p (""ar+T 


il viendra 




Cela posé, soit 
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[p — l/iri) [p — 'l//?Xo) [P — ■ ■ ■ {p — '^^\2n) 

— la-\-^l-P~\~^2-P'‘~\~ ■ ■ ■ “h&n+l -j-p'”’*'''' 


Je dis qu’on peut exprimer les coefficiens ^d, etc. ration aellenient en e 
et c. D’abord, en vertu des formules connues, on peut exprimer rationnelle- 
ment ces coefficiens en q, . . . t^n +21 si ^^ib poi-ii’ abréger, 

(101) = [fr^Y Y- (v^^i,o)"' H- H h {f'>\2nY- 

Il s’agit donc de trouver les quantités q , /g • • • 5 oi’ pourra aisément 

se faire au moyen des relations (99). En effet, en y faisant successivement 
î/=:l, 2 . . . «, après avoir élevé les deux membres à la îeP”'" puissance, on 
en tirera sur le cbamp: 

( (V’d)*’= h i'P^nY]: 

( 102 ) { ^ 

Donc en mettant pour m tous les nombres entiers 0, 1 . . . 2 î/, et en sub- 
stituant ensuite dans l’expression de 4 5 ü viendra: 

/ n.t,= {'ipr.Y 4- (i//îq)^ -] [- {>pr,y^ 

I “h (■'/'^‘l.o)*’ -f- (*/'’’2,o)*' 

(103) < 4- H 

I 4" 

Cette valeur de 4 sst, comme on le voit, une fonction rationnelle et symé- 
trique des w(2«-|-2) quantités r^, . . . r„, r, ,,, . . . r,, ,, . . . îq 2 ,, , 

• • ■ '>'n, 2 ni O^-i soïif l®s n(2n-|-2) racines de l’équation Iï‘,=iO. Donc, 
comme on sait, 4 pourra s’exprimer rationnellement par les coefficiens de 
cette équation, et par suite en fonction rationnelle de e. et 0. Ayant ainsi 
trouvé les quantités 4? on en tire les valeurs de ^«, . . . q^n+i: seront 

également des fonctions rationnelles de e et c. 


20 . 


Cela posé, en faisant 


® = î« + îii» + s.?’ H 1- 


( 104 ) 


7 
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on aura une équation du (2%-|-2)“"“ degré, dont les racines seront 

ip'i'i-, • • • V'^L 2 «- 

La fonction c’est-à-dire une fonction quelconque rationnelle et symétri- 
que des racines r^, . . . r„ pourra donc être trouvée au moyen d’une 

équation du degré 2«-|-2. Donc on aura de cette manière les coefficiens 
_p,), Pi en résolvant n équations, cliacuiie du (2 ra -|- 2) degré. 

Ayant déterminé p,,? Pi • • -i aura, en résolvant l’équation 

( 105 ) 0 +pir -] r’'-' + r”, 

IgkS valeurs des quantités 


7 ^"2 • • • 5 ^'1,07 '^*2,0 • • • "^«,0 7 '^ri 7 


' n, 1 


etc. 


dont la première est égale à détermination de cette 

quantité, ou bien la résolution de réquatiou li = 0 ^ qui est du degré ( 272 -|- 2 )?z, 
est réduite à celle d’équations des degrés ( 27 ? -|-2) et n. 

Mais on peut encore simplifier le procédé précédent. En effet, comn\e 
nous le verrons, pour avoir les quantités 2^07 id • • • 7 il suffit de connaître 
Tune quelconque d’entre elles, et alors on peut exprhner les autres ration- 
nellement par celle-là. Soient généralement ([ deux fonctions rationnelles 
et symétriques des quantités , on peut faîre, comme nous l’a- 

vons vu, 

p=xjjr^^ q = Si\^ 

et 6 'i\ désignant deux fonctions l’ationii elles de ?\, qui ont cette pro- 
priété de rester les menues, si l’on cliange en une autre quelconque des 
quantités r^, Supposons maintenant 




je dis que .s^, pourra être exprimé rationnellement en e et c. 


En effet, on a 


{ipr,Yer,= {if;r,yer,.= 


[((//fl)'" ^ri -|- (»//r.j)'‘ -f- • • • ^jq], 

~ ^L,ih “h (V'^’2,1»)^ ~h ■ ■ ■ 


En faisant m, =!0, 1, 2 ... 2??, et en substituant dans l’expression de on 
verra que .s-^ est une fonction rationnelle et symétrique des racines r, , r„ 
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. . . 9*1 0 • • • de réquation R = 0-^ donc s„ pourra s’exprimer rationnellement 
en e et c. 

Connaissant s,,, on obtiendra,, en faisant h = 0^ 1, 2 . . . 2w, 2w-|-l 
équations, desquelles on tirera aisément la valeur de 6 , en fonction ration- 

nelle de ■j//9\. Donc, une fonction de la forme p étant donnée, on peut ex- 
primer une autre fonction quelconque de la même forme en fonction ration- 
nelle de p. Donc, comme nous l’avons dit, on peut exprimer les coefficiens 
Pa, Pi 1 ■ Pn-i rationnellement par l’un quelconque d’entre eux. Donc enfin, 

pour en avoir les valeurs, il suffit de résoudre une seule équation du degré 
2n-|-2, et par conséquent, pour avoir les racines de l’équation li=0^ il 
suffit de résoudre une équation du degré 2'n.-|-2, et .292-j-2 équations du 
degré n. 


21 . 


Maintenant, parmi les équations dont dépend la détermination des quan- 
tités cp | ’ y I 1 ) ’ celles du degré n peuvent être résolues algé- 

briquement. Le procédé par lequel nous allons efi’ectuer cette résolution est 
entièrement semblable à celui qui est dû à M. Gauss pour la résolution de 
l’équation 

1 _ 0 . 


Soit proposée l’équation 
(106) 0 =p<, -f-Pi -f- • • • 

dont les racines sont; 


y 


iO 


2n-f-l 



2£ü'_\ 

2 w + 1 ) ’ 



niü' 

2n-f ï 


J 


DÙ œ' a une des valeurs co, Désignons par a une des racines 

pi'imitives du nombre 2n-j-l, c’est-à-dire un nombre entier tel que ,u = 
soit le nombre le plus petit qui rende — 1 divisible par 2 to-|- 1; 
e dis que les racines de l’équation (106) peuvent aussi être représentées par 

107) y^(®)7 y^(®^)? y^(«^«) • • ■ y^(«’‘~’^*)j 

lo' 

~"2n-|-l ' 

Soit 


)U £ 
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où. k est entier, et «■„, entier, positif et moindre que ??■-[" j® 1®® 

termes de la séiie 

1 , , (Zg . . . 

seront tons difierens entre eux. En effet, si l’on a 

7 

il en résulte, ou 

— a'' — (2«-f 1) (Zq^ — /c^), 

OU 

a’" = (2 » -[- 1) (7c, „ -]- k^ . 

Il faut donc que l’iine des quantités a” — «■“, a’"-|-cc^' soit divisible par 
2îz-j-l; or supposons m > p,, ce qui est permis, il faut que — 1 ou 

«““■“-[-l soit divisible par 2u-|-l; or cela est impossible, car m — p, est 
moindre que n. Donc les quantités 1, a,, • <^«-1 sont différentes entre 

elles, et par conséquent elles coïncident, mais dans un ordre différent, avec 
les nombres 1, 2, 3, 4: ... n. Donc, en remarquant que 

y ^ [ ((2 w -j- 1) 7c, „ ± a,„) «] — ip ^ (a„,£) , 

on voit que les quantités (107) sont les mêmes que celles-ci; 

<p\e), <p\2e) . . . <p\ns), 

c’est-à-dire les racines de l’équation (106) c. q. £ d. 

Il y a encore à remarquer, qu’ayant 

«“ = (2«+l)7c„— 1, 

on aura 

(2n 4- 1) \ a’" — a“, 

donc 

^n+m — 

et 

s) — <p^(a“£). 

Cela posé, soit 0 une racine imaginaire quelconque de l’équation 

(9’‘ — 1 = 0 
et 

(108) ■ip[e) = cp^{s) (p^{as)0 (p^(a^€)0^ ■ • ■ -|- («"“’■£) 

En vertu de ce que nous avons vu précédemment, le second membre de 
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cette équation peut être transformé en une fonction ratiomielle de 
Faisons 

(109) i//6 = x(y'«)- 

En mettant dans la première expression de «’"« au lieu de «, il vien- 

dra 

-f y (/)"(«"«) (9”-” -f • • ■ -f- 
mais nous avons vu que (p'^ (a"'''”' s) = (p'^ {a’'‘ e) , donc 

== 0”-“ (p\e) + (p^^{ae) -f- (p\ah) 

+ (p\a'’‘-h) 4- (p\a”‘e) -f e(p\a”+h) -f ^ 't). 

En multipliant par-^”*, le second membre deviendra égal à t/zf, donc 

( 110 ) xp{a"'a) = e-^ip£, 

ou bien . 

Y^É = ^’’‘;f[(p4a“e)], 

d’où l’on tire, en élevant les deux membres à la 7^*'“ puissance, et en tenant 
compte de la relation ^“”=1, 

(111) (V'«)’‘=[;f(9^'(«”‘«))]”- 

Cette formule donne, en faisant successivement 7W = 0, 1, 2, 3 . . . n — 1, 
n équations qui, ajoutées membre à membi’e donneront la suivante: 

( 112 ) n(^tY = [x(if' i)]" [ j :(» i *{ m ))]* 4 - 4 

4-[z(v’{“-‘«))]“; 

or le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symé- 
trique des quantités (/)’*«, cp^iaa) . . . (p^ a) ^ c’est-à-dire des racines de l’é- 
quation (106); donc ((//«)” peut être exprimé eu fonction rationnelle de 
Pi .. . Pn-i , par conséquent en fonction rationnelle de l’ime quelconque de 
ces quantités. Soit v la valeur de (■^«)’‘, on aura 

n 

(113) fv^ap'^a 4- e<p\aa) 4- e\p\a^a) 4 [- 0'^\p\cjt:^-^ a) . 

delà posé, soit 6 = cos i sin • Les racines imaginaires de l’équa- 

:ion 6 '^ — 1 peuvent être représentées par 

6, e\... e^-\ 
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Donc eu faisant- successivement 6 égal à chacune de ces racines et en désig- 
nant les valeurs correspondantes de v par «i, Wg . . . il viendra 

n 

+ 6(p^{as) -j- . . . 

n 

fv., e\p'\ae) -1 


+ 0‘^ ~Up'\aP) H 1- 

En combinant ces écpiations avec la ^suivante: 

011 en tire aisément 

(114) cp\a”'B)=:-]- (- -f -I 


et pour 7H. = 0, 

-J n n n 

(115) ( — pn-i + -h |/'i’a -!-•••+ ) • 




22 . 

Toutes les racines de l’équation (100) sont contenues dans la formule 
(115), mais puisque leur nombre n’est que », il reste encore à donner à 
(^‘^(i) une forme qui ne contienne pas de racines étrangères à la question. 
Or cela se fait aisément comme il suit. Soit 

n 

^ 'Vvk_ 

En posant ici a“6 au lieu de t, se (diangera en j/v/,, et en 

donc .s-,, se changera en 

n n 

'Vvk 

n n 

(«-“i/î’i)* (Vï^i)* 

La fonction s,,, comme on le voit, ne change pas de valeur, en mettant a”' s. 

40 
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au lieu de s. Or est une fonction rationnelle de Donc, en désig- 
nant Sj par on aura 

quel que soit le nombre entier m. De là on tirera, de la même manière 
que nous avons trouvé la valeur de en fonction rationnelle de 

l’une des quantités jIq ^ . . . p„__i . Connaissant , ou a 

n n 

Donc en mettant v au lieu de w,, l’expression de cp‘\a''^i) deviendra 


(116) = + “ |; 

pour m = 0 : 


(117) cp\e) = --\ - H h “ 


Cette expression n’a que n valeurs différentes, qui répondent aux n valeurs de 

■u™. Donc en dernier lieu la résolution de l’équation 3 , 1+1 = 0 est réduite 
à celle d’une seule équation du degré 2 «-|- 2 ; mais ew cette équation 

ne paraît pas être résoluble algébriquement. Néanmoins (311 peut la résoudre 
complètement dans plusieurs cas particuliers, par exemple, lorscpie c = c, 
â==:c]/3, ô — u(2±j/3) etc. Dans le cours de ce mémoire je m’occiq)erai 
de ces cas, dont le premier surtout est remarquable, tant par la simplicité 
de la solution, que par sa belle application dans la géométrie. 

En. effet entre autres théorèmes je suis pai’venu à celui-iii : 

”On diviser la circonférence entière de la lemniscate en m parties 
"égales par la réglé et le compas seuls, si m est de la f(,)rme 2 " ou 
’’ 2 ”-|-l, ce, dernier nombre étant en même temps premier; ou bien si 
’’to est un produit de iilusicurs nombres de ces deux formes.” 

Ce tliéorème est, comme on le voit, précisément le même que celui 
de M. Gauss, relativement au cercle. 



EECHERCHES SDR LES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


315 


§ VI. 

JSæpresfiious dvmrse» de» fondions </’(«■/?); 

23. 


En faisant nsag'e des formules connues, qui donnent les valeurs des 
coefficiens d’une équation algébrique en fonction des racines, on peut tirer 
plusieui’s expressions des fonctions y(î 2 / 9 ), des formules du pa- 

ragraphe précédent. Je vais considérer les plus remarquables. Pour abréger 
les formules, je me servirai des notations suivantes. Je désignerai 

k' i' 

1) Par la somme, et par le produit de toutes les quan- 

k It 

tités de la forme (/''/n, qu’on obtiendra en donnant à vi toutes les valeurs 
entières, depuis h jusqu’à 7c', les limites h et 7c' y comprises. 

h' V* Je' v' 

2) Par JS",,, ■(/'('«!., /f.) la somme,- et par TF le produit de 

. h r k r 

toutes les quæitités de la forme qu’on obtiendra eu donnant à m 

toutes les valeurs entières de h à A:*/, et à les valeurs entières de r à 
en y comprenant toujours les limites. 

D’après cela il est clair qu’on aura 


(119) 

(120) 
(121) 
(122) 


— '/' (™) — '*/' (0 ~h V' 1-) “h ■ ■ ■ ~\~ f 1 

h 

7'4i/i(m) = i//(7';).i//(7c-l-l) . . . 

k 


Je' 

V 




: '/’ {Kf’) -f + 1 1 <"•) + • • • + ^« ■'/' /') 1 


/7„,//y,/'(™,70-=^VyV'(/«„H.) . //■,jK7c+1,/0 

k r r r 


Cela posé, considérons les équations 


(128) 


.y(2«+l)/î='ÿ±l. 

/(2«+l)/î = --^^t_b, 


E(2^^-|-l)/9 


pff 

J H- 1 

Qi'i 7i + 1 

Nous avons vu que I\n+i une fonction rationnelle de x du degré 
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2«. et de la forme x.yj^x^). De même P'^n+i P" 2 n+i sont des 
onctions de cette même forme, la première par rapport à ^ et la seconde 
lar rapport à a. Enfin Qsn+i est une fonction qui, exprimée indifféremment 
m æ, y ou a, sera du degré (2w-)-l)^ — 1, et contiendra seulement des 
luissances paires. Donc on aura 

H \-Bx, 

A" H Y B" Z, 

H 

\-i)". 

En substituant ces valeurs dans l’équation (123), il viendra 

{Ax^^-’‘+^y ^ y. B x)= </5(27i+ l)/9.((7æ<^”+v-^ + ” • . -j-D), 

H h P' y) = /(2w+ 1)/? . ((j'y<^»+^y-^ -1 ^ 

\~B"z) =F{27i^l)(i.(C"z^^’‘*^y-^^ ■ ■ ■ + 71”). 

)ans la première de ces équations A est le coefficient du pi-emier terme, 

- <p(27i-\- l)l3 .0 celui du second, et — (p(2n-^l)(3 . /) le dernier terme. 

C B 

)onc -~^^(p{27î-\-l)(3 est égal à la somme, et -j (p(27i-\-l)(3 égal au pro- 

uit des racines de ré(]uation dont il s’agit, équation (pii est la môme que 
elle-ci ; 

124) ,K2».+ 1)/Î = 

)onc en remarquant que A, (J et /) (et eu général tous les coc'.fficiens) sont 
idépendants de ./?, on voit que <p(2i/,-\- l)j3 est (il un coefficient constant 
rès) égal à la somme et au produit de toutes les racines de ré(iuation (124). 

De la même manière on voit que _/’(2 w, -|- 1) /? et F(27i-\-l)f3 sont re- 
pectivement égaux au produit ou à la somme des racines des é(piations 

/(2»+l)/î= F{2n+1)fi = ^'p---’ 

x2'?i + l ^‘C^n+i 

a ayant soin de multiplier le résultat par un coefficient constant, choisi 
mvenablement. 

Maintenant d’après le n“ 11 les racines des équations (123) sont re- 
lectivement : 
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y = (— 1)” / ( /9 4- 2-^-f + 271^ ®^’) ’ 

^ + 27rVr ) ’ 

où les limites de m et //. sont — 7i et -|- n. Donc en vertu de ce qu’ 
vient de 'voir, et en faisant usage des notations adoptées, on aura les fc 
mules suivantes : 


(125) 


cp{2n-y- l)ft= A 

/(2«.+ 1)/? ^ A' XK(- 1)“ /(/3-h-j^^j > 
F(2n +l}/9 = A" 5,. 1)^ F 1/9 -j- ) • 


— 71 — 71 

-f-W -}-W 


? ?/. -|- 1 


(fi(27i.-}-l)/9 = I9 IT,Jl, (p /?-!- 


~W — 71 


mio - 


• 1.1 Cl ) t 

!m-|- 1 

/(2».+ i)/î = ir », H;./(/s+.*"“±q'=‘ 

'<■'> + !■ 

2m + 1 


+" +>‘ ^tai. 


F (271 H- l)/î = JF //„ f f, F ( 19 + 


— 71 — 71 


Pour déterminer les quantités constantes A, A', A", B, B', B'\ il fa 
dra donner à [9 une valeur particulière. Ainsi en faisant dans les tn 

premières formules /9=[^ ^ après avoir divisé les deux membres p 


(pj)^ il viendra, en remaiTpiant que cp 




— O' J 


I 


_ fp(2u-\-l)/} 

y/i 

^ ” ftl 

F~^ 


pour 



Boit 19: 


:+F'+ 


on a 
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/ . fü . (O . 

'l’ «+ < 7 + 0 * 


y ((2 m + 1 )« + + 7 * 


T’ « + T + T -- 


fpa 

qi( 2 -n-\- l)a 


f ( + 1) « + ^ 4 - — -|- ■ i 


f ( , Cû . O) . 

./ « 4 -y + Y* 


= (- 1 )" 


/ ( (2 + 1 ) a -|- - -- 4 - Y i 


-Cl 1 j . 

/ ■■ + T + T‘ 


^(- 1 )’ 


/(« + ■ 


• pour «=0 


/ (2. + l)« + 


M(3« -j- 


^ «+î+f* 


==(- 1 )’ 


( 2 M+l)a + -^ + -" * 






Fl a ^ v * 


iP (2 m+1)«+'^- 


Ces expressions de J., .4', 4" deviendront de la forme A en foisanl 
« = 0, donc on trouvera d’après les règles connues 


2 nifl’ — 


(- 1 )” 
2m + 1 


D’après cela les trois premières fonnules deviendront 




mco -j- ficôi 

~Jn~+T~~ 


(12C) / 


■uicl) -|- i 
" 2m + Ï ■ 




WCO -f- /LfCSi] 

J 


Pour avoir la valeur des constantes B” ^ je remarque qu’on aurîi 


4 -w + 


(127) Y4^V^(™.,«)=V^(0,0)^»V'(«ï,0)i/^(— m,0) /7^ip(0,,»,) ^^(0, — ,u) 


II. IL n . n 

X n„ —fl) n,, ,p(_m:, u), 
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En appliquant cette transformation aux formules (125), en divisant la première 
par (/>/?, la seconde par f[3 et la troisième par E/?, eu faisant ensuite dans la 

première (3 = 0, dans la seconde = ™ et dans la troisième (3 = ^i, et en 

remarquant que — '^- - = '2,n-(-\, pour (3 = 0, que ^ _ ( — 1)’‘ 

(2^+1), -pour (3= — ^ et que (_ l)>‘(2n+ 1), pour 

on trouvera 


rV rr c, i VICO Ll(7)i\ , J 7/10) LlCdî 

X IL fL 'P ■ ( -2;r+ r jv-i -2„ qix 


1,1 G) i 


( 128 ) 


(- l)*(2»+') = ^'-^^./di + 2SîiT) vif + 5fïî 

■0 4 - I.IÙ 

hi+'i 




x/4 V./1 " + 


2w + V 


(3 . 


(- 1 )"( 2 »+ i)=jr ILF-]^; i+=^ ) 


■1 


1 


X rr n FH . I «ut>+^K3i 
X I 2 2n-j- r 




(0 


7/icü — f.iG)i 

‘"2^+”r 


En tirant de ces é([uatioiis les valeurs de B\ B'\ et les substituant en- 
suite dans les formules transformées, il viendra 
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y(2n+ l)/j = 


1 




" V 2 »+l 


XilmlL 




9 ) 2 , f/; — fià}'i 


g / 9)lft> -j- ^6& ^ 


g / 9)2 , Ci; f-iwt 


/(2«+l)/?: 


( 129 ) 


(_l)«(2n+l)//iJT„ 

1 




xr/^Ji, 


V 2 9 i+l 


■ 29 .+ 1 /-^ V‘ 2 

J \2^2n+l) 

\j'fü nuo + fuoi 






/(^+^ 3 f ]/(f? 


9)2 ft) fiW'L 

2 n 4" 1 


-g / ft) 9 ) 2 ft) + / 22 t)i 


• 2 2 92 1 


F(2n+1)^- 


(-iy(2n+l)F^n^ 

1 




P2 -• , 

V 2 *'^ 2 »i-l-l 




7 y ’2 / ,; , 

\ 2 2 9 i -f - 1 


XJ 2 «JT^ 
1 1 


2n + ï-V\P ~2n~+I~j f(^2,7+ï “j ^ ’ -ilT+r 


^ U'+'-ïT+r' 


^2 


On peut donner à ces expressions des formes plus simples, en faisant 
usage des formules suivantes: 


f/)(/î + a)^(/ÿ- 

z?l = 


cp^a 


1 

9''*(«+f + Î-*) 

/(/3H-a),/(/9- 

-«) _ 

1 ./V 

,r(y+«) 

/‘(ï+“) 


1 

/*(“+?+■?•) 



1 F'ft 

F((i^a)F(^- 

-«)_ 

JÎ-(.f.i+„) 

F‘l^i + a 


^■(î + Y‘ + “) 
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qu’üu vériliera aisément au moyen des formules ( 13 ), ( 16 ), ( 18 ). 

En vertu de ces formules il est clair qu’on peut mettre les équations 
( 129 ) sous la forme; 


( 180 ) - 


q)(2n-\- 1)(3 = 

n 

( 2 «+l)(p/ 5 -/ 7 ,„ 




mo) \ 






ri, 




^ (O lO . 'Ni (O 

E + Tr rr 


Il n 

X //,„ - — 

' 1 1 — 


2 ” ' 2«-)-l) 

y/'V 

c, / Qiuo -\- 

^ \ 2 -J- 1 

„ ' (O à) . m(o-^u(jüi\ 

0 PMT+-y*+-i£Fr-) 


^ 1 - 




/ (t) io . fi loi \ 

"fAY + T' + ÜI+lj 


2 / miû — jtiàn 


T 


1 — 


2 U -|- 1 


(-i)'‘( 2 « + l )//^/4 


1 — 




<0 'UNO 

H- 

2 2 'm 4 -L 


(7} 
2 

fli 


/>o / (» O) , VHO 

/'(« + , •+.,.- 1-1 


U 

^ 1 


„ i (O ü) . DUO — üioi\ 

r(Y+,*+- 5 iH-V-j 


1 

/■a [ .1 •""* \ 






O) , l'o . N 

2 +‘ 2 * + ^+Tj 


?i « 

X //„ //,. - 
^ 1 1 - 


.y / 1/1 Mt/l-l-//t/n\ 

2 *^ 2 ?i+i y 


/ü / J_ 

/ 2 .“*'“ " 2 w -|-1 ) 


-fiùi \ 


Pft 


fi i, + '\ 

/ +-2 *+ 2 ,;+r y 


1 - 




f CO (1> . Dlù) IU.C^i\ 


7 ''( 2 «-|- l)ft : 


(- 1 )’*( 2 «+ 1 )^^ 7^^4 

1 E 


w n 

X / 7 „, Hf, 

' ^ 1 - 


'X(Ÿ+-i-'+.:;,) 

ffi f "' "f ‘ 

“l 2 *+ ■ 2 »+l • 

F'-^li ' 

t/> I DUO -| - f( (7)i \ 

2 li '-j-' 1 / 


2 1 

<3 

"2 


1 — 

/ t/> . ////>‘t 

■ ^•(.r‘+.;-.n 

“fl 

^ 1 — - 

tfl W . flà>Z 

+ yiH- 


+ 2 ,H-i 


1 


Jh'ijj 


ï Tkl / «" • 

^'^(2 + 2 * + --‘^ 


_j_ i 4 . 

2 2 2 ?i -|~ 1 


41 
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Ces formules donnent, comme on le voit, les valeurs de (p(2n-\- 
J‘(2n-\- 1)(3 et F(2n-\-l)(3, exprimées respectivement en fonction rationnelle 
de //? et F(i sous forme de produits. 

Nous donnerons encore les valeurs de F{2n-\-l)(3 sous 

une autre forme, c[ui sera utile dans la suite. 

On a 1 — donc 


p[3 — cp'^a) 


et 




6**" 








or en vertu de l’équation (18) on a 

r{p+ 


donc 


1- 

f^P 

Pa 

1 

+ c" 

1 — - 

P(i 

“ pa 


P 

(ï‘+“) 



On trouvera de 

même 



1 

P 



i 

F^ a 

1 

e'^ + P 

1 


— Y^a 





En vertu de ces formules. 

et en ; 

teur constant, il est clair qu’on 

peut 


«2 _j_ J 

'pa 


cp'^a 

+ 1 - 




cp'^a 


(F 


FJL 

f a 


r 


■ + « 1 





F{2n-\-l)(3^ comme il suit: 
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1 — 


9 ’V 




T 


CO QIUO 

T“’‘ 2 tt + l 


1 — 






n, 


CO 'ficDi 

Y 




cp^ 


CO LO . mco 

y 2 îi+T 


^ 1 - 




cp^ 


CO ü> . luoi 

j— . — — 1 _L — ___ 

2 2 2 w+l 




X iT„, 


, CO mio 4- ftcoi\ 


9 ^ 


2 ^ ft) ^ — fUoi\^ 


r 


^ ^ 1 - 




2»+i y 




f/)- 


( 13 O 0 < 


CO . 

29 i-i-i y 


(b ^ mco pwi 

i H 


9 / r/? (-D . m,(o — Liibi 

T+V^+ - 


2îi-|- 1. 




F(in+i)ii=F/irr, 


r 


2«+l 


Cf^(J 


n, 


r 


10 . ftan 

2 2 -j— 1 


O f CO (7> . mco 

cp- (y+ 2 


O 

' 1 - 






rij» , ficbi 

Y + Y « + 2,j_|.i 


1 — 


(P^(i 


X / 7 ,„ / 7 , 


2 ^ ~ 2 ', 7 +r " 


f/) 2 /î 


f/)- 


ru» , mco — ftoyi. 

2 ^ 2 îi 1 


1 . 1 . 

,., / /r; (7) . m (O -1- jmT)i '' 

T ( 2 " + Y^ + '"'2 7+r 


lU 

2 2 ît “ 1 “ 1 


- / rf> /î) . mco — /i(7>'i 

T ( ■»- + T^ + 


Dans ce paragraplie nous n’avons considéré les fonctions (p{nft)i f(^P)i 
Finft) que dans le cas des valeurs impaires de n. On pourrait trouver des 
expressions analogues de ces fonctions pour des valeurs paires de ra; mais 
comme il n’y a à cela aucune difficulté, et que d’ailleurs les formules aux- 
quelles nous sommes parvenus sont celles qui nous seront les plus utiles dans 
la suite, je ne m’en occuperai pas. 


§ VIL 


Développement des fonetimis cpa, fa, Fa en séries et en produits infi^iis. 


24 . 

(X 

En faisant dans les formules du paragraphe précédent (S = _pY > on 

obtiendra des expressions des fonctions cpa, fa, Fa, qui, à cause du nombre 
indéterminé n, peuvent être variées d’une infinité de manières. 


41 * 
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Parmi toutes les formules qu’on obtiendra ainsi, celles qui résultent de 
la supposition de n infini sont les plus remarquables. Alors les fonctions 
y, /, F disparaîtront des valeurs de (pa, fa, Fa, et on obtiendra pour ces 
fonctions des expressions algébriques, mais composées d’une infinité de ter- 
mes. Pour avoir ces expressions, il faut faire, dans les formules (126), (130), 

a— F .. , et ensuite cbercber la limite du second membre de ces équa- 

tiens pour des valeurs toujours croissantes de • n. Pour abréger, soit v une 
quantité dont la limite est zéro pour des valeurs toujours croissantes de v. 
Cela posé, considérons successivement les trois formules (126). 

cc 

En faisant dans la première des formules (126) f = et remar- 

quant que 

(131) S,S;^(m,,«) = ^(0,0)-h4[d(m,0)-H^(--m, 0)] + 14^(0, n) + 0(O,-u)] 

— n — n 1 1 

+ e {- m , - fi ) + d { m , -,u.) + d(-m,/(.)] , 

1 1 

il est clair qu’on peut mettre la formule dont il s’agit sous la forme: 


(132) (pa. 


2m+1 ^ (Bn+l I ' 2n+l , 


,(-!)” y 


a-\-)ncü 

2n+ i 


+ (p -Z- 


2 )a +1 




a+Li&i 


a—iudoi 


A'„A’^(-l)”'+^-</;(«,-m,«-p.) 
1 1 


+7. ^.^A- 


OÙ. Ton. a fait pour abréger, 


1 L„ 1 

I P, J ^ (^f. _|_ .3.) f^n \ I /a — ( m ) o 

_J_ 1 / ^ l 9, nr 


<i -|- (Wi -|- (O -j— {fi -{— Y 


a — (m "l™ |-) (O — ( // - 4 - A ) Coi 




■2«,+l 


1 + i 1 

)to — {fl -f- -J) iôi \ ' (a — i m -|- J ) fo -|- ( // -|™ | ) (7n \ h * 


a -j- (îti '^) O) — (fl -j— -^) (oi 
2n-^l 


Maintenant, en remarquant que 


a -j- mco \ , 


«-. .g ^ ^'r ( ^)-/ (iAr)-^(-£A) 
2” + i) 


2n 1 ’ 
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a — j.icdi \ 

2 V+Tj 



f iùti \ fiù)i \ 





2n+l 


? 


OÙ A„^ et sont des quantités finies, le second membre de l’équation (132) 
jusqu’au terme qui a le signe — > prendra la forme 


1 a I 1 

2n -fT ‘27i+T “T ‘(2V+I)-^ 




or la limite de cette quantité est évidemment zéro ; donc, en prenant la li- 
mite de la formule (132), on aura 

i 

(pa = lim.’^,„ ^ ( — !)’“+/« ip (pi — n — /(.) 

'''“il 

+ l ~ (— V'i «• — ,"•) J 

(6 J J 

OU bien: 

• « — 1 n — 1 

(134) (pa = — -- lim. (— 1)“+^' i// (m, //) 

tO O O 

Mim/S/jr;,(- l)’«+^‘ i/q(™,p). 

^ O 0 

Il suffit de connaître Tune de ces limites, car on aura l’autre en clian- 
geant seulement le signe de Cherchons la limite de 

n~~l n — 1 

l)’"+^‘V^(m,,u). 

0 O 

Pour cela, il faut essayer de mettre la quantité précédente sous la forme 

où. P est indépendant de et v une quantité qui a zéro pour limite; car 
alors la quantité P sera précisément la limite dont il s’ag'it. 


25. 


Considérons d’abord l’expression 


Soit 


n~l 







2a 

Tô" + 1 ) "J H- (/' + ’ 


(185) 



et faisons 
(136) 




■ ^ 2i 

■(2«+ 1)=* 




on aura 

n — 1 n — 1 îî — 1 

(137) 2,(- l)'«(>»,rt = 2»f„(- l)''(2„ + iyr 

Gela posé, je dis que le second meinbi’e de cette équation est une 
quantité de la forme 

D’après les formules (12), (13) on aura 

1,1 . ^/'(/5 + «) + y (/^ — G 2cpp.fe.Fs 


Ci 

donc, en faisant 13 = -^ — —r et s 
' ' 2«. -j-1 


(wî. -f- ï) + (i“ + d) <3 * 


fs.Fe = 6£, on a 


bt+ 1 


7' et 

2u+l 


V' («,/<) = 


1 




. 6 ( ~ 


271-1-1 


r 


2 9t -j- 1 / * 2 -j~ 1 

2m-|- 1 




■r -, 


Or on a 


a \ 


A a* 


donc 

et par conséquent 


( w U. I ux 

y,7qrî J = 2«+T’ “t (^-P lyà 


ïn-f^î 


r [j^+i]-r 


2a 




2a , 2yl«« 

\ \(27r+T)=^ + (27H' O" 

2m+1 


2î?.-(-l 


r 


2îa+1 


•r . 


a . v... 


2 V, 1 y y 2 9/. — t 


2 71. -(- 1 


)’l 


, 271 «3 

_l_ . 


o( y 

V2K-f-l 


r h 


Donc la valeur de B,, deviendra 

r- 


2 71. — {— 1 


-r[-i 


2 -j" 1 


(138) /y 


2 n + 1 


T 


2«4-l 


(f 


2 ( 


2 71. — j— 1 


1 _] 


2 7t -f- 1 


2''m-[™:i 
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Cela posé, il y a deux cas à considérer, suivant que 


pour limite ou non. 

6 

a) Si ■?; — T-^ ^ 2;éro pour limite, on aura 


2n+l 


a zéro 


r 


P ^ K P ■* 

*^JU. } ^/Ll 

2n + 1 j “ (2M + ip “T (2?r+"l)-i 


«( ) = U ) l/i +»>iKÏï) = 1 + (2.^% 


r 


Da^ 


(2vr+ 1)^ + (2 m + ^ 


où D ont des limites finies; donc, en substituant, 


( 139 ) Bf, = A 




a 


(2r/, -[-1)^ 

7'”, ■ 

‘J ^ + /w).: 

-y I)a^ 


(2 m+i)=“.£;, ^"’^'( 2;r+i)=‘ 


c., 


+ 


l- “, - 1 

c ^ 




— + Bft. 

Da'^ 




H 

^'^(2n+l)=‘ 


or que soit fini ou infini, il est clair que cette quantité convergera tou- 

jours vers une quantité finie pour des valeurs toujours croissantes de n. 
Donc on aura 


( 140 ) 


'I‘ii -f- 1 


où est une quantité finie indépendante de n. 

• € 

b) Si ^ a pour limite une quantité finie, il est clair qu’en nom- 

mant cette limite on aura 


( 141 ) 


B.. 


<9(()),) I 1 1 / 

cp%à,.) + àf, r ■ 


• Bu 


Cela posé, considérons l’expression — l)'“^9qqpqj2' 

( 142 ) = + ■ ■ • 

_|_ (_ 1 ).-* + (_ - li,„ + K»- ^ h (- ■ 
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Supposons d’abord que ait pour limite une quantité finie, quelle que 

iù 7L — — i 

soit la valeur de fi. Alors, en remarquant que 
on aura 


^/t -^^«+1 ^ .« + 1 1 

donc 


n — 1 

'2: ( 

— /t \ 
0 


: 


^qrïj 2 C'^o' — “h '^3' — '^3' ~i“ 


4-2 «'4-1) + 


(2«+i)3’ 


où k = n ou n — 1, selon que n est pair ou impair. La quantité B a tou- 
jours pour limite une quantité finie, savoir B=^0 si n est pair, et B = li^_^ 
si n est impair. 

Maintenant on sait qu’une somme telle que 


-j- ■W2' — . • • , 

peut être mise sous la forme kv^ v ayant zéro pour limite. Donc en sub- 
stituant 

i\« . 

7 V D — (2r7-f 1)'^’ 


or, k étant égal à 7^ ou à » — 1 , et jS fini, la limite de 
donc 


(148) 


w 1 Ty 

V /_ IV' — - 

7I D 2n-|-l 


U -f- B 
2«,-f 1' 


sera zéro. 


Supposons maintenant que r Mt zéro pour limite. Alors - 

a également zéro pour limite, à moins qu’en même temps n’ait pour 

limite une quantité finie. Soit dans ce cas v le nombre entier immédiate- 
ment inférieur à j/ w , et considérons la somme 


lia — Hi -j— 24 — -^3 ~t~ ■ ■ ■ ~1“ ( — 1) 24,_.i • 

En supposant que u soit un’ des nombres 0, 1, . . . r, il est clair ipie 

ij “ ^2w-f l ’ ^ donc, selon ce qu on a 

vu, sera une quantité finie, et par conséquent 




-f(- l)”-Z^„.., = r.Zi;, 
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OÙ B est égaleiueiit une quantité finie. 
Considérons maintenant la somme 


(- + +(- U-'-'MC.). 

Si a pour limite une quantité différente de zéro, on a, comme on 

+ 1 fl + 1 î 


2//. 4-1 
Ta vu, 


si au contraire 2>r~[- 1 pour limite zéro, ou a 

1^/, — ‘‘/i + '>',c ; 


or. 


, si en même temps u > il est clair qu’en vertu de la valeur de , 

fl fl ^ fl 1 

or il est clair que et 6'^,, tous deux, ont pour limites des quantités in- 
dépendantes de /r, donc eu nommant ces limites B et (/, on aura 

et par suite, aussi dans ce cas. 

Donc, comme dans le cas où aurait xme limite différente de zéro 

pour toutes les valeurs de /r, on démontrera que 

= (2v4 1) ■ 

Maintenant ou comlnnant les équations ci-rlessus, on eu tirera 


«- -l 


JL 


{) 


a (2/,.+ 1)" ~ 0»+ 0" ' ■ 


2i/> 4" 1 ’ 


or 


q, , ' r a zéro pour 

2 n 4“ 1 


limite, donc 


W ' l yy .1, 

' (2 2 ■«+ 1 


Donc cette, formule a toujours lieu, et par conséquent la formule (137) de- 
viendra 

(144) 4(- 1)" ^(™n'0-= 9,1 f 

0 0 U /'• T ' 

42 
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Cela posé, il s’agit de mettre — ly*' 6{oyi^fi) sous la forme 


(3r c’est ce qu’on peut faire comme il suit. On a 


(145) 


^ (_ 1).. e (m, fi) = 2^{-lY6 (m, //.) - (- 1)^' e (m, fi) , 


-2"^ (— 1 ) 6 (ïtt, f.i) — ( — 1)” \6 (riifti) — 6 [m^n -|- 1) ^ (m,« -j- 2) — • • •] 


Oi‘ d’après une formule connue on a 

— • • • 

^ Ù! \ \ AdeCm n) , , 

^i6{m,n)+A + iJ -L 

oix A, JB .. . sont des nombres; or 


0 [m ju) ^ ^ ^ ^ j „ , 


donc en substituant 


6 (fin , «) — 6 (m , % -|- 1) -j- 


a . [(■wi + -|-)w -|- («,-|-i) I 


De là il suit que 


6 (fin ,n) — 0 (m, n -[- 1) -|- 


a , V 


Ix)'-^ 2 )/. + 1 


Donc en vertu des équations (145) 


2-, (- 1)^ ^(m, /,,.) == 2, (- 1)^ . ^ (m, u) + 
0 0 


et par conséquent 


yY^P{'“hf') = -)À- 1)'‘- o„V 1 

') 0 " '"'r ^ 


Ayant transformé de cette sorte la quantité 2^ (—!)■“. i/y(m,u.), on tire 

0 ^ 

de l’équation (146) 
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(147) = 

0 0 0 

en faisant 

oo 

(148) = 


2u-j- l ’ 


or 


0 2n. -|-1 


■ ”o + + »’.2 H h '’n-l 

2'«+l 


2M-j-l 2 ' 


ayant zéro pour limite. Donc l’éqTiation (147) donnera, en faisant n i 


in- 


fini. 


(149) lim. JS-,. (- 1)’»+/' f,) = J?(- 1)'» . 

0 0 0 

De même, si l’on fait, pour alirégei*. 


(150) 

on aura 

(151) 


^ ^ cr [(vD. ~|- î ) CO -- Q.i '+ ■}) (7)1 I - 


'{•m 


oo 

'ST' 

'/I 

0 


(-l)."é?,(m,p). 


]im.’^l’^),(- = 1)>,/ 

ü 0 


oo 


Ayant trouvé les deux quantités dont l’expression de ipa est composée, on 
aura en substituant 


n n f) 

<!•« = - X {- 1 )- (V -h TT ^ 1)" • - (- O” (?.' - P.), 

tO ^ U. (, 


ou bien, en remettant les valeurs de çj et 
(152) (pa = 

2« _ 2a ' 

^ a“— |(m-i-l) w — (|»-fi) c5«J- «' — [(«+)) oi-f (jO+l) (în'Jy 


,(-i)”' a;,(-.j)^ 


Maintenant 


2a 1 1 

— [(»! -pl ) CO + (|t( -p 4) ® i I " Ci — (in. 4) co + (/.t + 4) <3 i a éj- (7/1 +4) co + (/.i éj- 4) (3 i ’ 

donc 

2« 2a 

a^ — [(»'■'' + 4) i) — [(nid- 4) w (|0 d~ï) 

(2 P — |- (2 P p— 1) <3 i 

[a+ (m4-'4)wi=*-|-0(+ l-)“(5' î«— (m.-P4)w]“-P(ft4-|)’’û’’ ’ 

42* 
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donc l’expressiou de cpa prendra la forme réelle: 
(153) cpa = 

(2/4 + 1)0 


1 oo oo 


ec 


(2/4 H- l)t~^ 

[c 4 -(ot+|-) 4 üJ^+(/ 4+|-)^43^ [o:+(«i.+ i)w]^H-(/4+|)=‘4Î)2] ’ 


c’est-à-dire qu’on aura 


(154) cpa 


a 


ec 


;_(do-d,+d,-d3H [-(-i)“d,„...) 


- W - 'f.' + “ 4' H h (- !)■ <V • . . ) , 


où 


d.„ = 


(155) 


[«-(«4+4 ) 4,;] [4ir-(«4+-J) w] “ + -- - [a-(m+i) w] - + 


d,/: 


[f4-(-(wi+4) w] ‘^+ — [«-l-(«t+|') w\ [a+Qn+l) m) =*+“'’ 


n— 1 M— 1 
"'m “^/c 


0 0 
«—1 


4 L" • \ • Z y -J • 4 l. ‘ \ ' -V J ‘ 4 

Si l’on commence la reclierche de la limite de la fonction 

n — 1 

( — l)’"'*' '“(//('/«,, tf) par celle de -2’ ( — 1)”‘ i/4('»4 ,//) au lieu de celle de 

0 

^( — l)'“(/;(«i,,u), comme nous l’avons fait, on trouvera, au lieu de la for- 

0 

mule (153), la suivante 
(150) (pa = 

(2/(-|-l)<3 (2/4-1- 1)(3 


I CO 

ee 


^ /• ( IV'M--- rlJ - ^ . i.-- 

c’est-à-dire 


(157) cpa (q, - 3., H- 5., - 7q, -| ^- (- 1)^' (2/4 + l)f,, + • • • ) 

ec '^*'3 “h ■ ■ ■ “h ( — ^ ~h 1 )^ 4 / H~ • • • ) 5 



(158) 
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27. 


(Jliei-clioiis maintenant l’expression de fa au moyen de la deuxième des 
formules (126). En vertu de l’équation (131) le second membre prend la 
forme suivante: 




b/. + l 


n 


2.H-1T 


(-1)» / /H 


(-_!)« 
2w-Pl 7'“ 


•mco 

f.i(Si 

■ 2 ï 


_L (“"Dl' N- ^ / 1 V» r f f /? -U '"*^'1+ 

1“ 29/.+ 1 7’" 7'“ ^ ^ ) y [ /•’ 1 '~2u + 1 

+7«“ 


n n 


29/,+ i7™7/‘( 


oncü — /Licdi 
~2n+l“ 


•incü \ 
'2//+î) 

I^KjJL \ 


27/+- 1] 


77/07 + IlICOI 
2'//+ 1 

7) ICO f.iwi 

^r+i ; 


• CC mm 

En y faisant et en remarquant (i+alors la limite des quantités 

contenues dans les deux premières liâmes devient égale zéro, on aura 


(159) 


fa r=: lim. (■ - 1 )" 2?,, (-- 1)’" . ■(// (». — « - fl) 


1 1 

Il n 


71 hu.(-- ])“ n — f,), 


oîi Ton a fait, jxiur abréger, 

/ N 1 /* / eu +- 7)IC0 — (— U û)l 

““.")=2„+t .q 2,,+ï-' 


a — 7/7ff7 — f.i&i \ 


ffi — m, n—u) = ^^ 

U 

Maintenant on a 


_ ' 

n+i 


f 


I a +77/07 ftedi 

l 2w+l 


a — rn(ü-j-/,i(3/, 
2 « 7'1 


■flR~\ l /Y/? lè 2 //î^./£ fe 

/ (p + 0 +./ [ft — n — 


/ I I Z fp Z f.~ 


Soit 


•77707 -|“ 

e 277 +ï ’ 


on aura 


.1 

CfiB 


. I CO , (d . 


?orî . Cf) 


(il — m + -i) CO + (77, — f .1 + J) CO i 
*' 277 + 1 
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h 

ffS 


TuZJi 




z — cLfI 


:-Fh 


ÜJ 

ir 


ûj 

~2 


(^n — 7/1 -j- ^-) CO -|- (;/ — /if -|- 1) (jj l 

li: f 


Donc on aura, en substituant et en mettant m et fi respectivement au lieu de 
n — m et n — 




' (m ,SA , 

2«+i ~ 7 




(2n + l) 


ep- 


2 îi — [— 1 




- v) (Ol 


On aura la valeur de en cliangeant seulement le signe de t. En 

faisant maintenant 


et 




(2 7)1 -[- 1) Cl) ~|- (2 /I -f- 1) / 

(X ^ “i“ 'l”) ""f" ”i~ 4) ^ l 

(2 7)1 -j- 1) CO — (2 f.1 “h 1) ^ 

J)co — (/^^ + 


et en cliercliant ensuite la limite de la fonction 




0 0 


de la même manière que précédemment, on trouvera 


n — 1 n — 1 


et 


Km. (- = - 


71 — 1 71 — 1 

v^(- 


00/00 
^ I ^ 
0 


ni 


0 




oo 


oc 


(-l)-.O, {»>,,,)); 


donc eu substituant dans (159), et en nanettant les valeurs de et 

on a 

(160) fa = 

_1. V ? ( lV-( (2m +l )c>+(^/H-l)>gÿ I (2m + l)c;-(2/.H-l)<g^' 

La quantité renfej’inée entre les crocliets peut aussi se mettre sous la 
forme 

2 [a — (^'* + i) '■A ^ d" (■''' + i) I 

[«—(•;« + 7) (,;]=*+ [aq:(.,„,_|_y(,y q_ ’ 



donc on a aussi 


(161) fa = 

On aura de la inêiue manière 

(162) F a = 


oo 




(2 /,/ + 1) fJ) 

[a - {in . + -| ) O)] - + (}( + - (.0 " 



0 


2[«-~-(m+i-) w] 

(rlj -j- {f,l -j- 9 ^ 



(70 



0 


(1 ^ -}- 1) ( tf 

[« -h (ni H- i ) 0)\ “ + (^ ( + V) (Tj - 


28. 


, Venons maintenant aux formules (130). Pour trouver la valeur du se- 
cond membre, api’ès avoir fait I , et supposé ti. infni, nous allons 

d’abord cliercher la limite de l’expression suivante: 


1 — ■ 


t) r ” 

^ n "h 1 _ 


(163) 


//.., /:/„ 


<p 


T 


'iiKo - | - /rahi -[- h 

4 " ] 

_2n~|- ij 

7H.(rj -|~ /uDi -|- 1 
2 7b -|- 1 


où k et l sont deux cpiantités indépendantes de «, m, /(. 
En prenant’ le logailtlmu;, et en faisant pcjur abréger 




(164) 

on aura 

(165) 


'/'('"b /O = 


r 


T 


2 -'H- 1 J 

m(t) -]- ^KW b 

2 n-\- 1 

(P 

7)1 <r) U iüi 
t7b-\- i 


-r 


n 71 

log!Ç = ^-„,^;, l//(7M,p.). 


Considérons d^ibord rexpression /(). 

1 


Soit 
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( 166 ) 


011 aura 


— log 


{mco -|- fiù)i -f~ ^ 


{mco -l- ” 


IjJ fl) — 6 (m, fl) =: log 


2 r tnw + ^uibi - f-h ) 

^ [_ 2w+r J 


{m(t) -|- f( ioiJ^ly2. 


yn iü -(- f(à)i h) ^ ^ ^ L -T 1 


^ in,(o -\ - fdo i- 

^ _ 2 îi -|- 1 


Cela po.së, je diis que le second membre de cette équation est pour toute 
valeur de qu et fc de la forme 

yj(r,i, ,H.) — ô(m, /,) = • 

Pour le démontrer, il faut distinguer deux cas, suivant que la limite de 
est une quantité différente de zéro, ou éû’ale à zéro. 

Z M -j- 1 ’■ 7 0 

a) Dans le premier cas on aura, en nommant a la limite dont il s’agit. 


2 / ‘Il 10) fiO)l —j— Je 


2 / m o) d- ft(7)l l 

1 2n+r 


A -j- 1 / + 1)" “C 1^)“^ 


::: (p^a-(-'U, 


(p-a-\-v 


-- + 


tn(') -|~ f(it} i -\~ h 
2n-\-l 


+ 1 (2v^ + 1)^' 


ma) -1- i((ol~\- L 


(2 '// d~ 1 ) " (p ^ a ' (2 II, -|™ ^ 


.)n a de même 


(^}iio)-[-f.i(j)i-\~Icy 


(27/. -j- 1)" 


ma) -j- f(a)i-\~ Æ"] 
2 n -j- 1 


(2 77, -|~ 1 ) ^ I (2 n -f- 1) ^ 


" — ] .. I 

(?>io)-{- f.i(Td-\-/.y^~ (2'rt-|- 1 (2?7 -|- 1)- 
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Eu substituant ces valeurs, l’expression de — 0 (; 7 n,fi) prend 

la forme; 


ip (m , fl) — 6 (m, ,u) = log 


f 1- 

= Ino- ,) 


(2 7^4- 1)2 ( 2 5 


1 

( 2 11 -|~ 1 ) ( 2 1 


ÎT,-. 1 

fej' 


les quantités v, v', «i, v/ ayant toutes zéro pour limite. On a 


loo- 1 • 


(^.r+TE/ — (2«+iE 


par conséquent 


— 6(m, fl) : 


' (27r+ 1) ^ ' 


b) Si la limite de la qirantité — itLL 0 gt égale à zéro, on aura 


, / IHC) - - 


+ (-WW -f- /OÎ>i q- ^ . , (llUiJ ftù)i-\- k)‘^ 

1 ) ta-E-u 1 -f- ^ vi ’ 


(2,/.+ l) 


(2 m q- 1)’^ 


— -L. A' - - 

q- i I (2 « + ïy “i~ ^ • (2 Vi q:T)ï 


'f ‘ 

_ 2 M -f- 1 _ 




( 2 71 -(- i ) 2 


r 7nû/ 


2 71 — I"" 1 


('/juo ~|~ /ucdi + ^ 4“ -4. 


( 7/1 fO “|- /«'>?* -f- 


(2« + 1)2 


Si maintenant mco-j-fuoi ne va pas en aug-mentant indéfiniment av 


2 ît -|~ 


„ 7)110 -j- //on -j- /v "1 

2 7i4~'l 


{y ^(2v/ 


(}JU') -f- jLf ÙJÎ ~|- /■;) ^ ' (2 ‘il -f- 1 ) ’ 


de meme 




w.(o 4“ /*(tn 4~ i 
2 )i -j- 1 


(•// / io 4” ^.1 fAii -]~ / ) - ' (2 V/, -I" 1 ) ’ 


donc dans ce cas 


Ip(m,fi) — eyi.fi) — lüg- -p 

(27/, 4- 1)2 


B' et (J' ayant des liniites tinics, ou bien 
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la limite de D étant également une quantité finie. 

Si au contraire la quantité mw -[- fiwi augmente indéfiniment avec 
m, on a 


1 _ 

~ a ~ 


2 11 — 1 


” mco -[” fià>i -[- h 

2 n 1 


A' 


( m(i) -j- // cDi-}~h ) 


(mco -f- 


( 2 m + 1 )^ 


.+J [“' 


mco -|- fiwi -[- h 


2n + 1 


1- 


1 

5 

{'tulo -|- j(iLôi -|- h) 2 


, , 1 mco -(- f-idoi -j~ h 

or les quantités ~^_çrr~ 

quantité précédente sera de la forme 


ont zéro pour limite; donc la 


1-f 


(2w+l) 


-•A" 

2 1 


A" ayant une quantité finie pour limite. En cliangeant k eu et désignant 
la valeur correspondante de A" par A/', la valeur de — 6(7n,/i) 

deviendra 




(2«+l)2 


(2«+l)' 




^‘‘^(A" — Ai") 1 V 

r(2,;,ipi)r 


Maintenant la limite de A" est la même que celle de A ; or il est clair que 
cette dernière limite est indépendante de k, ?«, u. (elle est en effet égale au 
coefficient de dans le développement de (p'^a). Donc on aura 


A"=M^v, 

et en cliangeant k en Z, 

A," = M-\-v', 

d’où A" — A^" — V — v' = v. Donc A" — A/' a zéro pour limite, et par 
conséquent on a 

f (m , //) — 6» (m, ,u) = • 


Donc nous avons démontré, qu’en faisant 


(1C7) 




fil 

(2n+l)^ 


5 



RECHERCHES SUR LES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


339 


la limite de sera égale à zéro toutes les fois que toco -j- augmente 

iudé-finiment avec î^, et qu’elle jsera égale à une quantité finie dans le cas 
contraire. 


29. 


n 

Cela posé, considérons la quantité En substituant la va- 

1 

leur de -(//(m,/»), il viendra; 


(168) 


f,) = 2^, 


■ IS:,, A„ 


Soit V le plus grand nombre entier contenu dans y«, on peut faire 

n 

• ï -'^«1.2 I • ■ * I A^^^y 

I î' + l 1 Ay^^ î'+2 1 ’ ' * 1~ Ajii ^ . 

Or, d’après la nature des quantités la somme contenue dans la pre- 

mière ligne sera égale à r.A,,^^ et la seconde égale à AJ [n — ?'), où A,„ 
est une quantité finie et AJ une quantité qui a zéro pour limite, donc 


où 


= v A. + {n — r) AJ =: (2« + 1) 74 , 


71, -I- -J-" ~ AJ. 


'2n+ï""’" ' 2n+l 

Donc la quantité 74 a zéro pour limite, v ne surpassant pas ]/%. Par 

n 

là r expression de se cluuige en 

1 

n n 

(169) 2,74X' 

n 

Pour avoir la limite de fi), j’écris 

1 

n oo oo 

^ e (m, f.i) = d (m, ILI) — d (m, fi) = 2^, ft) — e (m, ,u. + n) . 

- n +1 ■* ■* 


oc 

Or on peut trouver la valeur de ^(to, ra) comme il suit. On a 


43 * 
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6 [m , U -]- n) = log 


\mco -\- (il n) ü)i -j- h] 


1 — 


[mco -)- (il n) ibi ^ " 

1 


^ -|- (jLL — [- 01 ^ Coi -|— /] " — |- (j.t — |— ‘ïlj coi — j— /oj 

^ ^ -t- ^ -(- (|tt n) ai X ;] ^ 


De là on tire 




--- • 6 
n il \ n 




2n8 n A n I ‘ 


OÙ 


0^ 


7)1(0 - ^ i fi ~ ~ 

1 \ i lui 

71 ' 7h 

1 


7)1(0 -^-k , , /X 

! IQI _L .L.. 

71 ‘ ' 7). 

1 

r 7)1(0 A- 1 , 

- î 4- COI 4" - ■ 

L 'M ' 71 

4 

“ 7)1(0 "1- Z; 1 ^ , fl ^ . “ 

• - -j-- loi --j (til 

71 ' ' 'M 


etc. 


■“ 1 / « \ 

Or ou sait que la limite de j est égale à j ôx.dx, donc 


■“ 1 
— 6 


n X 

= Ox.dx-\-Vj 

J 0 

etc., 

et 13 ar conséquent en substituant 

= dx.dx-]^ ô^x.dx~\- • • . 


or 


0x = 


'M(0 -{- I 


— j— Cot --|- d’itïl. 


tmo -[- k 


“j- û)i -]~ âii7)i 


,, etc. 


donc on aura 

px 

/ 6x.dx = 
J 0 


1 

aï 


’ 771 CO -f- k 

n 

1 i-k 
&i n 


J j^- 


mit) -j - 1 




J IJ 

1 

i 1 

” 7)1(0 ~\~k 

' h COI 

7h 



1 

7)7CO -|~ l 


+ (Jjt 


]1 


7)1(0 -j- Z 


+ (oi+œcdi J 1^ + ai-\-/v(Tji j 


1 l~k 
ai 91 


7)1 (O -j™ Z 


-1- ÙJl 


7)1(0 -\~ k 


+ai 
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La limite de cette expression de / Ox.dx est zéro pour une val 


quelconque de x. De inêine on trouvera que la limite de ( O^x.dx 
zéro, donc 




0 (m, U - 1 - n) = ^ v' + - ~ w" + 


S tiS' 


donc aussi, en faisant — 

OO 


n 


d’oii 


2 )/ + 1 




et 

(170) 


ayant zéro pour liiïiite. De là ou tire 

n n n j oc \ n 

i’. X,. ,f, (« „«) = X. [ X, 0 (m, ,..) ) - 1 - f ÿ,-; ■; 1 ■ 

En prenant la limite de.s denx membres et remarquant que 


+ «2 + • • • + «n 


on aura 

(171) 


7 2 nd-l~ 2 m +1 

n n oo I oo 

lim. e{m,f.,) 


1 1 




H- 


En remettant les valeurs de et ^(m,p.), et passant des logarith 

aux nombres, on en tire 


(172) lim. /7,„ IX 



.1 

_ 2n + 1 J 


P mo) -j- /ti(di -j- 7 j “] 

L 

2 ri -|- 1 J 



r « 1 

T 

_ 2 Qh -(- 1 J 


OO 

TT.. 


^ ^ (nuo 


fu7yl~^ly^ 


„r 

V L' 2 «Ti " J 
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Par mi6 analyse tonte semblable à la précédente, mais plus simple, on 
trouvera de même 


(173) 


]iiu. /T„ 

1 


y 

1— - 
y 

a 

_ 2 'M -j- 1 _ 
~ mo) -f- h 

2 ‘)h “|~ 1 


a 

y 

_ 2% -\~1_ 



~ W (O l" 

y 

_ 2 9?. -j- 1 _ 


{QU (O hy^ 

(m o) ly^ 


(174) 


y r -j- -f 

T /-V '2m+TJ ^ \iu'oi-\-h] 

iiiii. n^, .f— ;r—i = 'v 7^- 

1 /r^ 1 1 

. f (/(rüî-\-iy^ 

^ i- 7~- t T~i 


r moi -1- l 

r[,,:yT\ 


Maintenant rien n’est plus facile que de trouver les valeurs de </)«, /«, 
Fa. Considérons d’abord la première formule (130). On a 


e^e-(p^ 

donc 


1 mco -j- ^ __ 

1 

1 

i 2 ji+ 1 j“ 

O r uuo 4- i((7}i (0 (7> . ~ 

fp ^ LJ 

^ 271 -\-l 2 2 _ 

. 2 r H" i ^ H" ■” ' 

L H- 1 


/7, 



" 7)10) -[- fn7)i ~ 

y- 

2 n + 1 _ 


'mio + /«an „ a 

_ ' 25t -[- 1 J ' ‘ 


n n I 

JTju, j 
1 1 1 


T^l 

■[ ni(û fi(7)i 


— 71 fl 

1 11- 


1 L2« + i_ji^ 

' ' r^fi 1 

(n — m. -l- J-'U'i -|- (»i — /' -[--j )'«» " [■ 

2 » -]- 1 _ J 

i_, '/:V ^ 

r 'liui) -f. fu7)i ~ 




Cela posé, si l’on fait /3 =: ' 2 ^~ q i~ y qu’on suppose n infini, il viendra. 
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en faisant usage des formules (172), (173), (174), et en remarquant que la 


limite de (2n-|- 
(175) ipa — aflAl 


a 

27r+T 
a" 


est ép’ale à a. 


('l/ifü)' 


2 *^7- + 


Ifiay 


oo I oo 




\ 


1 — 


{mco -j- 


■ U 


(mco — 


1 1- 


i"l- 


— -J ) (O -(- ( f( — -J ) (7n ] - [(?M J) a) — (il — -J ) i7n ] 

Les deux fonuules (130') donneront de la même manière, en faisant 
y “ remarquant que /"(O) = 1 , F{0) = 1 , 

(176) fa = 


ITjl 

1 


(m — 

(177) Fa = 

oo / ^2 

nJi + 


OO j oc 

■ //J Ifr 


1 — 


[ ( 'iu — -^ ) (O -j- // ( 7 >i ] 


1 — 


[{m — J ) O) — fi Cüi I 


1' 1 " 1 " 

[(m — \)io-\~(fi — 2 )m| ^ [(wi — -^) w — {fl — 2 , 


oo oo 

• nJ U.. 


1— 


[imt)~y(ft . — | ) ^în] 


(v/tcv; ~| - ( //, ^ ) ù)i l 




[(,»“ — ï) -h (/'• — l) “ 


1 — 


[(vi — ‘ 


On peut aussi donner une forme réelle aux expressions précédentes 
comme il suit. 


(178) cpa = a.IjJl-{-J^y.nJl 


/.i-w 


CO- 


X IF „ 


1 + 


(a -(- 
fi^ i7f^ 


. (a — 

X -l- --- -- 




1 1 1 [« + (’«— 1>"' P , . [ft — 0», — JOwjJ 


l 


I m - irJ - 


'• ? 


(179) /« = /7,Jl 


(iJI. -- 


(180) Fa — 


. [«+(>«— 4), q 3 . r„_o«,— J)H“ 

OO OC i - i -p 

y rr n „,.L 

' 1 1 1 i I 

' {fl — (f - — 

y 2 


1 + 
1 + 




(Vl “ 

(F- 

i'IJl. ^ fo'^ 

^ 


fi- 


OO OO i + - ; ^ ~ 

V // U ~ 

1 1 _L 1 I 


1 [a — m(t>y^ 

1 - 

(m — 


X 


[tf — (?>t — J 

- 

I 
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Ces transformations s’opèrent aisément au moyeu de la formule 


^ (a+èj)^) {a-hiy]~\^^~ a+bi 


1 + ^1 ^ 

a-~bi\ a-^bi 


a — bi 


_(« + a)3 + i2 + (a + «)^\ / (a-a)2\ 1 


Dans ce qui précède nous sommes parvenus à deux espèces d’expi-essions 
des fonctions ipct, /a, Fa\ les unes donnent ces fonctions décomposées en 
fractions partielles, dont la totalité forme des séries infinies doubles, les au- 
tres donnent ces mêmes fonctions décomposées en un nombre infini de fac- 
teurs, dont chacun est à son tour composé d’une infinité de facteurs. Or 
on peut beaucoup simplifier les formules précédentes au moyen des fonctions 
exponentielles et circulaires. C’est ce que nous allons voir par ce qui suit. 

Considérons d’abord les équations (178), (179), (180). En vertu de 


formules connues, on a 


— nA\ 


; cos ?/ — 77 1 — -, — --s ^ ; 


' \ 'F ■ 


® ^ — I _ C0S5 _ 

>7’ l'Mi- tAi \ cosy‘ 


Eli vertu de ces formules il est clair que les expressions de /r/, 
Fa peuvent être mises sous la forme 


sni \ a — oo 




J sin (a -j- mai) • sin (a — 7noi) • cos ^ (w — J) t 


1 cos [a 4“ — i) w] “ ~ • oos [a — Qn — co] • sui'^ maj 4 (ce -[- tuai) (a — jua)) 




(7n — 


Xilm tang[a+(^fi-4)w] • tang[a-(m- 0w] • cot" 


tti {m . — 

(7) — {m — xy]'^ it>‘^ 
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• oo cos (a -|- mw) • cos (a — mw) • cos^ fm — 

Jj a = cos a J- .. . . 

^ 1 cos [a -|- (jn — |-) oj] • cos [« — (m — |-) • cos - oiico 

On trouvera des expressions réelles, en substituant au lieu des fonctions 
circulaires leurs expressions en fonctions exponentielles. On a 

sin (a — h) . sin [a -[- h) = sin^a — sin^Z;, 
cos (a “j-- h ) . cos [a — &) = cos^'a — sin" 6, 


sin Ça -\- iJio)) 'V • sin (a — iruii) 


TT'l ( ’ 

CO ^ 

(ü > 


cos |r^ d"' i) ^^-*1 \ cc — ('>n — *]) ü)\ 

cos - {lil — i) OJ 


cus^(vy/. — J)( 


tang 

[a — (v/i 




, 71 i 


sin* 

a 

1 - 


(O 





sin - (7//.- 

— l-)ù) - , 


\ 

“ ' (O 


• '-J 

, JC i 


c> / ^ \ TC'i' 

cos - ini — — 

D’après cela, et eu reiuarqiiaut que 

— wi-w^ I ^ — (wi — i)^(i 


(m 0 )-^ 


il est clair qii’oii aura 


• U, - 

siu-a , i 


(181) 


S 111 J Cl OO 

ÜJ (O , g 

i "■ 


• c, ?r . 

sin->yafn-" i 


. „ TT . 

Sin- a - 'I 


cos^(v;i— i) (0 —Z 
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(182) 


* -> ^ O 

sin- a— ^ 


oo sin 2 (m + Jr) CO i 

fa=rL — ^ “ 


sin a - 




(183) 


Fa = cos 1 ni] H, 

ÙJ 


-z^7C i 
lü 


cos'^m — 7Ci 


siii*^ — 7i:i 
a) 


cos ^ (m — 1^) ?c i 


En substituant au lieu des cosinus et sinus d’arcs imaginaires leurs 
valeurs en quantités exponentielles, ces formules deviendront 


/ « a V 


(184) ipa = i 


TC ■ 


h ^ ■ 


— m -- n 

■h ^ 


f 


1 + 




■h « 




(185) 


1- 


/« 


OO 

nf,n 

0 




1 + 


(186) = | +A 


I 

\ " 

^in~~7C , 

I A ^ +/t 


1 + 


■ h <» 


I oo 

\rf„ 

1 


1+' 


A® 


■ h » 




où Æ est le nombre 2,718281... ® 

On peut encore transformer ces fonnules de la manière suivante. Si 
l’on remplace a par ai, on aura les valeurs de (p{a,i), f{ai), Fiai). En 
cbang’eant maintenant c en e et e en c, les quantités 
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CO J (jOj cpiai)^ f{ai)^ F [ai) 
se cliaiigeront respectivement en 


Wy CO, icpaj Fa^ f 

’cc, 


donc les formules précédentes donneront 





4 sin^ 

«tt”] 


1 4- - 


L- J 



r m(î)/c 

wcD.t "1 2 

€0 . a7t 

( 1 5^7^ fDcf — /T 

\jl CO ___J^ CO 

4 

1 0 4 j cpa sui 

4 sin^ 

^ an ~ 


1 . 



0) 



(2?n~ï)(î>,7.'“ “ ‘(ÿ«i~i)â> 


h ~ “■ + h 


5 


(188) 


(189) 


Fa 


OO 

JT. 

0 


1 4-- 


J. 

“ (2»2-}-l)(2>;7r (27«+l) (î)/r 2 

h — A J 

1 

4si..= [i=] 


“ (27w-)-l)d>//; (27tt-jhl)Æ/rn2 

_A d-A J 


fa — Cüs 



4 sin^ 

r^7r“| 

0) J 

^ r mÆ/r. 

[a -l-A' 

môürt "1 2 

-«-J 

. . y f «TT " 

4sm^ — 

1 L 

r (2m— 1) fi)//. 

(2m— ï)fi)/c 12 

[A _j_ 4 

2w 


32. 


Considérons nuiintenant les formnlcs (ICO), (ICI), (162). 

^ N" + ~ ’ 

donc, en faisant 

ï = [“±(“ + i)‘»l-|: 


(- 1)' 

0 


(2 ^-| -l)<^ 

[«+ (m + |-)w]^+ (/u4--J)^<3^ 


25r 


1 


((if + (»n-f'à)*'î6) 


TT. 

a" 


A 


On a 




44 * 
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En vei*tu de cette formule il est aisé de voir que les expressions (153), 
(162) de (pa et Fa deviendront 

(190) cpa = 

2 


JS ( — IV 

ec (3 ^ 




(191) Fa 


2 

FC OO j 

— ^5^ < 
G) 

0 

i 1 

l_ 1 

J 

c 

1 — («î + -1) f'O Co 




Les expressions précédentes de (pa, Fa, peuvent être mises encoi-e sons 
beaucoup d’antres formes; je vais rappeler les pins remarquables. D’abord 
en réunissant les termes du second membre, on trouvera 


[ 


(192) 




7,-â_7rYjL/V™^_-A 


w.i. , (0,1, 

(2m4-l) - , 

I, “ +1, “ + 4 * ^ -h * 


(198) 


2 7C °° 

Fa — ——JE 

X U ^ ^ ^ .2(xn: 




!lI1 


,(2ra+0''V ,-B«+l)v 

/t <5 _|_ A <3 -j_ A ^ ’ -3 + A 


Si, pour abréger, on suppose 

a/t Mfi. 

(^194) = e et = r\ 

ces formules, en développant le second membre, deviendront 

(195) (pa = 

1 


2 7Ü 

ec (d 


r^> — 


. _ I . . . ' 

.■+*■+4+4 •■•+.>+r+L A (’ 


(196) Fa = 
1 


*2 


^+- 


f + l 

— 1 — 

I , 1 

+ p; 

\ 1 1 n 

j,> + e7 + ;^ + ,5 


ê2..L } 

' ' s 


T- + 


/■ ? 


En mettant az au lieu de a dans les formules (192), (193), en cbangeant 
en, suite c en e et e en c, et remarquant que les quantités 
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w, CO, cpiai)^ F{ai)^ h ^ — h ^ ^ h ^ h 
se cliangeront respectivement en 


il viendra 

(197) cpa: 

(198) • 


œ , CO , { (p (a ) , fa , 2 sin a - — ? 


4 


2 COS a ■ 




. aTt 

sin 



(O 

L J 



, t 0 , 7 . à) , 7 ; 

0^1 7”(^w+1)77 

+ 2 COS 2 « h 


/«: 




cos- 


h -|- A 


e (i) 


Ùi'f (0 7 

h 2 cos 2 « - -f" 


Eu faisant pour libréger 

(199) 

et en développant, ou obtiendra 

(200) </•(«”) = 


( 3/7 

A-'" 




4 . 


ee (0 


ir 


sm a 




q ^ -h 2 cos (a//r) + ç ^’-h 2 cos (ait) + ç 4- 2 cos (etw) + 


( 201 ) 

4 7t 


a 


COS a 


<?+ 


1 + ,: 




T‘ + ■ 


ç5 


- - 

N . X ~ 


ç ^ 4- 2 cos (a/r) H- 4- 2 cos (cai:) 4- - ^ q + 2 cos («yr) + 


(X - 

En substituant dans les formules (190), (191) au lieu de /i " et 
leurs valeurs s et r, il viendra 


(202) ,^« = .;||-ï.(-l)- 


1 __ __ 1 
g,,. -(2m + l) _|1 £— ' 5.21B+I g^.2ul + l _j_ £— î ( 3 mi + 1 ) 


(203) Fa 


2 

7 t 

00 , 

^ _J . 

^ 1 

G 


0 ' 

^ £ T — X -|- £ — X 9 ‘ + X 1 

^ ^ 7/1 + 1. ^ — 1. — 27 / 1 — l 1 


T'» • 

En supposant maintenant a < , on aura 
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1 


£f 


2m— 1 


— 2m— 1 I £ — 1^^2m + l Jj^ j g2^'»— 47» 2 

1 


2m— 1 ^3^— Gm— 3 ^5^,,— 10m— 5 




g ^ 2771 -|- 1 I ^ — 1 /ja ■ — 2m — 1 j_ g 2 4:771 2 

donc 

2 7c °° 


■ s r' 




r.,,— 10 ra-f> 


(pa=: — — (- 1)” [(« - £-') 1-"”-' - («® - «“•’) + («" - f r 


•5\ ^ — IOttî — 5 


2 TT 


(£ - £-) X. (~ 1)“ r-^“- - (£* - £-») (- 1) 

1./V.I \jj L- 0 ^ 

Or 

oo ^ <r»— I 

(— !)”■ r-'”-' = r-‘ — 7--“ 

0 

OO 

^ ^ y>— Gttz— 3 ^—3 ■■■.■|_ 

0 

donc 

(204) 

De la^ même manière on trouvera 

(205) Fa 


I y— üm -i _|_ 


1 _|_ ,.-2 ,.2 _|. 1 


1 -|- 1 


etc., 


2 Tt 1 e — 

£* — 1 

e'’i — £-5 

cpa ^ [ -r 4- 

1^3 /y» 3 1 

1 ^3 1 5 


2 1 

/ g 4 . e-i «3 _j_ e-3 

j £5 + 6-5 

c (3 ' 

7*-l 7»3 ,,.-3n 

1 fp 5 ___ P "“5 


En mettant a^i au lieu de a, et changeant ensuite e en c et c en < 3 , 


6j 


co^ eu, cp 1 ’ F 

se changent en 


dj . 


a-Er'i' ? 




eu, CO, '2'C/> ce-g 


CD 


CO 


’ ’ Pi 


2 cos ^ 


7r ^ . /c. 

mcc ? 2 ?. sm ma ; 


7C 


donc 


(207) f\a 


CO 

_ 4 

FC 

sin 

1 1. 

1 1 

sin 

0 ^ 

sin 
. J 

1 1 

\ 1 

1 


ec 

CO 

1^+7 



+ 

w \ 


TC 

r 

cos 

1 — ; i 
^ \oi 

! ! 

cos 

’Sa-j' 

cos 

. J 

1 1 

1 1 

1 

2 ) 

\=- 

CO 

Q- 

1 

"^7 

ç3 

1 

Q'^ 

1 


Ces quatre dernières formules offrent des expressions très simples des 
fonctions ç)a, jfa, Fa. Par différentiation ou intégrjition on peut en déduire 
une foTile d’auti-es plus ou moins remarquables. 
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33. 


Dans le cas oîi e = c, les formules précédentes pTcnneut une forme plus 
simple, à cause de la relation io = (jO, qui a lieu dans ce cas. Soit pour 
plus de simplicité e = e=l. On a 


r = Ii^ = hr 




0 


donc, en substituant, et faisant dans (204), (206) « = a ^ , il vient 


(t;i an: 

0) \ 'JV î A ^ h ^ 

(p\a-^y\ = 2- 


CO 


+A 


‘ôten: ‘.ia:i t)arr tmcji: 

—ir ^ 

3//.' 3/c I 6/c ' 5,'C 

A ^ A ^ ^ A ^ 


3 (xic 


5 an: 


L." — 

A ^ A ^ 

A^ +A 

2 ~ cü ) _ « 

3 ,7 3 it 

1 5 Ji: 5 .7. 

A^ —A ^ 

li^ —lY ® 

A ^ — A“ ^ 



mi a 


7C \ A ^ • / O \ • I r' \ ^ ( 

T ) ï“+7i« “ ^ “ Y ) ï'+zi»" ^ Y ] 1 + I ’ 


7t 

A^tc I ( 7c\ h'^ 

COS a -s 


s” 

I „ 7C \ h \ ^ 71 

■ cos 3 a - 1 ^ H- cos | 5 a -, 


A ^ 


2 iA« — 1 — 2 /A^*" — 1 ' 2 ]A6/^ — 1 

Les fonctions cp, J\ F sont déterminées par les équations 

CO 


r* dx _ CO r dx 

joVï^’ '^“joÿr^’ 


X: 


yU-rr); ^l—x^ = 


a- 


iO 


; Yl-{-x^ = F 


CO 


Si dans les deux dernières formules on fait ct = 0, et qu’on remarqTie 


qu’ alors la valeur de 


'f 


(0 


est égale à et celle de 


sm 


à TO, on trouvera 
271 

to'^ si /t “ 


7t~ 

«yJ 



TT 1 

sin 

_■///« -J 


r TC n 

s in 

1 

\ 37 

è 

! 


^ 4o’C1 1 P. 


CO 

T 


A 2 


3/c 


A a 


A^*^ — 1 A^'f — 1 I A®' 


h/. 


71 


Yii t}Ji. 

) Al_ |_ f; 

) A/c q_ i A»«-l-l Y- ^ pan q.. £ ' 


dx 

YïYY^V 


dx V 


0 Vl-*" 
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§ VIIL 


Eiv/presslon algébrique de la fond.lo'ïi cf ” j ezzic—1. 

Application à la leniniscate*). 

34. 

Dans le ciiiqüièine paragraphe nous avons traité l’équation P„ = 0, (l’où 
dépend la détermination des fonctions j équation, 

prise dans toute sa généralité, ne paraît guère résoluble algébiuqueinent pour 
des valeurs quelconques de <3 et c; mais néanmoins il y a des cas particu- 
liers, où. on peut la résoudre comjilètement, et jiar suite obtenir des expres- 
sions algébriques des quantités et </'|~| fonction de a et c. 

C’est ce qui arrive toujours, si | être exprimé rationnellement par 

Cf et des quantités connues, ce qui a lieu pour une infinité de valeurs 

de Dans tous ces cas l’équation P,^ = 0 peut être résolue par une seule 


et même méthode uniforme, qui est applicable ù une infinité d’autres é(jua- 
tions de tous les degrés. J’exposerai cette niétliode dans un mémoire séparé, 
et je me contenterai pour le moment à considérer le cas le plus simple, et 
qui résulte de la supposition e : 
aura 


:c— 1 et n=:Ar-\-~\. Dans ce cas on 


(208) 


— / , où x = (pa, 

' — yr^ — y 1 -|- 


De 


meme 


î()9) 


(p{ai) ~ i . cpa ^ 

ce qui se fait voir, en mettant xi au lieu de x. Cette formule donne en- 
suite 


La lîrcmiGre partie de ce mémoire coiiteiuuit les sept premiers paraj^raplics a paru daiis 1(‘- dtïii.xième 
tome du Journal für die reine und aiigcwandte Matliematik, la seconde , partie se trouve dans le troi- 
sième tome. 


Note dos éditeurs. 



KECHERCHBS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


353 


( 210 ) 


fiai) = Fa ; F{cii\ zzzzfa. 


Le.s deux quantités e et c étant égales entre elles, il est clair qu’il en sera 
de inêiue des deux quantités que nous avons désignées par œ et En 

efïét on aura 


( 211 ) 




35. 


Eu posant dans las formules (10) pi au Heu de /?, on en tirera, en 
ayant égard aux équations (209) et (210), 


( 212 ) 




(pa ./*/(/ . F (i ~\~ i . (pft , fa . ¥ a 
1 — a , (p'-^ fi 


/(„+/«)= 
P(„4-/K) = 


f a . ¥ fi — l . (fa . f/'/'i . ¥a ./ fi 
1 — <p-(c . (p-fi 

Fa .ffi d- i . (pa . (pfLfa . ¥fi 
1 — (p^-^a . (p'^^fi 


Donc, pour trouver les fonctions cp, /*, F pour une valeur imaginaire 
quelconque de la variable, il suffira d’en connaîti'e les valeurs pour des va- 
leurs réelles. 

En supposant a = 7rid\ = on voit que (p(fin f- fn)(^j fn)(f 

Fifi'U-f fiî)(y pouri'ont être exprimés rationnellement par les six fonctions 
suivantes : 

(p{m()), (p{!(()'), /(toiI), 

/(.ud), F{/,â), 


et par suite aussi par des fonctions rationnelles des trois fonctions (pâ, fô\ 
jEd, si m et fl sont des nombres entiers. En. suivant ce développement, on 
voit également, et sans peine, que dans le cas où est un nombre im- 

pair, on aura 

(p ('ift f! i) â = (pâ . 

où T est une fonction rationnelle de {(pà'Y^ c’est-à-dire de {(pô'Y- 

Donc en faisant cpd — x^ on aura 


(p (m -|- fii) (f = x. yj {pF) . 


45 
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Eu cliangeaut ô' eu (5V, ipd se cEangera eu (fjiô't ) = i . cpâ = ix, et la 
füuctiou (p{'in-^- eu ùp{'m-\- pt/i)â, donc 

(p (pn -|- ,uz) â ~x. ip ( — x'^) ; 

par cousécpieut ou doit avoir i//( — x^) — ip (x'^) , ce qui fait voir que la fouc- 
tiou ue coutieut que des puissances de la forme x'^“. Donc ou aura 

(213) <p{m -|- /.n)â = x.2\ 

où T est une fonction rationnelle de x''. 

Clierchous par exenq)le. rexpression de (/)(2-|- /)fV en x. On a d’après 
les formules (212), eu faisant « — 2d et /? = ()', 


(p(2~l-?y: 


1 — (f/iàdf)® . rp^^â 


Or les formules (10) douueut 

' ^ 1 + (fyT'f))'^ ’ ^ ■ 1 +(<•/.()) ’ '' ' l-\-((p())^ ’ 

c’est-à-dire, eu remarquant que iptl' — æ, y'd = |/î — et 7^0'= |/l -[-æ“. 


cp{2â). 


2wVÏ 




1 — /r* 


En substituant ces valeurs et eu réduisant, il viendra 
.o^r^ /O I -N ï. 2 — — 6.ri + A'*) . 1 — 2i — 


Eüypresslon al(j('.l)Tiqm de cp | — 


4:V + 1 


36. 


On peut, comme on sait, décomposer le nombre 4p-|-l en deux carrés. 
Donc on peut supposer 

-j- y5^ = 4p-j- 1 =:(^a-\- ft{) (a — /?f). 


Nous chercberons d’abord la valeur de œ — ; 

^ l « + /^ * I ’ 

on en tirera facilement la valeur de (p 1 j | • 


car celle-ci étant trouvée. 
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La somme des deux caiTés et /3^ étant impaire, Tmi des nombres a 
et (3 sera pair et l’autre impair. Doue la somme a (3 est impaire. Donc 
en vertu de la formule (213), on aiu’a 

(216) (p(^a-\-/3t)(f = x^, 


oh T et S sont des fonctions entières de = (i/Jil)'*. En supposant â = 
le premier membre de l’équation (216) se réduit à zéro, et par con- 
séquent I I racine de l’équation 

(217) T=0. 

.Donc on aura la valeur de nioyen de la résolution de cette 

équation. 

D’abord on peut trouver toutes les racines de l’équation T=0 à l’aide 
de la fonction <p de la manière suivante. Si T=0^ on doit avoir 

(p{a^l3-i)(yz=0^ 
d’où l’on tire, en vertu de (27), 


(a -|- /?'/ ) d' = mu) -j- f twi = (^)ii jtii) w , 


et de là 

1^ = 

et 


(218) 

X = (p 


QU. -f- U i 
^7 w 

a+lii 


'ïu n i 


CD 


Dans cette expi*ession sont consëqiieinniont contenues toutes les racines de 
récpiation T-==- 0. On les trouvera en donnant à m et fi toutes les valeurs 
entières depuis — jusrpi^à 

Or je dis cpie les valeurs de x (pii sont differentes entre elles peuvent 
être représentées par la formule 


(218') 


X = cp 


Qd) ^ 




.1 , 

— jusqu a “j- ■ 


où (> a toutes les valeurs entières depuis — 2 , 2 

Pour le démontrer, soient l et l' deux nombres entiers qui satisfont à ré- 
quation indéterminée 

a .1' — . X — 1 ; 
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soit de plus t un nombre entier indétenniné, et faisons 

le liX fcc J le — — ^iX 5 

on en déduira sans peine 

et si Ton fait 

(} = m-\-ah — fth', 
on vérifiera aisément l’écpiation 


_ J 

a -j- /fi a -fi /fi 


De là on tire 




•m -[- |t/ i 


«-P /fi 


r(ü = (p 


Qtô 


Ci -f- 


• hœ — h'œi 


or cU après la relation (22) le second membre se réduit à 


donc 


9 


m-\- f.d 


a -f- /fi 






çw \ [ ± ÇC'C 1 


Maintenant l’expression de p deviendra, eu j substituant les valeui’s de h et /c’, 

= j.i.{Xa-\-X'p)-\-t[a^ 

d’où l’on voit qu’on peut prendre t tel que la valeur de p, positive on né- 
gative, soit inférieure à — Donc etc. 

Toutes les .racines de l’équation T=0 seront représentées par la for- 
mule (218'); or toutes ces racines sont différentes entre elles. Eu effet si 
l’on avait jjar exemple 


f çto ] 


f p'w 1 

l «4-/^^* J 

— 1 

i a+^i j 


on aurait d’après la formule (31), (en remarquant que £5 = te) 


. QCO 

« -(- /fi 


1)’ 


.+« Q w 


«-p/îi 




d’où l’on tire 


an -[- pm = 0 ; ^ = ( — i)”>+« — ^9,2. 
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La première de ces érpiations donne 7i= — (St] m = af^ où 
entier indéterminé. Eu vertu de ces relations, rexpressiou de (> 

d’où Tou tire 


f est n 
deviendra 


ce qui est impossible, car ou remarquera que (>, (/ sout tous deux inférieui 


à — Donc les racines différentes outre elles de réquatiou T=0 soi 


I I 

au nombre de 11 faut voir encore, si réquation en question 

des racines égales. Eu différeutiant réquatiou (210) on en tirera, en renia: 
quant que d cpa = da ,fa . Fa , 


{« + /3-0 ./{» + m <> . i'’(« + /9o ■ s + ( S ) ■ <f (« + /?’■) 

=: æ ' • ,/'J . Fâ -1- T.fi)^ . Fâ. 


Si maintenant T a des facteurs égaux, il faut rpie T et soient égal 

à zéro en meme temps; donc l’éqnation jjrécédente donnera 

^ •/(« + AO + AO ; 

or on a (•/5(« -[-/50d — 0, donc f(a-\-(3t)â = ±l = F(a-^/3i)â, et p; 
conséquent 

S=0, 

ce qui est impossible, (;ar nous supposons, ce qui est pernds, que T et 
n’aient point de facteurs communs. Par là ou volt (pxe l’écpiation 

T = 0 


est du degré cF jF — 1 par rapport à æ, et aura pour racines les quai 
tités ; 

2(0 


+ <P 


CO 

a ^ (î i 


± (p 


a+tii 


± (f> 


— i- 

■ 2 '^ « -ÇJi 


En faisant x^ = r^ on aura une éipiation 

(219) M = 0 


«2 I «2 ] 

du degré — —-L -' — 2 y, dont les racines seront 
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(220) cp\â), (p\2â), cp\ècJ) . . . (p\2yâ), 

où pour abréger on a supposé â = 

Cela posé, on peut aisément résoudre l’équation B = 0, t\ l’aide de la 
métliode de M. Gauss. 

Soit € une racine primitive de je dis qu’on peut exprimer les 

racines comme il suit; 

(221) i/(d), cp^^isGJ) . . . d). 

En effet, en faisant 

( 222 ) = ± Cl.,n 


oïl est moindre que 


+ 


5 on aura 


cp (e^d) = cp ( + ^ "] = (p[± a J + ^ (« — «'] . 

ou, en vertu de la formule (22), 

(p(i’"d) = +;(/5(a,„f5'), 

et par suite 

cp\e-â) = cp\aj). 

Je dis maintenant que tous les nombres 1, a^, «3, . . . a.^y_j sont inégaux 

entre eux. En effet soit par exemple a„, = a„^ on aura 

(223) = + + 


Des deux équations (222) et (223) on tire, en éliminant o.,,, , 

_|_ £.71 

.. -T- = jxYi nombre entier. 


Donc en multipliant par + on trouve que 

£.2 777 — 2 U 2 

suite q_ impo.ssible, car « 


£. 2 771 £ 2 77 

entier, et ].)ar 
est une racine primitive de 


et 2m — 2 9?. est moindre que — 1. Donc les 2;/ nombres 

1, a, etc. sont différeiis entre eux, et par conséquent, pris dans un ordre 
ditféi’ent, ils sont les mêmes que les suivans: 


1, 2, 3, 4 . . . 2^/ — 1. 

On voit par la formule cp^ ^ que les quantités (220) et (221) 

coïncident, mais dans un ordre différent. 
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Maintenant on pourra résoudre réquation U = 0 oxactenient do la niên 
nianière que réquation (lOG). üii trouvera (IKi) 

(224) A~\- . . . 



où 0 est une racine unaginaire de réquation — 1=;()^ et sl, * 
A seront déterminés par les expressions 

- 

-|- 6*. (/■'“(£()') -j- (9^'-. -|- ••• -| 

0 . ,f(e^+0^cf'^(s^if) + ^ 

A = -h H h 

(jui, par le procédé p. ol2, 313, 314, peuvent être exprimées raiitmnelleiïUi 
par les coefliciens de lùupiation ltz=i()^ (pii seront de la forme c 

A et B sont des nombres rationnels. Donc la, formule (22-1) d(mne rexpre 
sion algébri(pie de toutes les racines de l’é( [nation B -~{)^ et par consécpie 
les valeurs des fonctions 



( 0) \ 

1 2,0 ] 

l(2v-\),o\ 

1 1 

'' 

^^'[«4 /9i) 


••n'-h/ve) 



V =: H" “h * (fA{AAy) -| 



Ayant trouvé par ce ([ui précède la valeur de p 

celle de la fonction 


+ IP ^ 


4r + 1 ’ 


comme il suit. La valeur de cp donnera, celle de (p 


a — jp 


cliangeant seulement i en — /. De là on tire la valeur de (f 
par la formule (10), savoir 


VKi) , '}li(r) 


a — [i 


^ ^ ^ [a -\~jh ' a- — [il 




1 H- 

“ i + r-(:,T" 1 




a -f- /-Ji J \ a — pi 
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or 


rnco 


. nio) 2mao) 2)ncao 

’ i ' a — l a ^ + (P 4 7' 


(P cP-{~(i 

donc on aimx la valeur de la fonction 

2 maco 


+ 1 


(P 


lv + 1 


'/ICO 

4r+l 


où n a une valeur dé- 


Maintenant pour avoir la valeur de cp j 
terminée quelconque, il suffit de déterminer ici et t de la manière que 

n — 2 via — (4 r -j- 1) / , 


ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 2 a et 
4:V-\-l sont premiers entre eux; car alors on obtiendra 



En posant par exemple 72 = 1, 


on aura la valeur de 




38. 

Le cas, où 4zy-\-l a la forme l-\-2'\ est le plus remarquable; car 
alors Texpression de | contient que des racines carrées. Eu effet 

on a dans ce cas et par suite la formule (224) fait voir qifon 

peut déduire de 0 et y, en extrayant seulement des racines carrées. 

Or V est une fonction rationnelle de et de ]/ — 1 , et 6^ est déterminée par 

réquation d’où Ton tire 6 par des racines carrées; donc ou trouve 

aussi V et la fonction 



Connaissant de cette manière w — , 

^ U+/Ù/ 

là, par la formule (226) la valeur de cp 
des racines carrées. 


on aura de même cp 


1 nco \ 

1 710) \ 




/ /nco \ 
— 


et de 


? en extrayant 
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Un Hiitre cas, où la valenr de | peut être déterniiiiée par cl 

racines carrées est celui où n est une puissance de 2, comme nous Tavoi 


vu n^ 13. Donc on c.onna.ît la fonction et Toh connaît de inên 


la fonction p__j l-|-“2'* est un nombre premier. 

Soient maintenant l-[-2'', . . . 1-|-2V 

nombres premiers, on cîonnaît les fonctions 


sien 




'I/o 0 ) 




Il 


et par .suite la foiie.tiou 


/ ni , 

"b 1 "'•2 1 

. . J- ^ 

\ 2" ' 

i . 

1 

1 

1 

1 

1. H-2>/ 


(O 


■ni CO 


2’‘(i -1- 2".) (1 -h 2’‘-0 • ■ • (H- 2 >) 

où w' est un noiulu-e eivtiev, cpii, à cause des iiulétevmiuée.s '/«,TOi, 


peut avoir une valeur cpieleouque. Ou peut doue établir le tliéorème si 


vaut: ”lja valeur de la fouctiou cp peut être exprimée par des raciv 


” carrées toutes les fois c[ue « est uu uoiulirc de la forme 2’* ou uu uoiul: 
”preuuer de la forme l-t-2’‘, ou même uu produit de plusieurs nombres 
”ces deux formes.” 


40. 


parviei 


u" 22. 

Soit l’arc AM = a , la 
l’augle MAF=0, ou aura 



da : 


dm 


Vi — 
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üii effet, l’équation polaire de la leimiiscate est 

x=- ]/ cos 2 d , 

l’oii 

,,, Ætr. Vcos 2 ^ 

d0 = — — 

sm 2 6 

it 

da^ = clx^ x‘^ dO^ ^ 

loue 

7 2 73/1 I COS 2 6 \ 

da —dx )’ 

mais de l’équation x= ^ cos 26 on tire cos2^ = a;% cos^2é> = x'\ 1 — cos-2^ 
= 1 — æ*‘ = (sin2^)^, donc 


dd^ — dx^ 1 


et par suite 




Vl — X 


Si l’on suppose a; == 1 , on aura a = AMB = • Donc la circoTit'érence 

AMBN—u). Supposons maintenant qu’il s’agisse de diviser cette circonfé- 
rence en n parties égales, et soit l’arc AM = -— ■ AMBN = lo . on aura 

X O ^ ni n, ! 




Donc on aura la corde, et par suite le point de division, si l’on con- 

( 771 CO \ 

— ; or c’est ce qui a toujours lieu lorsque n est déconi- 

posable en nombres premiers de la forme 2- et l-|-2’‘, comme nous l’avoiis 
vu dans le numéro précédent. Donc dans ce cas on peut construire les points 
de division à l’aide de la régie et du compas seulement, ou ce qui revient 
au même, par l’intersection de lignes droites et de cercles. 
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§ IX. 

Usacfe (hs foncUom rp, f, F (Irais la tramformafj'm. des fonctions elliptiques. 

4L 

M. Legendre a fait voir dans ses Exercices de cale, int., comment l’in- 


téfiTale 


qui, en fxisant nm(p = x, se cliange en 


yi — g'^ sin^ç) 


/ dæ 

— ,-==4— -^ . - 1 ^:^ -) peut être transfonnée en d’autres intégrales de la même 

forme, avec un module différent. Je suis parvenu à généraliser cette tliéorie 
par le tliéorème suivant; 


Si l’on désigne par a la quantité 


J où l’un au 


moins des deux nombres entiers m et g est premier avec 27?. -]-l, on aura 


V(i— (H-'l/?) 


y(l — (-•-.■1.!^) (.1 q- e-x'-^) 


(227) 


y f * ^ ^ Ijl' 2 a . • • • (ï 

.1 — / fy, j^^„j.i/;[-ÿ + 2aj . . . fpj-|--j-7?aj , 
f ^ y + • • • T’f 2* + ’^'“) > 


a = f . [<pa . (p2a . (p‘àa . . . (pnaYy 

f étant une indéterminée, de sorte qu’il n’existe (lu’iine seult'. relation entre 
les quantités Ci, o,, c, e. Les quantités (F et (;'■* pourront être positives ou 
négatives. 

Par ce tbéorème on peut trouver une intinité de transfoiTuations diffé- 
rentes entre elles et de celles de M. Legendre. 


(228) 


Soient m et g. deux nombres entiers, et faisons pour abréger 

(« 1 . -|- p) w -y (?a — g')6)i 


2n-\- 1 
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OÙ. Ton suppose que run des deux nombres fi soit premier avec 2n-|-l. 

Eu désigTiant par 6 une quantité quelconque, il viendra, en vertu de 
la formule (22) 

(229) ' (2-^?' + 1) (pO^ 

En mettant 0 — na au lieu de 6^ on obtiendra 

(230) cp — j— — [“ 1) r/] ===: (p {6 — uci^. 

Cela posé, considérons rexpression suivante 

(231) i9 ===: (^ ô (p i^û (^^ — |— 2 '/?r^). 

En mettant 6~\-a au lieu de il viendra à cause de Téquation (229) 

(232) (p^(0-^a) = (p,e, 
donc si m désigne un nombre entier quelconque, 

(233) (p^{ô-^m,a)=:(p,0. 

En vertu de réquation (230) on peut écrire rexpression de (p^O^ comme 
il suit: 


(234) (p^6 = (p6 (p{0 -\-a)-\--(p{d — a) (p{0 -\~ 2 a) (p[6 — 2a)~f- • • • 

— j— (p {0 — |— (p [0 — 7lCi ^ , 

ou, en vertu de la formule 

+ va) + (p{e - ra) = : 

(235) cp,d = (pd 

I 2cp6.fa.Fa . 2(p0.f2a.F2a , . 2(p0.fva,Fna 

* 1 -|" e‘^G^(p^a. ' 1 -(- e'‘^c-^(p^2a . (p^^ H ‘ '1 -[- (p-v.a . (p-^ 0 

En faisant (p6 = x^ (p^Ô devient une fonction rationnelle de En la dé- 
signant par 'ipx^ on aura 

/Qo/^N , /i I 2 fa. Fa , , 2fna.Fna \ 

^ ' 1 ' 1 e-^G-'w^a.x-^ * ‘ 1 (rc-^cp'^na . .'G‘^ 


43. 

Maintenant soit s une quantité quelconque, je dis qu^ui aura 
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(237) 


ip^s' 


-- 1- 

(ff. ^ 


(fis -|- f() 


fp(e -|- 2a) 


(1 a . .7?^) (1 -j- (p^^ 2 a . ./:-) 


(f ( fi -j~ 

(1 -\- nu . 


Eu effet il est clair que la fonction 

(238) if=;| 1 — (1 -|- e®(;^</)"a . æ®) . . . {\ -\- g“ g“ (p^ na . x^) 

sera entière et du degré 2 î?,- 1-1; mais en faisant x = cpe^ tpx devieudi 
= (p^s^ et par suite li se réduira à zéro pour cette valeur de x. De mên 
en faisant a; == ip (t «m) , où m est entier, on aura ^/J:r■ = (p^Çf. o' 

en vertu de réquation (233), i/ix. = (p^(-. Donc 1 — 

quent x = (p(e-\~7aa) sera une racine de l’écpiation 11=0^ quel que soit 
nombre entier’ 'in. Or g’énéralement toutes les quantités 

(239) epp, (p{f-\-n)i <p(f-]-2«), . . . (p{f--\-2im) 
sont différentes entre elles. En effet si l’on a,vait 


<p (f -\- m'a) — <p (p /l 'a ) , 

il s’ensuivrait en vertu de la formule (31) 

P -|- 717,' a = ( — ' (p -|- fi' a) ~\- hit) -[- k'àJ'i, 

d’où 

Jc-\-k' = 2k" ,, 
k = k"^l, k' = k" — l„ 

_ f,')a = {k" -\- l)u) + (k" — l)m. 


De là, en substituant la valeur de 


a 


(^lii fi) O) -j- (;iii — fi) 

~ 2'H- l ’ 


on tire 


(»/-,„') (»+,„) = (2" + 1) (P" + 0, 

(m- — ,«') (>» -/.) = (2n+ 1) {/:" — l) 

et 

m.' — fl.' = (2 n 4- 1) = (2 n -[- I) - , 

équation contradictoire, pai’cc que nous avons sujjposé cpie l’un des dei 
nombres m et fi. soit premier avec 2»-|-l, et que m' — fi.' est toujoii 
moindre que 2»-[-l. Maintenant les 2«-j-l quantités (239) étant diffère 
tes entre elles, elles sont précisément les 2«. 4^ racines de l’équation E = 
Donc on a 


RECHERCHES SOR LES l^ONCTIONS ELLIPTIQUES. 


3(56 


( 240 ) = 

OÙ A est HH coefficient constant, qu’on trouvera en attribuant à x une va- 
leur particulière; par exemple en fiiisant a; = 0, on a 7? = .4; or l’équation 
(238) donne pour (k = 0: R—1, donc J. — 1, et par conséquent l’équation 
(237) a lieu. 

En multipliant cette équation par (ps et faisant ensuite «=:0, il viendra 


(241) 


'ipix) =-gx 


1 — 


(fa 


X 

(f2a 


(p 2na ^ 


' (1 -|- - (1 -|- e'^o'^cp'^na.x'^) ’ 


OÙ g est la valeur de pour € = 0. En faisant, dans la formule (235), 

^ = 0, après avoir divisé par cpô^ on trouve l’expression suivante de cette 
constante 


(242) g~ l-\-2/a.Fa-\-2f2a.F2a-\- • • • -\-2fna.Fna. 

En faisant dans la fonmile (230) 0 = na — (m'-|-l)o:, on trouve 
(p(2na — m'a) = (p [ — (m'-[- 1)«] = — cp(m' !)«• 

Donc on peut écrire l’expression de ipx comme il suit; 


(243) gix = gx 


1 — 


(f^ 2 a 




44. 

Maintenant faisons dans l’expression de 1 — yp- j « = ■ En sujipO' 

sant pour abréger 

(244) () = {l-\-e^G^(p^a.x^){l-\~e^G^(p^^2a.x^) ■ • • e^G‘^<p‘‘‘na 

on aura 


ipæ 

ùj 


cp- 


9 


-+CC 


11 


cpiT+^a 


or 


1 ', en faisant dans la formule (230) 
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-j- {n — m' — 1) ( 


4- (2 vi — vi') « j (/. ( 
donc en vertu de la formule (17), 


il viendra 


( ' 2 ( 2 ~t~ ’ 

y ( 2 ■ + == ( “2 + ' 


Cette équation fait voir qu’on peut écrire rexpression de 1 
comme il suit : 


(245) 1 — 

ijkC 

(0 


'fl 2 

= (1 — eu 

4 . 

En mettant 

— X 

(246.) 14 - 

l/Ol 

it) 




(Ml (M.. 1 - r 

-f- a) î ) tp + 2 ( 1 :^ ) <p + na^ i 


= (1 4- { 1 + 7,,;' , V j { ^ + ■ 


(p 4 _j_ na 


Donc si l’on fait 
(24.7) 


y = h.Xl>X, , 


où h est indéterminé, et 


(248) 


,=|. 

?! X 




I '/'(y4-«) ( I r/. ( j + na 


1 + 


I V’(y + «)| 1 'f(i-+’'o 
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OU aura 

(249) 1 — c^y — (1 — ex) — - ; 1 -|- Cj ?/ — (1 -j- ex) ■ 


De la même manière, en faisant 



un trouvera ces deux équations: 


(252) l + e,iy = {l — eix) ; 1 ± e, iy = (1 « ix) " ■ 

(J (r 

Les équations (249) et (252) donneront 








et 2)ar conséquent 


(263) y(i -,6r)(i +,3,/>)=:.±“;;;' [/(j (,r+«w). 


Maintenant l’cNiiressioii do y donne dy :z:rz dx ^ où P sera, une fonction 
tièro de x du degré 4 y/, donc 

du . _ _ r dx 

y(I_,qy2)(I q_,2_y2)-'--U,,S.S-^ • /() _,2,,.2)(1 q,.,,,2,,2)‘ 

J> 

Or je dis ((ue la foiie.tion se réduira à une ((iiantité cunstante. 

eftet ou a 

/ddx 

en diiférentiant, et mettant pour dy sa valeur * J ^ on aura 
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P: 




k 


Ou voit de là que P est divisible par f. De la luêiue manière ou prouvei 
que P est divisible par les trois fonctions q , s-, Sj . Donc si deux quelcoi 
ques des quatre fonctions t, q, s, .Sj u’out point de facteur couuuui\, P se: 
divisible par leur produit. Or c’est ce qu’oii peut voir aisément à l’aie 

P 

des expressiejus de ces fonctions. Donc est une fonction entière de 

tt^ss^ 

Or P est du degré 4'rt , et cliacunc des fonctions /, q, s, s^ est du degré 

P 

Donc il est prouvé que ,7- - est une quantité constante. Eu la désigna' 

6 1 J «S* 6* J 

par a, il viendra 


(254) 


dy 


: + Cl 


(Ix 


P(jiir (létonuilior (i il suffit (^attribuer à x m\c, valeur particulière. En ft 
saut par exemple on jvura 




2 


(ly 

dx 


: h If/x . 


Or en dittèrentiant rexpression de j/u/:, et faisant ensuite il viend 

y/x = (j^ donc 

(255) a kf/. 


Ou peut donner aux expressions de Oq, Cj, cj^ a cf autres forines pl 
simples, et ([ui mettront en evidence plusieurs propriétés remarquables de c 
quantités. 

Par la formule (240) on voit q\ic le coefficient de dans la fou 


A 


tion U est — 7 " \ ^ 

cps. ip{e + . (p{e -f- ^na) ^ 

(243) le meme coefficient sera 


or (Taprès les équations (238) 


donc, piiistp.ie A= \ ^ 


(f\ fi ((pa . (p2 a . . . (/ va) - 




+ + ■ • • ^(^-f 2««)- 


{(fcx. (fi2a . . . (fmci) 
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Eu faisant dans les équations (236), (243) x = après avoir divisé 
par iC, on obtiendra deux valeurs de savoir 

1 g(— 1)" 

^ (eo) (cpa . cp2 a .. . (fnia)‘^ ’ 

donc, en les égalant, 

(256) (j = {— \Y[ecy''{(p)a.ip2a . . . cpna)\ 
et par conséquent 

(257) (pYY = ^ .(p<2a... (pnci) ^ <p6 . (p (s -|- «) . c/) (t -]- 2 n) . . . (« -f- 2 na) 

= (p{>-) ~{~ (pY ^- (y ■ ■ ■ -j- </’(^ -]- 2 'h«). 

Cette équation exprime une propriété remarquable de la lonction cp. En y 
posant « — ny et on obtiendra 

( 2 +'') • • • 

• • </4 -2 '* + 2 


/ , 

LO \ 

9A 

iC 

j 


( <E 

lï'*) 


(prim . 


(258) 

où l’on a fait poux- xibrégei- 

(259) d = (pu . <p>2a . (p3 1 
En renuu’cpiant (pic 

(p I y _|_ (2 V, — vif ) a I = xp l 'Y -j- («d + 1 ) « I 
9 ( 2 ( Y ^ ^ ) X 

k{(‘Yfy‘iP = f\ 


na ? 


et 


et en faisant 
(260) . 

on tire de ces écpuitions 

1 / 
e 

f 


(2(il) 




7- = 


9 

f V) , 
y 2 + “ 

■y; 

2 a 


— j — V7. a 1 

9\ 

f x5 . , 1 

|•'42 

i-\-2a 


y*-]™ 71 a 1 


Multqxlifint et renixu’fpiîxnt ([u’on xx (18) 
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1 _(—iyr 


(d . 


on obtiendra 


± 


d’où 

(^262) = + 

De nienie en divisant on obtiendra 


(/V;) ^ 

(— l)’^ 


( ± ■;? = (- 7 I- + « ) . -h 2 < 

( 203 ) ’ " ' ' 


(p 


-]- na 


-h 




(p I -J i -[- na 


Précédcnuiuint, nous avons trouvé a~h(j^ et (J — 1)” («c)“'‘ donc 
(204) a—{—\Yf.iV. 

r 

Kgaleincnt nous avons 7jz=k.ifix^ donc eu vertu de ré([uation (243) 
f205'l v = (— nv T — .,^'") (7'"'1« . 

Donc les valeurs précédentes de , (\ , a et y donneront 


( 20 ( 5 ) 

d’où 

( 267 ) 


(ly 




di)) 


V(l — c\y^) (1 + e\y^) y(l -:.72Æ.i)' 


/ 


<h, 


y(i_,|y.)(ï + ,2. 


„=+7' 
:;/•) J 


dm 


y(l^,.2;,3)(r+ 


45. 


Les formules (201) donnent les valeurs des quantités c-i et Cj , exprimées 
en c et (3 î\ l’aide de la fonction (p. Or on peut aussi les déterminer à 
l’aide d’une équation algébrique. En eftet on a 



1 — 

\ j 1 (p^-^ a 

I FaY ^ ^ ih 

\/(x J i — c^cp^-^a'^ 


47 


et 
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donc il est clair que les valeurs de Cj et pourront être exprimées eu fonc- 
tions rationnelles et symétriques des quantités ipa, (p2a^ ... q)7ia. Donc si 
2n-\-l est un nombre premier, on peut, en vertu de ce qu’on a vu (§ V), 
déterminer Cj et <?, à l’aide d’une équation algébrique du (2«.-|- 2)"''’"” degré. 
On peut encore démontrer que la même chose aura lieu dans le cas où. 
2%-|-l est un nombre composé. Alors on peut même déterminer d, et e, 
à l’aide d’une équation d’un deg-ré moindre que 2n-j-2. 

Donc on aura un certain nombre de transformations cori'espondantes à 
chaque valeur de 2n-\-\. 


46. 

On a supposé dans ce qui précède que e et c soient des quantités réelles 
et positives; mais ayant exprimé Cj et e, en e et c par des équations algé- 
briques, il est clair que la formule (266) aura lieu également en donnant à 
e et c des valeurs réelles et imaginaires quelconcpies. Dans le cas où 
c® sont réelles, on peut même se servir des expressions (261), (265). Mais 
alors (O et w ne seront pas toujours des quantités réelles. Au reste l’une 
des quantités et e,, à cause de l’iiidétenninée f, peut être prise ;\ volonté; 
seulement il faut excepter les valeurs zéro et l’inhni. 


47. 


Si l’on suppose c et e réels et 2n~\-l premier, les valeurs de «, et c;, 
seront imaginaires, excepté deux d’entre elles, dont l’inu', répond à 

2 m O) 

^ — 2n + 1 


3t Taiitre à 


A. Supposons d’abord 


dans ce cas on aura (261) 


ml JU 1 ml -L 9 ) I I 


2 jit (Th 
2n + l 


2onco 
2n'-y[ ■ 

2 met) 
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Soit /(. . 2'HI = (2?z-[- 1)^ + , où t est entier, et entier positif et moindre 


que 


2n -f 1 


) on aura 


l 0 ) , 2nuo \ , (hcM I , \ / ,w /w , \ 

<!• l 2 + 2,. + 1 ) = U ± 2» -+î + "») = (- 1) 'd 2 ± 27, 'fî ) 

{ 27 i-\- 1 — 2 a» CO \ 

= ±■^(-17+^ 2-)' 

Or les nombres a,, «.j, . . . a„ seront les mêmes que les suivans 1, 2, 

3, . . . TO, mais dans un ordre différent; donc l’expression de i pourra être 
mise sous la forme 


(268) 


1 _/, 


, 1 w 1 / 3 io \ j 2n — 1 Cl) 

cp j -g 1 y) ■ ■ • 'f 2‘J J ■ 


1 0> \ { 3 (,)\ — 1 w 

^P\2)> + l 2Y(\2u+l 2 


De même Téquation (203) donnera 

(209) X = ±(-l)dM"* 

Soit maintenant o=:l, = 1 , on aura, en posant +( — l)’'z=zl, 

(209') 


e, — e 


2 ît + 1 


, 1 <'>\ i 3 f,i \ I2n-~1 O) 

+ l 2'j '’''’(2n + l 2 ) ■ ■ ‘ 


(270) I =±Cf,l 

(271) . y = 

( — 1 )’*/-® 


(Ir, 


y(ï_^;2)(.rq:xid=i) 


— j — Clonst. 






'+''’vd*f|7)'"’ 


V"'" l 2^^+ I, 




/=y;.:' 


(272) 
ou bien 

(273) 


» = (- i)V- 


«=(-])• 


r / w \ / 2 o; \ 

'}i (0 \ 

/^(2«.+ i)"^(2y+T) ■ 



f O) \ / ^ 0 ) \ / no) \ 

<7 (üi+I j ■ 'f' Ud7+I j ■ ■ ■ i ‘7«TT j 


;t O) 

2n -\- ï 2 


;) (O \ / 2 n — 1 . fû 

2M~d-d 2 / ' ' ' 7' (2'«d-7 2 


Si l’on suppose e moindre que runité ou ép’al à l’imité, ü, sera toiqours 
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moindre que e, et lorsque 2n-\-l est xin très grand nombre, sera extrê- 
mement petit. 


48. 


Le signe du second membre de l’équation (270) dépend de la grandeur 
de X. Il pourra être jugé aisément comme il suit. Ou a par ce qui pré- 
cède 

y (1 — y") (1 -F«i i/') = ± ^ y'F — 0 H- • 


En supposant x réel, sera toujours fini et positif, de même que yî-j-e^?/^ 
et Donc le signe du second membre de l’équation est le même 

que celui de la quantité 



mainteiiant on a 



donc, en remarquant que « est réel dans le cas qnc notis considérons, on 
voit que s.q sera toujours une quaiitité positive; or est réel, donc la 


quantité 



sera positive également, et par conséfpient le signe dont 


il s’agit sera le même que cebii de la (juantité /q. 11 n’est pas difficile de 

voir qu’en se servant de la formule (248) et on 7nettant pour a sa valeur 

— . , on aura 

2n-\- 1 



quantité qui est positive depxiis x = 0 jusqu’à x — cp 


1 0 ) ' 

2«+l 2 J ’ 


négative 
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H 7 


I 1 


depuis x=(p 9 I jusqu’à x — <p 9 ~'q 7 p'yj’ positive dejjuis 


x = cp 


3 O) 


2w+l 2 


juscpi’à x=z(p ^ 


etc. 


2« + l 2 

Si X est plus grand (pie l’uuité aura toujcuirs le uiêuie signe, savoi 
( — 1)". Donc, dans ce cas, l’équation (270) donnera, eu intégrant à parti 
de æ = 1 , 


(274) 


(hj 


Ji y(.*' 


d/i: 


y(,f^-l)(l-|-fi^.T=‘) 


Si la valeur de x est moindre que runité, on aui’a 

^ J va (1+^1 r) J y(i -.'(•=’) (1+ 6'=^ ■r’*)^ 

4«i. — 1 (i> 


entre les limites x = <p 

(270) - J 


2v 


4“ 1 




4: 'Hi -|- 1 ( D 


et 




1/(1— ;'/”)(! + 






, 4- (îoiist. 

V(1 — (I + 


entre les limites ir = (/? ^ et ;r ^ ^ ^ 


j 4 III. -j- .3 O) 


Si par exemple on suppose x renfermé entre les limites 


I 1 


[ 2v/,'-l- l ^ 


et 


1 w 

2v7-|-1 2 


on aura, en intégrant à partir de ;r — 0, 


(277) 


du 


./o y(i -?)(i-i- 


.=-r 


dæ 


Eu faisant x = cp 


ii) 


(2n-l- 1).2 


7 on aura, y — et par suite 


d’oîi 

(278) 


f' <k'J <'■<'> |V‘ 

j« y (1 -- .y) (1 + a.r) o 


(-. \ya: 


4n + 2 


i: 


(II/ 


V(V':-u^ya + ayV 


Cette expression de a est très (commode pour le calcul. Eu négligeant L 
quantités de Tordre on obtiendra 
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(279) 


( — iy‘ a=(2n-\- 1) 


w 


Eu substituant et négligeant toujours ej, la formule (277) donnera 
dx 


r* dx f— i)’*w . , V 

/ — - r % s ; aTC. Slll ( ?/) , 

Jo y(l — Æ'^)(l + e^.r“) (2«+l)^c 


(280) 


1-' 


;y=(-l)'‘(2'U+l) 





B. Dans le cas où a . 


formule suivante 

(281) 
où 


2 fil c7)i 

27^+'Î 


5 011 trouvera de la uieiue manière l^i 


/■ 


diü 


y (1 :::y^)(ï + 


“ 1 ” 


(ly 

V(i — + «î;'y^) 


a = 




1 

1 {in\ ( 3 ùri 

\yf' (^ 2 )»+! '2' J \Y«+T "2' 


1 


'/'U 


2w — .1 ( 7)1 


2 9è “l— 1 2 


J. û) .\ / ^ •\ ( «‘i ù) . 


(p^ 


2W+.I, 




2 à) i , , . 

'/'■ Uh; 1 ) I 


2 «,- 1-1 y J 

'Rd'oi 


La formule précédente a lieu pour toutes les valeurs de x moindres 
runité. 


49. 

Pour avoii' une tliéorie complète de la transformation des fonctions 
elliptiques, il faudrait connaître toutes les transformations possildes; or je 
suis parvenu à démontrer qu’on les obtient toutes, en combinant celle de 
M. Legendre avec celles contenues dans la formule ci-dessus, même en. elier- 
cJumt la relation la plus générale entre un nombre quelconque de fonciiom 
elliptiques. 
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Ce tliéorème, dont les conséquences embrassent presque toute la tbéorie 
des fonctions elliptiques, m’a conduit à un très grand nombre de belles pro- 
priétés de ces fonctions. 


§ X. 


Sur iuié(jraüou. de iS'quaüon séparée 


% _ 


il. 


VU — 


âx 

x^) (i -|- fix'^) 


50. 


On peut toujours, comme on sait, présenter l’intégrale complète de cette 
équation sous une forme algébrique, lorsque la quantité constante a est un 
nombre rationnel^ quelle que soit d’ailleurs la valeur réelle ou imaginaire de 
Mais si a n’est pas un nombre rationnel, cela n’a pas lieu. A cet égard 
je suis parvenu aux tliéorèmes suivants: 

Théorhne I. En supposant a réel, et l’éipiatlon intégrable algébrique- 
ment, il faut nécessairement que a soit un nombre rationnel. 

Théovh)bG II. En supposant a imaginaire^ et l’équation intégrable ahjé- 
hriquement., il faut nécessairement que a soit de la forme — \.^n^ où 

m et ri sont des nombres rationnels. Dans ce cas la quantité g n’est pas 
arbitraire; il faut qu’elle satisfasse à une équation qui a une infinité de ra- 
cines réelles et imaginaires. Chaque valeur de g satisfait à la question. 

La démonstration de ces théorèmes fait partie d’une tliéorie très étendue 
des fonctions elliptiques dont je m’occupe actuellement, et qui paraîtra aus- 
sitôt qu’il me sera possible. Je me borne ici à considérer un cas particulier, 
qu’on peut tirer des formules du paragraphe précédent. 

Si dans la formule (270) on pose 

1 

c, ==. , 

et si l’on remplace y par -I -, il viendra 


(282) 


= af—l 


1 /( 1 - 


<lr . 


ou 




48 
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(283) -y = ±-]/-l 


e æ-K 




AY) 







est déteriniiié par l’équation (269'), qui deviendra 


(284) 


et a par 




a = -^ - 


V 


2n - 


I « \ / 2n — 1 w \ 

+T Yj " ' [ 2« + 1 TJ _ 


n{o \ , ^2 

^ V2«+T T/ ■ ■ ■ ^ ( 2i7-j^ t] J 


Donc on connaît une intégrale particulière de l’équation (282) et par 
conséquent on en pourra trouver l’intégrale complète. 

Dans le cas que nous considérons,' la valeur de a est ]/2ra-j-î, ce 
qu’on démontrera aisément comme il suit: 

En mettant dans l’équation (282) ^ = 2 ’[/ — 1, et intégrant entre les 

limites zéro et cp 


to 


4w + 2 

1 =/ 


5 il viendra 

P 

dz 


0 y’(l + s“) (1 — + 2 


CO 


en remarquant que les limites de z seront zéro et — • • En faisant de même 

X |/ — 1 = 2 , et intégrant entre les limites zéro et i ? on trouvera que 
les limites de y seront zéro et l’uidté et par conséquent 


/«B 


dy 




X 

io r ^ 


dz 


•y(l + s2) (l—es^üj 


: a- 


a 


Donc 


on a 


(O a (O 

2 “ 2 « + 4 : ‘2 ^ 


et 


w 

T 


a- 


(3 


2 ’ 


d’où l’on tite 

(285) 

(286) 


a = '\j’2nA^ 1 , 
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Donc .l’équation différentielle deviendra 


(287) 


dy 


V(l-!nXl+c^y^) 


:)/— l.y2?^-f 1 


dx 


.y(l -ar^)(l-\-eKv^) 


51. 


Pour donner un exemple, considérous le cas où 'ii=\ et « = 2. 
A. Si = 1 , on aura 

dy -,f ^ dæ 


V(l— + 

y — ^ — i .nx 

e est déterminée par l’équation 

On a 


y- 3 




r[-i 


1 I <•) O / s U) ^ 

1 -f . f/i' (— j . Æ- 


.1 CO 

.fl y -2 


CO CO CO 

‘Plir A-o 


CO 

‘ -3 


f(ï)_ D-7(») 


donc 


j/l 


H- «’*'/'/ Y 




1 + ( ) 




.(■T- 


Maintenant on trouvera, en combinant ccs équations et remettant 
a sa valeur, ys, 

y 3 = ecp'^{\ 



380 


KECHERCHES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


3^ — eV 3 


— 2]/3.6= 1, 
et 

e = y3 4-2. 

Ayant trouvé e, on aura 

Donc on aura l’équation diftéreiitielle 


(288) - 




y(l-.y^)[l + (2 + l/3)^:y^] 1/(1 

qui sera satisfaite par l’intégrale algébrique 

_ yziï . a- 


y(r-.^-^)[r+“(2+V3)^,;-^] 


l + /3(2 + i/3).r^ 


Si l’on pose cc 1 2 — 1/3 au lieu de r;, et y 
y, on obtiendra l’équation 


y2— ys .y— 1 au lieu de 


(289) = 

qui sera satisfaite par 

y = x 


2y,3 . — 


y 3— *2 
1 _|_ ylTTr 2 ' 


B. Si « = 2, on aura l’équation différentielle 


y(l-;y^)(l + .y) 


y- 5 


y(ï — Æ^)(l-|-e^.«^) 


y =-~]/ — 1 . 




(290) 


1 = ik <f 


« \ 2 / 3co 


10 r 10 


; }/ô=e^(p^ 
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En iniiltipluint ces valeurs 
que 



entre elles, et renia 



on obtiendra 



où l’on a fait pour abréger 



Cela posé les équations (290, 291) donneront 







2 CO 

5" 


1/5 



donc, en substituant. 
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-re = 


1 — eih 


e 3 _ l_( 5 -f 2 y 5 )u(e— 1 ) = 0 . 


Les racines de cette équation sont 

e=l, 24-/5 — 21/24^, u = 2 4 - 1 / 5 -42/2 - 1 -/ 5 . 

La dernière de ces racines, 

,^24-1/54- 2/2 4- f 5 = 4 - ]/?/’ -t ‘ 1 ’ 

répond à la question, car l’équation 


1 \ 

1 0 / 3 w ^ 

(ïü) 

l'u(ïo) 


fait voir que e doit être plus grand que l’unité. Connaissant c, on t 


la valeur des quantités (pi-^ et ip -- comme il suit. 


Nous avons 


l=ze^P'^ = e^ 


P\ 

( «>\ 
\^> 

\P\ 

( 2f'>\ 

FH 

(co\ 

K^) 

\F'^\ 

4) 


or en faisant (pl^-^''j = a et cy)|^| = /9, on aura 


/ iO ' 

l5| 

j = 1 — a^. 

r' 

f2w\ 

[Tj 

1 CO ^ 

[■5 J 

1 = 1 + «^«4 

i^4 

f2c4 

i 5 i 


1 


(1 + e^a^) (1 -4 (1 — a^) (1 — , 

1 + («3 4^^4 4_e^«3/52 ^ «3 _ ^3 ^ 

e^ — l^e^e—l) = e\e^ 1) («^ 4- /?“) ; 


t/ 

or nous avons trouvé plus haut, a^l3^ = --~, donc 


' — 1 — e (e— 1) j /5 = < 1 ^ (« “4 / 4“ 
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Donc on connaît cc^/3® et et par suite et par la résolution 

d’une équation du second degré. On a donc aussi la valeur de qui sa- 
tisfait à l’équation 


(292) 


dy 


y(i -y^) [1 + (2-1- ys -f 2^2 + ihYy^ 


dx 


]/(! - x^) [1 + (2 -f y 5 + 2 ^2 + ihYx^] 

Si l’on pose au lieu de x, et qg y obtiendra l’é- 

^ Ve ^ Ve 

quation 
(293) 


dy 


Vl— 4y2-f y5.2 


1/5 


dx 


y^-y^ 


]/l_l-4]/2-f y5..i;2 — 


où 


y = x- 


y' 5 — y K.) H- 10 y 5 . x /^ 4- ,-«‘1 


1 -f y 10 -f 10 y 5 . 4- y 5 . X 


52. 

Dans les deux cas que nous venons de considérer, il n’était pas difficile 
de trouver la valeur de la quantité e, mais la valeur de n étant plus grande, 
on parviendra à des équations algébriques, qui peut-être ne seront pas ré- 
solubles algébriquement. 

Néanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par des 
séries, et comme leur forme est très remarquable, je vais les rapporter ici. 
En faisant dans la fonnule (20C) cc = 1 , on aura, en remarquant que 

c=l,.;p(|)=i, 

(294) CO, = 4n ( J + - ,-,4, + I ) ’ 

OÙ 

ot> ri 

En faisant de même dans la formule (204) on aura 

i -, Y ^ 7C -JC . , 

: e = h ^ = cos tt H- ^ sm tv = donc 
e ^ 2 ' 2 ’ 
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c'est-à-dire 


iX) : 


OU 


2 TC j i — 

■jS — i-s 

e üj 


/ r . 

1 



0) 7t 

11 

Y 


MaÎTitenant clans le cas cpie nous considérons, on a 

(x) ^ ‘ 

et par consécpient 


(29B) 


œ : 


.An ^ 1 


h 


^]/2n+l 




Cette fonnule donne la valeur de 

CO = 2 


-4-—!-==. ^ 

1 /ja..,.ya«+i^l 


2 

Jo y(i-.'c^Ki + 6'V) 

Ensuite on aura la valeur de e par la fonnule (294) qui donne, en substi- 
tuant pour q sa valeur /i" ^ , 


%K 1 


(290) 


An h/ ]i ^ 


CO 


+ - — + 


h y'*(+i _j_ 1 l V'Jn+l ^ l 

Il est le nombre 2,7182818 .... 


Addition au mômoive •pr&c.adeint. 

Ayant terminé le mémoire précédent sur les fonctions .elliptic|iues, une 
note sur les mêmes fonctions par M. C. G. J. Jacohi^ insérée dans le n“ 123, 
innée 1827, du recueil de M. Sclmmacher qui a pour titre ” Astronoviiscke 
lücudmchten , mest venue sous les yeux. M. Jacoh'i donne le tbéorèine 
luivant ; 
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Soit P uii nombre impair et 6' uii angle tel qn’on ait, en désignant 

prise de 0 jusqu’à par i^(Aq(9), 

■ï’('s«') = yF{/=,90"), 
et en général 6^'"^ un angle tel qu’on ait 

soit déterminé encore l’angle <// par l’équation 


tang(45"-|i/;) = 


tan g J (jy — 
tang -J- (6>' + 6) 


tang|-((9"'+(9) 
tang ^ — 0) 


tang (/9 + 8) 

tang ip 0) 


tang (4 5 4 - : 


on aura 

F{k,d) = f,.F{l,yj). 


Il faut admettre le signe supérieur si p est de la forme dn-j-l; 6t le 

signe inférieur, si est de la forme 4 n — 1. i// doit être pris entre et 

— si 6 tombe entre 6*'”'-’ et Les constantes p et X se détermi- 
nent de diflérentes manières. On a par exemple 

_ _ 1 

2 (cosec è' — cosec Ô'” ép. . . q: cosec ’ 

X = 2 hp (sin 0' — sin 6"' -[-••• T sin ^ ± !•). 


Ce tliéorènie élégant que M. Jaœhi donne sans démonstration est con- 
tenu comme cas particulier dans la formule (227) du mémoire précédent, et 
au fond il est le nieme que celui de la formule (270). Nous allons le dé- 
montrer. 

En faisant dans l’intégrale 


X ~ sin 6 , on aura 


mais 


a = 


a — 



dm 


It^ sin^ 0 



X =■ (pa^ 


49 
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donc 


a = F{h,d) donne sin 9 =:(pa. 


Si 0 = 90®, on a æ=l, donc ^ 




Donc en faisant 6 = 6^'"\ on aura 


F{hjd^”'^) = ^ et sin0^“^ = 99 


in (ü \ 



Cela posé, faisons dans les formules (269') et (270), 

el=: — =1 — ii=^~ — ^7 

x = [ — l)’*sin^, y = wi'ip^ 2n-\-l=p^ 

il viendra 


(1) 

où les quantités 


/ 


dB C citLf I 

■ = + tt 1 ij , 

yi — J yi — 

Â, f sont déterminées par les équations 


A = /y”+^(sin^'.sinr' . . . sin0^^”--«)y 

/sin (9'. sin^)'" . . . siii \3 

“ i sin û" . j ’ 


(2) sin 1 // 

yi (1 — Psm^(9"sin^ 'fl) (1 — Æ^sin^y"'siu^^) . . . (1 — /c^^sin^ sin^ ^) ' 


Nous supposons k moindre que Tunité, car dans le cas contraire co serait 
une quantité imaginaire. 

Cela posé, considérons les équations (249). En remarquant que c, — f; 
= 1 , on en tire 


l A —y , ,, ± l/L— _f 

^ 1 + y ~ ti ^ ï -f « 
± — ~ -h 2 «) — .* 



9» (y d- ^ 


on 
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ou, en faisant 


2'mio 

“ — 2n+l 


et m = — 1, 



Maintenant on a 


X = ( — 1) " sin ^ , et çi 


m w 
2m-1-1 T 


= sin 


donc en substituant: 


V 


1 — sin ifj 
1 -|- sin ip 



’^sin^ sîii^' — sinO sin/9'"-(-sin^ 
sin (9 ‘ sini^' + shî^ * — sin 61 


et de là 


sin -|- ( — 1)^^ sin ^ 

sin — ( — 1)’^ sin 0 ’ 


tang (45^ — iŸ) 

tang I- (0' — ff) tang } (^"' + 0) 

tang ^ (^' + 0) tang -j (6>' " — 0) 


tang J- 1 

taiîg ^ Z_ 


tang [45"-(- 1)"-^-^)]. 


C’est précisément la formule de M. Jacohi. 

Dans la formule (1), on peut toujours supposer le second membre po- 
sitif. Eh effet, en difïérentiant, on aura 


+ fl dlp 


yi — sin^ tp 
yi — sin^ 6 


de. 


En supposant 6 toujours croissant, le second membre sera toujours positif. 
Donc en déterminant la valeur ip de sorte qu’elle soit croissante et décrois- 
sante en môme temps que 0, on doit prendre le signe supéideur. Ou a 
donc 


/. 


dS 




d 


dip 


yi — l'^^iii-ip 


ou bien 


F{k,e)= fiF{l,'ip). 


En remarquant que \p doit être croissant et décroissant en meme temps 
que ô, et en ayant égard à la formule (2), on tirera aisément la consé- 
quence que 'ip doit tomber entre 6t si B tombe entre 6^‘^\ 

et ^C“+y. 


49 * 
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Quant aux quantités X et /i., il est évident qu’elles ont nécessairement 
5S mêmes valeurs que celles de M. Jacohi. Mais les expressions que j’ai 
onnées seront plus commodes pour l’application, et font voir clairement 
ne X est extrêmement petit, si n est un peu grand. Au reste on peut sans 
ifficulté démontrer leur identité à l’aide de la foi'mule (257). 


XYII. 


SUIi LES FONCTIONS QUI SATISFONT A L’ÉQUATION 
(fx + f ÿ = yj {xf y + y/æ). 


Journal fiir dio rcino iind angowandtc Mathcinat.ik, liorausgngc'.bon von CrvUv, Bd. 2, Berlin 1827. 


L’équation 

-1_ <-/,y = )// + y/æ) , 

est satisfaite lorsque 

fy = \y et (px=ipx = lQgx-, 

car cela donne 

]oft-æ-f-log-y==logæy; 

de merne lorsque 

fy = y 1 — et (p X = tp X = are sin x , 

ce qui donne 

ai-c sin x -j- ai:c sin y — arc sin (æ y ï — IJ î — ® ^) • 

Il serait possible qu’on pût encore satisfaire à la nieine écpiation d’autr 
manières. C’est ce que nous allons examiner. Soit pour abréger 

^.fy-\-yf'^='>'^ 

l’équation de condition devient 

( 1 ) cpx-^(py = iljr. 

En différentiant cette équation par rappoid à æ et à y, on aura, en faisa 
usage de la notation de Lagrange, 
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(p'x = 'ifj'r 


dr 

dœ 


et 


(p\j = yj 



De ces équations on tire, en éliminant la fonction i/^V, 


dr 


dr 




Or l’expression de r donne 

(2) + et 4-^/2/ 


donc en substituant, 

(3) (p 'y {fy + yf''-t^) = (p 'x {fx + xf'ij). 


En donnant maintenant à la quantité variable y la, valeur particulière zéro, 
ce qui est permis parce que x &t y sont des quantités indépendantes entre 
elles, et en faisant pour abréger 

(p'{0) = a, f{0) = a, /'(())= a'. 


l’équation (3) prendra la forme 

aa — (p'x (^fz-\-a'x) = 0, 

d’oii l’on tire, en écrivant y au lieu de x, 

aa — (p'y{fy~\-a'y) = 0. 
Ces deux équations donnent 


(4) (p'x = j . — ^ et (py = 2 — ^ — J-: 

^ ' ’ fx-\-ax ' ///+“ ;y 

donc en intégrant. 


De cette manière la fonction q)x est déterminée par fx. Il s’agit donc 
de trouver la fonction fx. En substituant dans l’équation (3) les expressions 
(4) des fonctions (p'x et cp'y., et réduisant, on trouvera 

(6) {fx a 'x) {fy + yf'x) ={fyf- a 'y) {fx + xf'jj) 
d’où l’on tire, en développant, 

(7) f^-fy-\- (^'^fy + yfx .fx + a'xyfx 

— -fy — «VA — ^fy-f'y — « A/i/ = o? 
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OU bien 

(8) æ {a'fij —fy .f'y — a'yf'y) — y {a'fx —fx .f'x — a'xf'x) = 0, 

OU en divisant par xy 


(9) y (« ’fy —fy -f'y — « 'y f'y) — 'f^ — /« .f'x— a ’xfx) = o . 


Les quantités æ et y étant indépendantes entre elles, cette équation ne p 
avoir lieu à moins qu’on n’ait 


V ^^'fy —fy -f'y — ^'yf'y) = — f-'f-^—f-^ — « V'^) = 


Soit donc 
( 10 ) 
on aura 
( 11 ) 


— (a 'fx — fx ,f'x — a 'xf'x) m ; 


f'x [fx -j- a 'x) -]- (vix — a 'fx) — 0. 


Par cette équation la fonction fx est déterminée. Ou peut rintégrer 
faisant 

fx — xz ; 

car alors on a 


f'x . dx = Z dx -|- X dz^ 
d’où Ton tire en substituant, 

{z dx -}- X dz) )xz -j- a 'x) ))nx • a 'xz) dx = 0 , 
ce qui donne, eu divisant par a*, 

[z dx “~j — X d?) {z —| — Cl ^ —j™ — Cl z) dxj 3iz 0 , 

[.^ (^5 -j- a') -[- m — ci'?<!) dx~\~ X dz (s -[- a^) — 0, 

( 2 ^ -[- 1ïi) dx -]- X dz (z -|~ a ' ) r:z: ( ) ^ 
ou en divisant par x( 2 ^-|-m), 

(Ix clz [p ■— |— (X ^ 

X 

donc en intégrant. 


ou 


ou bien 


X -j- v/i 

f dx r zdz fl' dz 


392 SUli LES PONCTIONS QUI SATISFONT A L’ÉQUATION q>X-\-cpiJ=lp{icfy-\-yfa,). 

Soit m = — on aura 



donc eu substituant et en ajoutant une constante c, 


ou 


d’où 


log c ■ 


• log X : 


:|l0g(z!^- 


2 \ I ^ 1 ^ 

■») + 27.'“Kr 


+ 



cc' 



Mais on avait fx=.xz] doue z = ~, et par suite en substituant, 


« _ [(A’)'-*— 


ou bien 


UÛ! I 5 


1 - 4 .^ i 

e = [fx — nx) ^ [fx -- 1 - nx) ^ 


on en élevant à la puissance, 


(12) = [fx — nxy^'^'^' {fx -|- nxy^~'~'^' ; 

X — 0 donne c = a^ à cause de /(O) == a. 

Voilà réquation de laquelle dépend la fonction fx. Elle ifest pas eu 
général résoluble, parce que n et a' sont deux quantités indéterminées, qui 
peuvent même être imaginaires. L’équation (12) contient la forme la plus 
générale de la fonction /b, et on peut démontrer qu’elle satisfait à l’équa- 
tion de condition donnée dans toute sa généralité. En effet la fmetion fx 
satisfait à l’équation (11), et on voit par la forme de l’équation (9) qu’elle 
satisfait aussi à cette équation. Or l’équation (6) est l’équation (9) sous 
une forme differente. Donc la fonction fx satisfait aussi à l’équation (C). 

De l’équation (6) on tire l’équation (3) en faisant = et l’équa- 

tion (3) donne, en faisant xfy -4yfx = r, 
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En intégrant cette équation différentielle partielle par les règles conno 
trouvera 


d’où 
ou bien 


r = F{(px^(py), 
(px-\~(py = ipr^ 

(px (py = yj {xfy + yfx ) , 


ce qui est Téqnatioii de condition donnée. 

Il reste encore à trouver la fonction yj. A cet effet soit y = 
aura, en remarquant que /(0) = a, 

cpx~ \p{cix) — 

ou, en mettant au lieu de x. 

yj x = (pi - -- I </5 (0) . 


On trouve donc, en résumant, que les formes les plus général 
fonctions satisfaisant à Téquation de condition 


sont les suivantes: 


(px -1- (py = ly (;xfy yfx) 

r (tr. 

(px = aa / 7. — 7 — 7- 


et 


yrx = (p{ 0 )f-(p[~\ = aa 


où fx dépend do l’équation 




(hü 


a f (- ^ 4 - a'x 
• \n J 


---}-(p{ 0 ), 


: ifx nxY'''^ (fx 7ix) 


Soit par exemple 
on aura 
donc 

et par suite 


02 “ a 


1 . 

Y ? 


a=fx — -^x] 
fx = a -fx^ 


(px = ii 


r d.v 

J «+•'« 


: act log (a -\- x) -j- /{!, 


iyx = (p{())f-(p 


: 2 h aa log a -|- « a log a , 
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U 

'ipx = 21t-\-aa log -j- x) . 

L’équatiou de condition devient donc 

h acî log [a x) -\-h aa log (« -|-^) 

= 21c-\-aa log [a" -f x(a -f- + ?/(« + |æ)] ; 

le qui a efïectiveinent lieu, car les deux membres de cette équation se re- 
luisent à 

2/c -j- aa log (a® -)- «æ -|- ay -|- a;^). 


La fonction (px est trouvée ci-dessus sous forme d’intégrale. On peut 
Lussi trouver une forme finie pour cette fonction par des logaritlimes, en 
lupposant la fonction fx connue. Soit 


fx-\-7ix = v et fx — nx = i., 


’ équation (12) donne 


lonc 

r‘+“' = ce 

l’où 

üîA a' — n 


t = 'y“'+'b 

3r fx = \-{v-\-t) et 

nx — ■|■(w — tf donc 


/ a'- 


fx — -j- v'^'' 


it 


L’oii l’on tire en difiérentiant 


dx = 


üïi 




2n -j- ïv.) 

)ii trouve de iiiêine 

( , \ I , , il'ii <<' — U 


U bien 


fx + a'x = (n + a')^ üî; “ 


« +?A f ,1. « 


a ^ V 


i 


onc 
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(læ 


dv 


f/v -{- a\v cc')v ’ 


ce qui donne en intégrant, 

r_ 1 . . 


(pæ 


aa 


OÙ c est une constante arbitraire. En mettant donc pour v sa valeur 
fx-\-nx^ on aura 


(33) 


aa 


(px ___ log (^cnx -[- cfx) . 


•en- 


Dans les deux cas a ^ et 7 ?, - '-0, la fonction fx prend nue va- 
leur particulière. I. our la tvoirver*, il farrt l’ecorrrii' à rér[uatiorr diffév 
tielle ( 11 ). ■= 

Soit d’abord 7 ?,-:r-: 0 , l’ér[rratiou ( 11 ) donne, à carrse de 'OT=.-= — • 7 ?,^, 
f'x [fx -|- «';«) — «(/-r 0 . 


Soit 

orr trorrvei’a 


^ (l.z[3-\~a') _ (b n'âz 


et en iutép:rant 


log- -[- log a; — log 2 -|- ^ , ou log [c'xz) 


A- 

orr, pursque z --’ -, 


Lg f'fx) — y P ; ou a'x = fx . log [c'fx). 

Porrr x=.()^ ou a 0 — alog-c/«, donc <-.'a = \ et ^ , dorrc 

a'x = fx . log 

f.v Y^- 


( 14 ) 

OÙ 


.A- 

a 


Cette équation déteimiine donc la fonction /x * dans le cas où 72 — 0. 
L’équation (13) donne dans ce cas 


aa -\ / f* \ (ta-t / ni aa -i I f* \ 

cpx = pp- log Yfx) = log fa) + log -p ■ ) ; 


50 * 
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în vertu de (14) on a 


donc 

(15) 

De plus 

(16) 


log; 

O 


a 




aa T , aaæ 




yjx =; y (0) -j- (p 
L’équation de condition devient donc 


2 aa T 

- — [oo- c a 
a \ a ^ 


a X 


/(:■) 


aa T , aax , aa . 

-y- Ion* ca -4- -y — — - lc)A' ' 
a ^ ‘ fx ' a ^ 

c’est-à-dire qu’on aura 


aay 2aa -, 

= — -- ioa ea ■ 
fl/ a ^ 


a " 


(17) 


«/ 


•*/,'/ + yf«' 


--fx.fy. 


Pour examiner cette équation, nous mcttx-ons au lieu de x et de y leurs 
valeurs ^T^log— et ^ tii'ées de l’équation (14), ce qui donne 


(18) a 
en faisant pour abréger 

(19) 

[I s’ensuit 




aa 






a a' 


2 log a -f log = log (/æ . f y ) . 

ilf* CjC^Q* 

Dr en vertu de l’équation (14) on a log=^- = -^--, donc en substituant, 


; r. 


20 ) 


2 log « + ~ log {fx .fy ) • 


r y 

dais puisque fr = - (18), on a en vertu de (19) 


fr . lo£ 


«2 ' 


loirc — =3 log 




et par conséquent : 2 log a -j- lo 


.. (/-■fy 


' ' ' \ / 

^ effectivement lieu comme on le voit aisément. 
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Soit ensuite a' = co. En mettant dans ce cas l’éqnation (11) sous 


forme 




■ xf'x - 


■/æ=:0, 


il est clair qu’on doit avoir xf'x — y’a: — 0, lorsque m est fini. Il f 
donc que 


f 'x . dx d.v 


Si 


•A’’ 


ou fx = cx. 


t)U a 
Soit 


on aura 


ou 


donc 

et par suite 


mz= — P a 

xf'x — 'px — fx = 0 . 
fx — xz, 

X (x dz Z dx) — (j)a: -[- xz) dx — 0 , 
ccdz =: P dx ; 

fx 


loü,’ <‘X 


fx —px log- C.X. 

Pour trouver «pæ, on substituera la valeur de la fonction fx dans 
quation (3); ou aura, à cause de log 

f'y {py ~\'yp ~\~py) — fxfpx log c,x -]- xp log c,y = o 

donc, en divisant par p {\og xy 1) ^ 

y ^p'y — ^ ^ 1 


donc 

d’où 


X (f'x — h et d(px : 


kdx 


cpx = h log mx. 

L’équation de condition donnée deviendra donc 

h log mx-\-h log my = ip {yypy log cy -j- ypx log ex ) , 

le, logm^xy = xp {pxy log (dxy ) , 
ou, en faisant pxy\ogrfxy=^r et ;r?y = w, 


ou 
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tpr = h\ogm'^v. 

Par le même procédé, qui a domié ci-dessus les fonctions qui satisfont 
k l’équation 

(px + ipy = f {xfy -|- yfx ) , 

on peut trouver les fonctions inconnues dans toute autre équation à deux 
quantités variables. En effet, on peut, par des différentiations successives 
par rappoi't aux deux quantités variables, trouver autant d’équations qu’il est 
nécessaire pour éliminer des fonctions quelconques, de sorte qu’on jiarvien- 
dra à une équation qui ne contient qu’une seule de ces fonctions, et qui 
sera en général une équation différentielle d’un certain ordre. On peut donc 
en général trouver chacune de ces fonctions par une seule équation. Il 
s’ensuit qu’une telle équation n’est que très l’areinent possible. Car, comme 
la forme d’une fonction quelconque contenue dans l’équation de condition 
lonuée, en vertu de l’équation même, doit être indépendante des formes des 
autres fonctions, il est évident qu’en général on ne peut considérer aucune 
de ces fonctions comme donnée. Ainsi par exemple l’écpiation ci-dessus ne 
pourrait plus être satisfaite, si la fonction fx avait eu une forme différente 
de celle qu’on vient de trouver. 
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NOTE SUR UN MEMOIRE DE M. L. OLJV.IER, AYANT POUR TITRE ”RE] 


QUES SUR LES SERIES INFINIES ET LEUR CONVERGENCE.’' 


Journal ITir die reine, und îinj^owandte, Mutlieinatik, he,rnnsj’’o^ad)e.n von (S'cllc, Bd. J, Berlin 1828 


Ou trouve p. 34 de ce lueuioire le tliéovèiue suivant pour recoin 
si une série est couvergeute ou divergeute : 

’’Si Tou trouve cpie dans une série infinie le produit du tenu 
’’du des groupes de tenues qui conservent le même signe, par 

pour 01=2 00 ^ on peut regarder cette seule circonstance comme 
^'marque, que la série est convergente; et réciju’oquement, la série ne 
”pas être convergente si le produit idest pas nul pour n — ooy 

La dernière partie de ce t].iéorème est très juste, mais la premièi 
semble pas Têtro. Par exemple la série 


^ -I - 4- 

r 3 lofT 3 I 


log 


4 log 4 


4 4... 

I > OJ 


log 


+ 


1 


est divergente, quoicpie soit zéro pour '/^ = c:xj. En effe 

logaritlnnes hyperboliques, dont il est question, sont toujours inoindreH 

c’est-à-dire, qu’on a toujours lug(l-|- 2 ;) < x. 


leurs nombres moins L 


a; > 1 cela est évident. Si x <1 on a 


log (1 + æ) = æ — æ" {{ — æ" ( j — a æ) — , 

doue aussi dans ce dernier ea.s lüg(l ~f-®) < l»dsque — -J æ, |-- 

. . . sont tous positifk ■ En faisant x = i cela donne 
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loq [ 1 -U — 011 bien log < — 5 

^ \ ^ n ] n ^ n n 

OU 

log- ( 1 -^ ,,) < 1 4 - log « [ 1 H- j log 9 ^ ; 

donc 

log log (1 4 - n) < log log n log ( 1 + ] • 

Mais puisque log (1 -j-æ) < a-, ou a log 1 1 M ’ tlonc, eu vertu 

de l’expressiou précédente, 

log log (1 4 - n) < log log n + • 

En faisant successivement î?, = 2 , 3 , 4 , . . on trouve 

log log 3 < log log 2 4 - , 

log log 4 < log log 3 4 - , 

log log 5 < log log 4 4 - , 


log log (1 4- ''O < “h 


n log 'il 


donc, en prenant la somme, 


log log (1 + ?^) < log log 2 + 2 J^p + -g J^p + H 


1 

'U log n 


Mais log log (! + «.)=: 

\ L 1 

2 log 2 


3 log 3 


4 log 4 


O pom^ n- 


01 log 01 


donc la somme de la série proposée 
-]-••• est inliiiiment gTaiide, et par 


conséquent cette série est divergente. Le tliéorème énoncé dans rendroit 
cité est donc en défaut dans ce cas. 

En général on peut déinontrer qidil est impossible de trouver une fonc- 
don cpn telle qu’une série quelconque -j- «3 •“[- •••->-[- ? 

lont nous supposons tous les termes jjositifs, soit convergente^ si (pn.a,^^ est 
îéro pour n = oo^ et divergente dans le cas contraire. C’est ce qu’on peut 
aire voir à l’aide du tliéorème suivant: 

Si la série 4 “ <^2 “h * * * H“ divergente, la suivante 
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ii-_| I 1- • • • -A L . . . 

«0 «a + «l «o + «l + «2 + + a„_i~ 

le sera aussi. 

Eu effet, en reniarquant que les quantités , Uj , ... sont positives, 

on a en vertu du tliéorème log (1 -|-x) < æ, démontré ci-dessus, 

log (a„ -[- «1 -j- «a “h • • • -f- «■«) — " log" (®o H- «1 «a “h • • • -]- 
c’est-i\-dh‘e 

log ( 1-^ ] < 

\ “o "T ’T' '^'■2 ff" 1“ “"—1 / "'O + “i + "a d“ ■ ■ ■ + '''«—1 

donc, en faisant successivement m=1, 2, 3, . . ., 


log (a„ -|- a,) — log «U < , 

log («0 + O'i + — l'^g (''» + ’ 

l<^g ("o + *'0 + ''0 + 0 :j) — log (o„ -|- rq -f- a-.,) < “gg- ^ 


? 


log — log ^ < 


H h 


et en prenant la soinnie, 

(^^'0 + + * • * + + 




+ ••• + 


+ «'t -!-••• ”|~ (tn-i 


Mars si la série (u-\- ...-]- . est divergente, sa somme 

est infinie, et le logarithme de cette somme Test également; donc la somme 


de la série dh i 

f! ' 


+ «1 




■+ d~ * ’ * “h 


est aussi infini- 


ment grande, et cette série est par consécpient divergente, si la série «o -|- 
-]- -)-••• -j- -]™ . . . Test. Cela posé, snpjiosons cpie (pn soit une fonc- 
tion de '72, telle que la série Uq, -j- rq -j- -]~ • • • • • • ^^oit convergente 

ou divergente selon (pie ipn.a,^ est zéro ou non pour n = (x~j. Alors la série 

('p(ï)~^ 

sera divergente, et la série 
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■1 


9^(2) • 






r/(l) ' <p(2) 


(y.(l}+ y(2) 
1 


:r) + 

y (3)/ 


te + 7^) +77^ + 


y(n — l) 


-h 


convergente; car dans la première on a a^(pn=l et dans la seconde 
a.^^(pn = 0 pour n = oo. Or, selon le théorème établi plus haut, la seconde 
série est nécessairement divergente en même temps que la première; donc 
une fonction cpn telle qu'on Ta supposée n'existe pas. En faisant cpn = n. 
les deux séries en question deviendront 

l + i + i+i+'"+~+'" 

et 

i ^ te ^ L 

2.1 3 (1 -f- i) 4 (1 -f- i + i) 

qui pai' conséquent sont divergentes toutes deux. 


« l + d + iH h 


n — 1 


+ 



XIX. 


SOLUTION D’ÜN PROBLÈME GÉNÉRAL CONCERNANT LA TRANSFORMATION 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Astronoiiiisclic Naeliricliton, horausgcgoLcn vou Hchumai'hn'f Bd. G, Nr. 1.^8. Altona 1828. 


Dans le n® 127 de ce journal M. Jaeohi démontre un théorème très 
élégant relatif à la transformation des fonctions elliptiques. Ce théorème 
est un cas particulier d’un autre plus général, auquel je suis parvenu depuis 
long-temps sans connaître le mémoire de M. Jaeohi. On en trouve la dé- 
monstration dans un mémoire inséré dans le journal de M. Crelle.i et qui a 
pour titre "Recherches sur les fonctions elliptiques.” Mais on peut envisager 
cette théorie sous un point de vue beaucoup pbis général, en se proposant 
comme un problème d’analyse indéterminée de trouver toutes les ti:ansforma- 
tions possibles d’une fonction elliptique qui peuvent s’eft'ectuer d’une certaine 
manière. Je suis parvenu à l'ésoudre complètement un grand nonhre de 
problèmes de cette espèce. Parmi eux est le suivant, qui est d’une grande 
importance dans la théorie des fonctions elliptiques: 

''Trouver tous les cas possibles dans lesquels on pourra satisfaire à l’é- 
''quation différentielle : 

A-n.~ - 

y(l — cf y2) (1 — «f 2/2) y(l — 

"en mettant pour y une fonction algébrique de x, rationnelle ou irra- 
''tionnelle.” 

Ce problème, vu la généralité de la fonction y, paraît au premier 

51* 
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coup d’oeil bien difficile, mais on peut le ramenei' au cas où l’on suppose y 
L’ationnelle. En effet on peut démontrer que si l’équation (1) a lieu pour 
une valeur irrationnelle de ?/, on en pourra toujours déduire une autre de 
la même forme, dans laquelle y est rationnelle, en changeant convenablement 
le coefficient a, les quantités c, e restant les mêmes. La méthode 

qui s’offre d’abord pour résoudre le problème dans le cas où y est rationnelle 
est celle des coefficiens indéterminés; or on serait bientôt fatigué à cause de 
l’extrême complication -des écpiations à satisfaire. Je crois donc fpie le pro- 
cédé suivant, qui conduit de la manière la plus simple è, une sidution com- 
plète, doit peut-être mériter l’attention des g’éumètres. 

Eu faisant 


( 2 ) 


(lœ 




la quantité x sera une certaine fuiction de nous la désignerons par lO. 
De même nous désignerons par et les valeurs de 0 tpii répondent 

respectivement = et à x = ^, et par J 6 la fonction 

]/(l — c^æ^)(l — Cela posé, on pourra démontrer les tliéorèmcs sui- 

vans : 


Théorème I. 
aura toiq'ours 

( 3 ) 


En désignant par 0 ai 0' deux quantités quelconques, on 




le . Je' ± w . je 


(Voy. Exercices de calcul int., t. I, p. 23). 

Théorhne IL On satisfait de la manière la plus générale h l’é(niiition 

16 ' = 16 

en prenant 

6' = {— 1)”*+’“' 6-\-m(o-\- mo) , 

où m et m sont des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs. On 
aura donc 

(4) I [(— 1)“+“' 6/ + wco -f- m'w] = 16 . 


Ce théorème a lieu généralement, quelles que soient les quantités e et c, 
.’éelles ou imaginaires. Je l’ai démontré pour le cas oii est négatif et 
positif dans le mémoire cité plus haut {Grelh’s Journal für die reine und 


SOLUTION D’UN PROBLEME GÉNÉRAL CONCERNANT LA TRANSEORMATION etc. 405 


aiigewaiidte Matlieinatik^ Brl. 2, p. 114). Les quantités co sont toujours 
dans un rapport iînagTuairc. Elles jouent d'ailleurs dans la tliéorie des fonc- 
tions ellipticpies le luêine rôle que le nombre n dans celle des fonctions cir- 
culaires. 

Nous allons voir comment à l'aide de ces deux tliéorèines on pourra 
déterminer facilement l'expression générale de y, et les valeurs qui en résul- 
teront pour et 
Soit 

(5) y = yj^r) 


la fonction rationnelle clierchée. Si Fon considère x coinino fonction de 
sa valeur sera déterminée par l’équation (5), cpii aura un certain nombre do 
racines. Or il exi.ste entre ce.s racines des relations rpii nous conduiront à 
rexpres.sion de 

Si rér[uation (5) pa.sse le q)remier dcg'ré par rapport à désignons par 
æ^^-une autre racine, et par 0^ la valeur correspondante de fl, de sorte (pic 

^ y = (®) = ■</’ (F\) • 

En vertu de la formulé (2), l'équation (1) deviendra,, eu désigmaiit le 
radical du premier meml)rc par ]/Ji^ 

if = + ade. 

iR - 


En cliangeant x en ou, co qui revient au meme, 0 en 0^ 

y reste la ineme, et ])ar conséquent reste le meme, ou 

\ Il 


d;i 

’ïll 


On aura donc 


±i’f = + 
in ^ ’ 


, la valeur de 
se change en 


et par suite (lô_^ = ±_d0 ^ d'où l'on tire en intégrant 0^=a + 0^ a étant une 
quantité indépendante de 0. On aura par conséquent x^ = l(^a±0). Il suffit 
de prendre 0 avec le signe car on a, d'après la formule (4), en y fai- 
sant m=l, m=0^ X0=X{co — 0) et par consé([uent X{a — 0) = X(œ — a~^ô)^ 
où. œ — a est une nouvelle constante. On ])ourra donc faire x^zz=: X(0 -j- a), 
On a ainsi établi ce tliéorème. 

Théor'èma IIL „Si une racine de l'équation y = est représentée 

„par XO^ une autre racine quelconque sera de la forme où a est 

„une quantité constante.^^ 
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Si l’on pouvait parvenir à trouver toutes les valeurs de «, lûen ne se- 
rait plus facile que de déterminer ensuite celle de y. Gr c’est ce que nous 
liions faire à l’aide du Théorème IL Les quantités 10 et X{6 a) étant 
les racines, on aura à la fois; 


y T=y){},6) = yj[l{e a)], 

iquation qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de 6. On en tire, 
m mettant au lieu de 0 successivement ^-j-a, 0-|-2a, . . . 0-^ka^ 

ilj{l0) = yj\}.{0 a)'\ = xp[l{0 -\-2a)'\= • • • = 1/1 [1(0 -|- Zca)], 

lonc on aura 

y=^xfj[l{0^ka)], 

k désignant un nombre entier quelconque. On voit par là que, non seule- 
ment A(0-[-a), mais toute quantité de la forme l{0 -\-ha) sera une racine 
de l’équation y = yj(x). Or, k pouvant avoir une infinité de valeui’s différen- 
tes, il faut nécessairement que plusieurs des quantités l{0 ko) soient égales 
pour des valeui's différentes de k, car l’équation yz=yj(cc) n’a qu’un nombre 
limité de racines. 

Soit donc X{0 -\-ka) = l{0 -^k'a), où nous supposons k plus grand que 
k'. En mettant 0 — k'a au lieu de 0, il viendra ; ^ -j- {k — k' ) a] = 10 , ou 
bien, en faisant k — k' = n^ 

(6) “h ~ 

Dette équation détermine la valeur de a, car en vertu du tliéorème II on 
m tire 

0 -\-na = ( — 0 -\-mœ -|- m'co', 

îe qui donne, en remarquant que 0 est variable, ( — i) ”»+»'— q na = m(o 
-f-m'cw',* doit donc être un nombre pair, et alors on aura 


7) 


m , QU , 

O) O) 

n 'n 


~ et pouvant désigner des quantités rationnelles quelconques; on voit 

lonc que, pour que la quantité 1(0 -|- a) puisse être racine de l’équation 
i=.yj{x) en même temps que 10, il faut que la constante a ait la forme 


8) 


' = uo) -|- fl'o )' , 


ù /«. et /<•' sont des quantités rationnelles positives ou négatives. La quan- 
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tité a ayant xine telle valeur, l’expression 1(^0 ha) n’aura qu’un nombre 
limité de valeui's difiérentes, car ayant 1(0 -^na) — XO, on aura de même 
1)*^] = Xl6-\-(n-\-2)a] = X{6 -{-2 a) etc. 

Cela posé, si le degré de l’équation y=iijj{x) surpasse le nombre des 
valeurs inég-ales de X{6 -{-ha)^ soit A(^-j-aJ une nouvelle racine, différente 
des racines X{6 -{-ha)] on doit avoir de la même manière: a^ = y^w-{- 
et = •!// [ÿL(^ En mettant d ~{-ha au lieu de d, il viendra, en 

remarquant que yj -j- ha) ] = tp {Xd) = y , 

y= ip [X{d -{-ha~{-hj^a{)], 

donc X{6 -{-ha-{-h^a{^ sera une racine quels que soient les nombres entiers 
h h^. Si maintenant le degré de l’équation y = ip (x) surpasse le nombre 
des valeurs inégales de l’expression X{0 -{-ka-{-h^a{), soit X{d-\-a,{) une 
nouvelle racine; on doit avoir «2 = ,<qm-|-/q'a)' et yj(Xd) = ip[X{6 -\-h^a,^)], 
d’où l’on tire, en mettant 6 -{-ha -{- h^ a^ au lieu de 6 , 

y — yj [1 -|- ha -[- h^ -j- a^) ] , 

et par conséquent toutes les quantités contenues dans l’expression X[9-{-ka 
-j- -1“ ce J seront des racines, quels que soient les nombres entiers 
h, En continuant ce raisonnement jusqu’à ce qxx’on ait épuisé toutes 

les racines de l’éqxiation y = rp(x)^ on aura le tbéorème suivant: 

Théorème IV. Toutes les racines de l’équation y = ip(x) pourront être 
représentées par les valeurs inégales de l’expression: 

X{0 -\-\a^-{-h^a^-{-h!iaÿ -{- ■ • • 

en donnant à , Zc, , . . . h^ toutes les valeurs entières, et les quantités 
«J , « 2 , ... «y étant de la forme 

y u) -|- fi(X )‘ , 

où y et y sont des quantités rationnelles. 

Cela posé, désignons ces valeurs de l’expression X{6 ~{-\a^-{-h^^a,^ 
— [— • • • —{-hytt^ par X{0)^ X{0 -{- a{y ^ . . . X{6 -{- a^_{^ j et faisons 

yj{x)=^i ]) et <2 étant des fonctions entières de x sans diviseur commun, 

on aura 

2 j — qy = A{x — X6)[x—X{6-{-a{)][x — X{6-{-a,)'\ . . . [x — X{6 -{- a^_{)], 
équation qui a lieu pour une valeur quelconque de æ. A est le coefficient 



i08 
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:1e æ”' clans p — 2 ^, il est donc de la forme f — gy^ où f et ^ sont des 
constantes. On aura par conséquent 

' 9 ) p — = — — • • • [« — + 


De là on déduira une expression de y en en attiibuant à x une va- 
leur particulière, ou bien en compai’ant les coefficiens d’une même puissance 
de X dans les deux membres. Une telle expression de y contiendra trois 
quantités constantes inconnues, et le problème se réduit maintenant à trou- 
ver tous les cas dans lesquels ces trois quantités pourront être déterminées 
de telle sorte que l’équation proposée soit satisfaite. Or nous allons voir 
tout-à-l’beure que cela sera toujours possible, quelles que soient les cpiantités 
ctg, . . . en déterminant convenablement deux des quantités a, e^, c^. 
Mais avant de considérer le cas général nous allons commencer par celui 
où P et 2 sont du premier degré, car un tliéorème qui en résulte nous sera 
utile pour parvenir à la solution du pi’oblème g’énéral. 


Soit donc 


on en tire 


/' +/ 

9' + 9‘^ 




dy 


.fg'—f'9 




^ dx. 


9^±<\f' + (r/±«i/‘)* 

“■ + ’ 


Par là l’écpiation (1) deviendra, en substituant. 


fg'—f'g 






û’-f «l/ , 


i+.4=-u/,,, 


'/-Hf 


\ V +t’i/ 


1 + 


1/— ^’l/ 


, dx 

Ou trouve aisément que cette formule ne peut etre satisfaite ([Uc de rune 
des manières suivantes: 


(10) 


y — ax^ 




? 


:ii) 




a 

ec 


1 


? 


X 
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( 12 ) 


y = nfl 


1 — æ'^ec 
1 -|- x'^eo 


Cl 


1 l/c — Ve 

w y^+yë’ 


1 y c -f- Vc 

m yy _ yy ’ 


a- 


.V~—i 


(c 



On peut prendre les quantités c, e, y-c, yc avec le signe qu’on voudra. 

Cela posé, reprenons l’équation (9). En désignant par /' et g' les 
coefficiens de dans p et 2, on aura 


f — u'y — — (/ — ■ ■ • +/'(^ + '' a »- i )]7 

d’où l’on tire, en faisant pour abréger 

(13) (.p 6 =■ Xd 1{0 cit) X{6 • • • -|- 1 (^ -|- a,„_i) , 


(14) 


y 






(f -\- 9- 


équation qui pourra servir à déterminer la fonction v/, excepté dans le cas 
où (pO se réduit à une quantité constante. 

Selon l’iiypotbèse, y doit être une fonction rationnelle de a;, donc la 
fonction cpô doit l’étre de ^luême. 11 faut donc examiner d’abord dans cjuels 
cas cela pourra avoir lieu. 

Soit X{6-\-a) une quelconque des quantités A(^?-|-«i), X{6-\-a^^ : . ., 
il suit de ce qui précède que X{6-\-ha) sera de même égale à l’une d’entre 
elles. Or soit X{p -\-na) = Xd ^ ce qui a toujours lieu en déterminant con- 
venablement le nombre entier î?., on aura, en mettant 0 — a au lieu de d, 
lYd-\-[n — l)a] = l,(d — a); donc X{6 — a) sera encore contenue parmi les 
quantités dont il s’agit. Il suit de là que si X{6 — cc^^) est différente de 
l(^-|-fq), la quantité X{p — aj sera égale à l’une des quantités X(d-]-aJ^ 
X{6-[-a^^ . . .. Oberclions donc d’abord les valexirs de a qui donneront 
X{6 — a) — X{d-^a)] c’est-à-dire X{d ‘2, a) = XO . l)’a|)rès l’équation (7) on 
aura 

Oïl , on' / 

. a = CO, 


où est un nombre pair. En donnant à m et m à partir de 7Âxo 

toutes les valeurs entières telles que m-\-m soit pair, X[0-\~a) prendra les 
valeurs suivantes: 


52 
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l(0-l-iü), 1(6 ^ 

X (6 — |— (O — ty ) , etc. , 

mais, d’après le tliéorème II, il est clair que les seules de ces valeurs cpii 
soient différentes entre elles sont celles-ci 

10, X(6-\-(o), l|0 -|- y-|--y|> + '2“] ’ 

donc, puisque l(0-j-a) doit êti’e différent de 10, 1(0 -[-a) ne pourra avoir 
que l’inie de ces trois valeurs 

l(0-l-(ü), l|0-j-y-| g-jj i|0H--^-1-'"2') ■ 


En exceptant ces quantités, il répond donc toujours à 1(0 -|- a) un autre 
terme 1(0 — a). De là il suit qu’on pourra écrire l’expression de (pd comme 
il suit : 


(15) (p6 — 10 -|- k . 1(0 -|- (o) /c' . 1 1 0 -j- Y -|- -g- 1 -|- /c" . 1 1 0 -|- 1 

-l-l(0-l-ai) -1“ 1(0 — «i) 4 - 1 ( 0 +«2) +1(0 — «3) + • • • +l(0 + ««) + l(0 — «„), 


où k, k\ k" sont égaux à zéro ou à runité. 

Pour avoir maintenant l’expression de (p6 en œ, il faut recourir à la 
formule (3). En y faisant d’abord 0' — -y, on aura 10' = ^ , donc -à (6') 
= 0, et par conséquent 


1 



Je 


or Jd = '^(l — e^x+1 — c*£c^), donc 


1 e±^ 






On aura de la niêine nianièrej en faisant 



î 


2 ) , I 1 — cV 


La première fonnule donne 
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donc, en mettant 6~\-^ an lieu de d, 

(17) X{d-{-C0)= — ld:^ 

En multipliant xiô — -^ | par on aura 


■X. 


(18) 


1 e-“ 


Cü 


ec 


d’où l’on tire, en mettant et au lieu de 0, 

11 11 


3 CO 


(19) 




cc 


1 

U 




J_ _ JL 

ec 


2 I 2 

La formule (3) donne encore, en faisant d'==c(, 

2x.Ja 


ec X 

Jl- Jl 

ec X 


( 20 ) 


l(û -[- a) -j- X(û — a) 


1 — 


On voit par là que rcxprcsniou de (fû «cra toujours une fonction ra- 
tionnelle de savoir 


( 21 ) 


/, 7\ I 1 I 2x.Ja 

(p0 = {i- h)x H — ^ JZZ] 


ec œ ' I — a . ' 

en employant pour abréger le signe de sommation 

Cela posé, il faut considérer plusieurs cas, selon les valeurs dilférentes 


de h, h\ h". 


Fr a in i e i * c a s. S l kzizh' z=.k/' zzi) , 

Si les trois quantités /c', h'\ sont égales à zéro, l’expression de cp6 
deviendra 

(22) — |— rUj^) — |— — [-■ 2(0 2(0 — ”f” ' * * 

1{Û a,^) -[- 2(0 — 

et 

(23) (p0 = x-\-2 x JE . 

Donc la première condition, cpxe y soit rationnelle en æ, est remplie. Il faul 

52=» 
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maintenant substituer son expression dans l’équation proposée et voir si elle 
pourra être satisfaite. 

On tire d’abord de l’équation (14) 


'^±Gxy- 


1 ± «1?/ : 


g' + 9 9^ 

y ±«xf' + i.9±hf)9^ 

g' + 99 ^ 


Cela posé, désignons par d, d', e, «' des valeurs de ô qui répondent 

respectivement à y = y= y = -^-^, y= ^ , on doit 

avoir 

9 — ^if‘ ~\~{9 — — ^5 9 ~\~{9 — ^1 

\ g — -{-{g — — ^5 9 ~\~i9 — 


(24) 


En vertu de ces équations les valeurs de 1 — Cjy, 1 — e,?/, l-\-e^y 

deviendront, en faisant pour abréger 


(25) 


g' -\-g(pe = r\ 


(26) 


En substituant dans 1 
sultat de la forme 


1 — yj 
l + '3i2/ 

_ 1 

cpô 




T 

l 9àV 

, + 

r 


_ 9 '-^ J 


r 

_ gy^J 

'h 

V 

1 9^' 1 

[’expi’ession 

de (fâ en x, on 


1 --\-AiX -|- A^sb ^ “b • • • "b Aa,t+ia 


2n + l 


cpd 

'}pâ ■“ (1 — (1 — e^cH^a.x^) ■ ■ ■ (l—e^cn^a,y) ' 


En faisant 6 = â le second membre s’évanouira, mais il est clair par 
ce qui précède que 9 ( 6 ) ne change pas de valeur si l’on met au lieu de 6 
l’une quelconque des quantités ô + ô + a^ . . . 6 + (^n- Donc le numéra- 
teur du second membre doit s’évanouir toutes les fois que x a l’une des va- 
leurs Xâ, X(d+Gi), l(d + aj, . . . l(d±a„). Donc, puisque le nombre de 
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ces valeurs, en général toutes différentes entre elles, est il s’en- 

suit que 


1 — A^x • • • — [— — 1 


X 

U 


l(d' + aj 

X 


X 


X (ô -j- a„) 


X (()'—«,) 

X 




donc en sxibstituant et faisant pour abréger, 


(27) — . . . (1 — 

il viendra 


(28) 1 



æ 

T(f 


^(3' -|- 


X{d — a^) 

X 

1 {ô -)- cc„) 




formule qui a lieu pour des valeurs quelconques de â et 6, 

A Taide de cette formule il sera facile de trouver les cas dans lesquels 
on pourra satisfaire à l’équation proposée. On peut écrire cette équation 
comme il suit: 


(29) vri - «ï;/’) (î- ei,/) =.i A yfi _ iv) (1 - o-x -, , 

ce qui nous fait voir que l’une des quatre fonctions l±e^ÿ doit 

s’évanouir en attribuant à x une des qxiatre valeui-s ± y > i y ’ <i’est-à-dire 

à 6 une des valeurs ±-^-) 

Supposons d’abord 1 — c, y = 0 pour 0=z-~, 1 -|- c, y = 0 pour ù — 
— V, 1 — e^y==0 pour 6 = ^, l-|-e^?/.= 0 pour 6 = — on pourra 
prendre d = ^i â' = — e = ~, «' = En substituant ces va- 

leurs dans les équations (24) et remarquant que </3 1 — v) ~ — 

93 1 — v)~ — 9’['y~|’ 


ff' = y/- 9 









On satisfait à ces équations en prenant 




En faisant donc pour abréger 
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OU trouvera 


(36) 

et de là 

( 86 ) 


1 — = (1 — c^æ^)— J-, 1 — ely^ — (1 — <3^£C 


f'i 

2 ^ 


1/(1 - 2/^) (1 - el,f) = ±^-y(l - (1 - 6=^0;=^) . 

.2 dy 


Maintenant les deux équations (35) nous montrent que est une fonc- 

tion entière de æ, qui est divisible par les deux fonctions entières t et t'; 
donc, puisque ces fonctions n’ont point de diviseur commun, il' en résulte 

que eei'i' divisible par leur pi'oduit; mais le degré de la fonction 

est précisément le même que celui de la fonction tt\ savoir 4?2. Donc 

Texpressioii se réduit à mie constante. En la désignant par a, on 

aura donc 
(87) 

et par suite l’équation (30) donnera 

dy _ 


dy = a “4 7 


(38) 


± a 


dx 


l/(l — — 


V(l-cly^(ï-ely^ 
c’est-à-dire l’équation proposée. 

Pour déterminer le coeflicient a faisons dans (37) æ inftin, on obtiendra, 
d’après les valeurs des fonctions (i, t,. t\ 

dy 


dx 


■ . V ('" - . . . 4^ - a») . V - «„) 


mais d’après la formule (18) on a X’* 
donc 
( 89 ) 

or, en dilférentiant l’équation 
(40) ,j=l-,p0 = -l 


' ù) 

\ 

<■ 2 / 


- 

\ 

-a) 

.A (-2-- 

-«) 


■ ’ 


dy a 1 


-•>•-1— 2r _ 



416 SOLUTION D’UN PROBLEME GÉNÉRAL CONCERNANT LA TRANSFORMATION etc. 


1 1 

et en faisant ensuite x = -^i on aura — - En égalant cette valeur 

à la précédente on en tire 


( 41 ) 


a = {e'c')' 


. X*cc„ . . . 


On pourra donner à l’expression de y une .autre forme plus simple à 
quelcpies égards. En multipliant les deux membres de l’équation (28) par 
(pS et faisant ensuite d = 0 , il viendra 



où A est une quantité constante. En attribuant à x la valeur J-, après 
avoir divisé par æ, on trouvera 


( 42 ) 




L’expression de y deviendra donc 


( 43 ) 


y- 


a 


1 ) f 1 _ 


PcCc, 




(1 — (1 — ... (1 — 


Il y a encore une autre manière d’exprimer y qui est très simple. En 
faisant dans (28) x = après avoir divisé les deux memliros par x, on 
trouvera 

(44) (pâ = 

(e^c®)”X^aj . . . . l^«„.ld.l(ai-[-d)X(«j^ — d) . . . l(a„-{- d) !(«„ — d) 

= id -j- l(d -]- «i) -]- X(d ^ ttj) -|- • • • -j- l.(d -|- «„) -|- l(d — cc„), 

formule qui a lieu pour une valeur quelconque de d. 

En mettant donc 6 au lieu de d et multipliant par -y ■, on aura y éx- 
primé comme il suit: 

(45) y =-y-(ec)^“b.X6 — 0) . . . l(c£„-|- d) .!(«,„ — d), 


où l’on a fait pour abréger 

(46) b = l^a^.X^aÿ.X^aÿ . . . X^a„. 
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En faisant 6 = ^ valeurs correspondantes de y 

donc : 


seront — et — 
6% e. 


( 47 ) 


Cl ^ ^ k 

Cl ^ ^ k 




Si donc les quantités Cj, a, y ont les valeurs exprimées par les 
équations (41), (43), (45), (47), l’équation (1) sera satisfaite en déterminant 
convenablement le signe du second membre. Il faut remarquer que ce signe 
n’est pas le même poiir toiites les valeurs de æ; mais il sera toujours le 
même pour des valeurs de x comprises entre certaines limites. On doit 
prendre le signe si x est très petit; et alors on doit conserver le même 
signe jusqu’à une certaine limite. Dans tous les cas le signe qu’il faut 
prendfe se détermine par l’équation (30). 


Le théorème de M. Jacohi est contenu comme cas particulier dans ce 

2 CO 

qui précède. En effet on l’obtiendra en faisant g^ = \. 

. , , 4 . 0 ) (S 10 2 WW 

Alors on trouvera 


(48) 


h = b . a 


$n 





2w+l 

? 

*^3 — 2n+ 1 ’ 


1 

+ 

II 

X 

1 

CO ' 

xi ^ 

CO ' 

... 3 

f2« — 1 

-"11 

(2'm + 1 

2 J 

(274 + 1 

2 J 

• • • A 

+/t + l 

2 JJ 

x\ 

1 1 

" 1 

■xi ^ - 

w 1 

1 . . . il 1 

f2'w. — 1 

"T 

i2?r+ï 

2 1 

1 ^i2n + l 

Tj 

A 

i 274+1 

2 ]J 


a 


y 


^ "2 J * ^ \ Tn +i 2 y * * ^ [YtT+Ï' y ) j 


10. l 


2 O) 


2 7i -f- 1 


(n.i 


dy 

V(i^FÏÏï-«f?) 


2îi-|-l 2 

= + a 


2 O) 

2 n -j- 1 

■ i 




^ _L « 1 7 

2« +1 ~r^) - ^ ( ij „ :j_T 


2 n (0 


3 ir) 

2 ïr+’i 2 
dx 


...X 




2 H — 1 (t) 

2'ïï'^PÏ^2 
+ (2 cl6 


Il faut prendre le signe supérieur si est compris entre les limites 

53 
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4îw. -j- 1 w 


2n+l 2 
entre les limites X 


et -f- 1 1 9”^^ Y ■^1 1® signe inférieur si x est compris 


4 m -[-3 (ü 
2«+l 2 


et X 


éni 5 


2m +1 2 

En faisant dans notre formule générale «1 


mcü 4- rn'to' ^ , , 

— s — j-^j — ; OU m -f- m est 

2n 1 ' 


un nombre pair et où les trois nombres m, m', 2n-j-l ne sont pas divisi- 
bles par un même facteur, on aura une formule plus générale que celle de 
M. Jacohi^ savoir celle que j’ai démontrée dans les „Reclierclies sur les fonc- 


tions elliptiques.^ On aura dans ce cas, en faisant a: 




2m, - pi ’ “b 


a, 


a 


, = 3< 


« 


:„ = «a, ce qui suffit pour déterminer les quantités 


Cl, e^, a et 

Dans ce qui précède nous avons démontré qu’on aura une valeur con- 
venable de la fonction ?/, en prenant, dans l’expression générale de cette 
/' +/• 


fonction y ; 


rj f =:g z=0. Ou peut aisément trouver toutes les 


9 ' ~\~9 -9^ 

autres solutions possibles à l’aide des formules (10), (11), (12). Soit 


(49) 


i/i 


J'+f-rpe 

'9'-\-9-(P^' 


et désignons par c^ , , les valeurs correspondantes de et , on doit 

avoir 

‘ht . 


(50) 


va-49î)a-49f) 




^y(l — ebB=‘)(l — 


mais en faisant y-. 


égal à ± — 


l6 second membre sera, d’après ce qui précède, 
dy 


(51) 

où 


V(i-«iyf)“(i-«i7f) 

Vi 


donc on doit avoir 


S 

a 




i/(ï-«f?y(ï- 




L±Ii. 

9 ' +99 


D’après les équations (10), (11), (12) on satisfait de la manière la plus gé- 
nérale à ces équations en prenant 
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(52) 


a. y, 
b- IJx 


, a. O ç 

± ~2/, ^2==-^, 


_|_ “■ ! i 

- ae^G^ y 


2 

J ôa ■ 


c{a- 2 

J 


al 


£2^ 

~af 


al 


m .L~ , c., = — { ^ 

i+yV±eiCi’ ^ «Avc^+y+ë^ 


y.L 

a 


«!. V— 1 • _ . 

2 +®i)’ 


1 f + y±ê. 


vycj — y+<!j 


Ces trois formules, en y faisant y = -^ (fô , contiendront donc toutes 

les manières possibles de satisfaire à l’équation (50). 

On peut sans nuire à la généralité faire /c — 1. La première de ces 

formules est la même que celle qui résulte de y=z^cp0. La seconde en 

résulte en mettant - i- au lieu de ?/. Les modules restent par cette 

substitution les memes. La troisième est en g'éuéral différente des deux pre- 
mières. 


Deuxième oas. Si Je est, figal à z&vo, et, l'une des qunntiùii Je', Je" /igale à V'miiiA. 

Si, h étant égal à zéro, l’une des quantités h\ h" est ég’ale à l’unité, 
il faut nécessairement que l’autre soit égale à zéro. En effet si l’on avait 

h' = 7i:" = 1 , les racines A 1 7? -[- ---i “ | , xi^O-]- | donneraient celle-ci 

2 I ^ — 2(0 -[_(«), donc h ne serait pas égal à zéro 
comme nous l’avons supposé. Désignons donc par /? l’une des quantités 
If + fL, l’expression de (pO deviendra 


(53) cpd — A0 — [— X(0 — |— /?) — j— Z(0 — |— cc,^) — [— 7,(0 ^i) ~1~ ' ‘ ’ 

7,(0 -|— «„) -|- 7,(0 — «„) , 

ou, en l’exprimant en fonction de æ. 


(54) 


(pe = x + ^ l_L2a:S 
^ ec X ‘ 


J{a) 


1 — e^G^X^a..v,'^ 


Soit comme dans le premier cas 1 — c^y = 0 pour x = --t on aura 


53* 
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' (O 


(55) 


1 f/'^ 

J- Ci?y — ^2 


cpù y 




Maintenant, de la même manière qu’on a démontré précédemment la formule 
(28), on établii'a la suivante: 


(['ë.Q ( ^(i)( ^Ô' + /^)ll ^(^ + “i) 


1 


X(()' -j- «„) 


1 — 
1 — 


!(()—«,) 

.V 


où l’on a fait pour abréger: 

(57) p=: + ecx(l — a.^ . x^) . . . (1 — .;»^). 

En faisant (1 = + ^ , on aura les valeurs de 1 -|- 

cpe 


to , , , cpe cpft 


et 1-^-;-.^-, qm 
‘f ( 2'] V2, 


multipliées entre elles donneront celle de 1 


CO 


Cette valeur substi- 


tuée dans l’expression de 1 — c,?/^ (55) donnera 


i-c.ijy= 


, 2 / \ 2 2 
7' Y 0 


(l-cV)(l — cAr^) 1 


1 — 


,.2 


et par conséquent, si l’on fait 


(58) U 






.0.2 




. . . 1 




on aura 

(69) 


yr-Vîÿ- = ( y(i - - '>* Y ■ 


Cette valeur, mise dans l’équation (29), donne 


( 60 ) 


yi-^ïy' 


9 


TQ dy 


al/cf/'®— ÿ'2 t dæ 

On voit donc que "j/l — e\y^ doit être une fonction rationnelle de x. 
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Il lÉest pas difficile de démontrer cpi’oii satisfera à cette condition, en sup- 
posant que 1 — e\]f s’évanouit pour x = ± on aura alors 



Les équations (24) donneront dans ce cas 


f/= ('■J 9 1 

l CO \ 

[^] 

1 = <^ 1/9 


(-1 

1 CO \ 




auxquelles on satisfera en prenant 


f=r/ 


0 , 


De là il résulte: 

( 62 ) 



=ih, cp 



=.h,(p 


“T] 


y = 



a = 


± 


e.c 

T ■ 


Connaissant ainsi nne solution de l’équation proposée, on aura toutes les 
autres à l’aide des formules (10), (11), (12). Le cas le plus simple est 

celui où « = 0. Alors ou aura, en faisant <'q = c=:l, /? = ' 2 '— > 


l /I I ^ 

j y — (1 + 0 lq_ i’ fi, — Yqp--> 

) = (1 + fi) - , • 


(63) 
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Troisième, cas. Si ^ 1. 


Dans ce cas l’ expression (15) de cp6 deviendra, 

(pO XO — X{û -|— to) -|— X(d — |— c£j) — [— X{6 — ci^ — |— • • • — j— X{6 — |— c£„) — j— X{0 — cc„)- 


Or cette quantité se réduit à zéro pour une valeur quelconque de ce 
dont on pourra se convaincre aisément, en remarquant que cpO doit rester 
le meme en cliangeant 0 en 0-\- œ. 

La fonction (p6 étant égale à zéro, si l’on désigne par (_/’ — g' y) le 
coefficient de x'"~^ dans le premier membre de l’équation (9), on aura, en 
faisant pour abréger 

Fe = X^6-\-X\0^a)^ \-X\d^a,„_,): 


d’où l’on tire, 
(64) 


f —o'y= — (/— uy) F0, 

f'-{-f.Fd 


Maintenant il n’est pas difficile de trouver toutes les solutions relatives 
à ce troisième cas en se servant de l’expression (64). Je ne m’arrêterai pas 
ici à développer les formules mêmes; je vais seulement faire connaître un 
théorème plus général que celui expiimé par les formules (48). 

Thêorhne. On aura 


(65) 


y(r-:î/^)(i 

-«Vf) 

~ y(i (!—«’’ -«0 ~ 

a = k . À — 
n 

, 2w 


* A - * 

n 

• • A 5 Lj 1 A V A .. 

n \ 2n l')i 

II 

r— i 

3 Cl) 

' ^ 2n ' 

■ ■!(»-« y 

II 

‘ n 

/*1 


n étant un nombre entier quelconque, 


d:« 


y(l — .'«“) (1 — e^x^) 


En supposant n impair, la formule (65) est la même que celle que nous 
avons trouvée (48). 

Si l’on fait æ^sin^D, î/=:sinY', on obtiendra 
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( 66 ) 


ciip 


yi- 


a- 


dcp 


■el sin^î/^ yi — cp 
où Ton pourra exprimer la cpiantité yj comme il suit: 


(67) 


ilj = (p-^ arc tang | tang <p . ]/l ■ 
-]- arc tang | tang (p.j/l 


2 - a ( w 
e A 




+ 




1 y - ‘•i 

— e A 


n j 

'i 

2tü] 

li 

n j 

!( 

■n. — 1 


CO 


( 


En supposant w = 2 ou aura 

Ÿ — -|- arc tang (tang <p .^1 — e“ ) , 

ou bien 

tang [xjj — (p) tang (p . )/ 1 — <i' . 

(Voyez Legendre Exercices t. I, p. 84). 

Si l’on suppose n très grand, on aura <à peu près «1 = 0, donc 


■ip z=a j 
J 0 


dep 


yi- 


e‘‘ sin'^ cp 


= arc tang | tang cp. j/l — e^A‘-‘ | 


VUÜ 




Ci -, 7C ni n ù) i 

Soit (pz=z---, on aura = donc 71-^^ = a , donc - 


n I \ 

1 1 w 


là il résulte, en faisant n infini. 


a 7C 71 


/: 


ÿr 


dfp 


■ e" sin-' cp 


V'W 

- / arc tang (tang /|/ ï — ) dx, 

J 0 


De 


Nous avons vu précédemment que le nombre des valeurs inégales de 
rexjDression est toujours fini. On peut dans 

tous les cas trouver ces valeurs comme il suit. 

Soient 


X(6 îiiax) = XOj 

X (0 — j— 92^ ^ 2 ) ^ ^ 1 ) 7 


X {0 7l>^ Oig) X {0 —j— 7ïl^ CCi — j — 771^ ^ 




( 68 ) 
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OÙ Ui , n. 2 , « 3 , ... «v sont les nombres entiers les plus petits possibles qui 
puissent satisfaire à des équations de cette forme, mj, Wg, . . . étant 

(les nombres entiers, qui pourront êti’e différens dans les différentes équations. 
Cela posé, je dis qu’on aura toutes les valeurs inégales de l’expression 
X{0 attribuant à \ toutes les 

valeurs entières et positives respectivement moindres que ... n^. 

En effet, si l’on avait 

X{0 -\-k_j^ n^-^k^ • • • -^k^,' a^)^ = X{6 -\-k^a^-^k.^a.^-]^ • ■ • — |— 

sans avoir ù la fois 

= k.2 =k.ii . . . kj = ky., 

en mettant 0 — \a^ — k-^a^ — • • • — — 7c„/g,„ — 7:,„+iG,„+i — 

au lieu de 0, on en tirera 

7. -j- {k,^ — /c„') ct„] z= X\d (jcî 7ci) -j- • • • -|- , 

oii l’on a supposé (pie — 7c J est la première des quantités k^ — 7c,,’, 7c,,_i 
— 7c',,_i, . . . qui soit différente de zéro. Or en supposant, ce qui est per- 
mis, que — kj soit positif, ce nombre sera en même temps moindre que 
w„,, ce qui est contre l’hypothèse. Le nombre total des valeurs inégales 
de l’expression ^(0 — 7c,^()c,^— j— Ic^cta * * ■ ~}~7Cy(Xy) sera donc eg'al ù 

^ 

car il est clair qu’on n’aura pas de valeurs nouvelles, en attribuant à /c^, 
. hy des valeurs respectivement plus gTandes que rq, . . . rq. 

Le degré de l’équation p — qy = 0 est donc 

m = n^n.^n^ . . . n^. 

Si donc ce degré doit être un nombre premier, on doit avoir v= I et m = n^. 
Les racines de réquation p — q\j = 0 deviendront donc dans ce cas 

kO ^ (%), 1 (^6^ — |— 2 Cf) , . . . .X [é^ "j— — l)cf'], 

k (^0 — I — 72-Oc) kO ^ et (X ^ 7 

m et m' étant deux nombres entiers dont la somme est un nombre pair et 
(pxi n’ont pas un meme diviseur commun avec n. 

On doit remarquer qu’à la même valeur de m répondent toujours plu- 
sieurs solutions différentes du problème général. Le nombre total de ces 
solutions est en général égal à 3 m. 
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On peut de ce qui précède déduire un grand nombre de tliéorèmes re- 
marquables sur les fonctions elliptiques. Parmi ceux-ci on doit distiDguer 
les suivaiis. 


a. Si r équation (1) peut être satisfaite en supposant y== ijj{x) — ~ 

où le degré des fonctions entières et q est égal à un iiombre composé 
77171^ on pourra toujours trouver des fonctions rationnelles cp et f telles 
qu’en faisant 


(09) 


aq = (p’. 

, ?' 

X, 5 

<1 

B. 

il 

— Ll, 

7i ’ 





d,w , 





.^)(1- 

9 ‘ 

-«■''') 


'^'/i 


dx. 


t/(Ï — V 


^V) '7(i-c‘b 




le degré des forictious entières j/ et q' étant égal à l’un des facteurs w, 
et le degré de q>i et étant égal à l’autre. 


b. Quel que soit le degré de l’équation i> — qy = 0, on en pourra tou- 
jours tirer la valeur de x en y à l’aide d’opérations alg-ébriques. Voilà donc 
une classe d’équations qui sont résolubles algébriquement. .Les racines au- 
ront la forme suivante: 

/ 

(70) æ — fonct. ration, [y, r/q rg”'? 

« 1 , ^ 2 , ... Vy étant des nombres premiers entre eux dont le produit est 
égal au degré de l’équation en question, et les r, , rq , ... r,, étant de la 
foi’ine 

(71) b"+^y(i— Cl?/') (1— «ï?/'), 

où ^ et / sont des fonctions entières de y. 

c. 11 y a un cas remarquable du problème général; c’est celui où l’on 
demande toutes les solutions possibles de l’équation 

(ly dx ^ 

On aura à cet égard le tliéorèrne suivant: 



54 
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Si réquation précédente admet une solution algêbriqice en x et y, ÿ 
étant rationnel en x on noiq la quantité constante a doit nécessairement 
avoir la forme 

/'■' + y-7 , 

où. g et désignent deux nombres rationnels, le dernier étant essentielle- 
ment pomiif. Si Ton attribue à a une telle valeur on pourra trouver une 
infinité de valeurs diflérentes pour g et c, qui rendent le problème possible. 
Toutes ces valeurs sont exprimables par des radicaux. 

Si donc on suppose que a soit une quantité réelle il faut quTdle soit 
en meme temps rationnelle. Dans ce cas on sait d’ailleurs qu’on pourra 
satisfaire à l’équation diftérenticlle dont il s’agit, quelles que soient les va- 
leurs des quantités c et e, 

d. Du tliéorème précédent, on peut par un simple .cliaiigoment de va- 
riables déduire celui-ci: 

Si l’équation 

chj (lai 

où. b^ = l — c^, admet une solution algébrique entre x et y, le coefficient 
a doit avoir la forme suivante: 

et fl ayant la même signifteation que précédemment. Si donc on veiit 
que a soit réel il faut qu’il soit égal ù la racine carrée d’une quantité ra- 
tionnelle. Cette condition renqjlie, le problème a une infinité de solutions. 
Comme cas particulier on en déd^iit ce théorème: 

Si en supposant cp et ip réels et le module c moindre que l’unité, l’é- 
(|uation 

(72) ■ = , . *1'... . .,. 

Vl — l>^ sin ^ (/< y 1 — sin ® (p 

a une intégrale algébrique en sin cp et sin ly, il faut nécessairement que a 
soit égal à la racine carrée d’une qxiantité rationnelle et positive. 

Ainsi par exemple, si dans la formule (65) on supjxose e\ = l — e\ 

on aura a — ^n comme nous allons voii-. En faisant 6=2 ^'’ - dans l’ex- 
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pression de //, on trouvera, en vertn de la valeur de /c, ÿ=l, 
donc 


(78) f'v7r-^ï!n = 

J 0 y Jo 




dx 


en remarquant qu’on doit, dans le second membre de l’équation (65), pren- 
dre le signe supérieur depuis x=rO jusqu’à = Cela posé, en re- 
marquant que il est clair qu’on aura 


f--_ 


-^) . 

i 

i 

-êl] 

l «■ 

1 \ »'■ 

1 


1 


y = h. lO .1 


en multipliant c.ette valeur par celle ipie donne la formule (65), on aura, 
en faisant usage de la formule 

+ 0 ) . - 0) = , 1: = , 5-^1. . 


qu’on obtiendra à l’aide du tbéorème 1 ; 


y‘^=r.¥x^ 


1 — e^X^- 


x- 


n 


En faisant maintenant x=])^ — ï, y = z^ — 1, on aura, en supposant p 
réel, pour toutes les valeurs de cette quantité, 

j„ V(H- ~--^) (1 -f- "jn 7(1 -f (1 + ’ 

mais si l’on fait = on aura de même z — -i,-, donc 


; a 


dp 


J 0 V( H- (1+7? J 0 y (1 + />=*) (1 + .^2.^) 

Le premier membre de cette équation est la même ebose que ? et le se- 
cond la même cliose que a ( - , ce qui est facile à pr 

^ Jo y(i-rO(i-<;ïr') ^ ^ 

ver, donc 


ou- 
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CO 

2 ” 



dy 


Cette équation combinée avec (73) donne 


w aco 


c^est-à-dire 



Christiania le 27 mai 1S2S. 



ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 


Astronoiniselio Naclirichto.n, hcvn.us^‘cgpl)un von f^ch^tiwachr, Bd. 7, n" 147. Altona 1829. 


Dans le nmnéro 138 de ce jouvnal j’ai fait voir corumeut ou pourr 
trouver tontes les transformations possil)les, réelles ou imaginaires, d’un 
fonction elliptique proposée. Les modules e, e, 6, pourront être de 
quantités quelcoiupies. Le cas le plus remarquable est celui oîi l’on suj 
pose les modules réels. Dans ce cas le problème général pourra se résoudi 
par une métbode particiilièrc, entièrement différente de celle que nous avor 
donnée dans le mémoire cité. Puisque cette nouvelle métliode est remai 
quable par sa grande simplicité je vais l’indiquer ici en peu de mots. 

Le problème général que nous allons complètement résoudre est 1 
suivant ; 

„Trouver tous les cas possibles oîi l’on pourra satisfaire à l’équatlo 
„difîérentielle ; 

(1) - ''V - =a 

„par une alfjéhriqm entre les variables x et y, en supposai 

„les modules c et c, moindres que l’uuité et le coefficient a réel o 
„imaginairc.” 

En désignant par 10 la fonction inverse do celle-ci; 
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le sorte que x — lÔ^ on aura, en vertu de la formule ( 4 ) du numéro 138 , 
l [( — mu) -|- m'u/'\ — kd, 

)ii les quantités constantes («, «/ sont déterminées par les formules 

: 2 ) 


CO 1 

dm 


2 -J 

0 y(i-.r^y(i- 

172^) ’ 


1 

‘ ^ clæ 


2 -J 

0 y(i_..f2)(i- 


cas que nous c()iEsidéi.’0U8, la (juantité 

CO est réelle. 

On aura en eflet 



o/ r ^ (hn 

+ r‘ 

dx 

2 “"Jo y(l - .r')(î 


y(i_ 7 )(i_. 

i re : 

1 


Cf>' CO 1 -.r 

“1 r - 

dx 

"2" “ 2 “T ^ 

■ Ji y(*^- 

1) (1 — v.Kv^) ’ 


oïl il est clair que le coefficient de ’)/ — ï est une quantité réelle. En fai- 

ouve 


sant X = ) où. = y 1 — , on tri 

+y-T--? 


CO CO 

" 2 ' ~ Y 


CO 


ou 

(S) 


ù) 

'2 


dx 


Jç, y(l- A;^) (l .•«^j 

Le théorème II du numéro 138 donnera donc celui-ci: 

„On satisfera de la manière la plus générale à l’équation 

Xd' = XO 

„en prenant 

( 4 ) 0 ' = ( — 1)”'0 -[- TOCü -j- m'tü y — 1 , 


„où m et m! sont des nombres entiers quelconques, et w et tu deux 
„quantités réelles données par les formules ( 2 ) et ( 3 ).“ 

Gela posé, soit 

( 5 ) /(ÿ, x) = 0 

l’équation algébrique entre y et x qui doit satisfaire à l’équation différentielle 
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(1). Si l’ou fait x::=l6 et jj=zX^Ô'^ oîx 6 et 6' sont deux nouvelles va- 
riables, et la fonction elliptique qui répond au module c,, de sorte que 


(6) 


dy 


V(ï-?) (!-«!?) 


■ = dO' pour y = 1^6 \ 


l’équation (1) deviendra 


dô' — + Cl dO ^ 


d’où l’on tire en intégrant; ê' — f ±aO^ où e e.st une constante. On a 
donc 

y = li{€±aô), 

ou bien, en mettant -j- a, pour + a. 


( 7 ) 


y — -^1 


L’équation (5) entre x et y donnera donc celle-ci 


(8) y [Al (f -[-«<?), io'\ — 0 

qui ne contient que la seule variable et (jui aura lieu (piello que soit la 
valeur de cette quantité. 

Il ne serait pas difficile à l’aide de la formule (8) de trcnivcr la fonc- 
tion mais pour notre objet il suffit de connaître le coefficient « et 

une certaine relation entre les fonctions complètes. Voici comment on y 
parviendra. En mettant 6 -\-2mü) au lieu de et en remarquant qu’en 
vertu de l’éfpiation (4) 

l{0 2mu)) = lO, 

on obtiendra cette autre éqxiation 

(9) y [Al (f -j- 2 lanw -j- crû ) , X6'\ = 0. 

On aura de meme, en mettant <î-|-wuT»f pour <?, où f= |/ — 1, 

(10) / [^1 (* “h '*■ ~h 1 ilé*] = 0. 


Datis ces deux équations m pourra eti-e un nombre entier (quelconque. 
En faisant x — XO ou vent donc (que réequation algéljrifqiie 

y (y, a;) — 0 

est satisfaite eu inettaut pour y nue ([iiautitc quülc()U(|iio do l’uuo dos deux 
formes : 

(é 2 maco -|~ ad ) , (t -j- Quawi aO) ; 

mais m peut avoir une infinité de valotirs, tandis (pio ré(piatioii dont il 
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s’agit n’a qu’un nombre limité de racines; il faut donc qu’on puisse trouve 
deux nombres entiers h et ¥ tels que 

^ ¥(iu) — |— ciO^ Xi {s — ]— 2 kcuu — cid '^ , 

et deux autres v et v' tels que 

(12) a6) = l^{t-\- vaU)i-\~ ad). 

En vertu de la formule (4) ces deux équations donneront respectivement 

i 2¥a(o — 2Jcacu -|- 2ma»^ -[- ]/ — ï , 

v'aüji = raûii -\~ 2jti co^ -j- f t'Co^ j/ — i , 


(13) 


oîx co^ et (üj désignent les valeurs de a» et lo qui répondent au module 
c’est-à-dire qu’on a 


w, 


dx 


(14) 


2 

a, 


dx 


, où = ]/ i 


<■> 

Cl. 


’c V(l-x'-‘)(l-ùlx^) 

Cela posé, les équations (13) donneront, en y mettant v pour 7c' — le et i 
pour r' — r, 

^ m CO. , 

a =: ^ • 

IJ rti • 


(15) 


v' a 


2v O) 
2 


JL El 

v' (Jj 


y= 3 , 


d’oii, en comparant les parties réelles et imaginâmes, 


(16) 


7n co^ (jj^ ^ m' 2|t6 co^ 

V CO v' C) 2v CO v' û) 


Ces deux équations donneront celles-ci: 


(17) 


1 7nni' 

4 TtÂ*' 


1 m'i-i' 

4 mi.1 


Maintenant est une fonction continue de c, donc les équations (17) n 

sauraient avoir lieu que pour des valeurs particulières des modules c et c 
Si donc on suppose c indéterminé il faut que l’une des équations 

(18) = — 0, 
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(19) ' m = = 0 

ait lien. Les équations (15) et (16) se réduiront dans le premier cas à 


V/LL CO 

v'm do 


et dans le second cas à 


— f i.'t/zi’ f 

2 v CO ’ 


I = 

l ‘Si 


1 m'v' (o 
4 f .1 V io 


Mais si la valeur du module c est telle ipie la première des équations (17) 
ait lieu, on doit avoir en même temps 




‘iïl VI to^ 

f / 1.1 OJ^ 


et aloi’s a est donné par l’une des éipiations (15). 

Quant aux nomlires îr, ïr', /f', y, v' il faut les prendre tels que co, 
(« 1 , û), (Di soient, selon leur nature, des cpiantités positives. Si donc ou sup- 
pose, ce qui est permis, v et r' positifs, il faut que m et /y/ soient de 
même signe et m' et /y de signe contraire. On pourra d’ailleurs sans di- 
minuer la généralité supposer m', m et /y' positifs et fi nég-atif. 

De ce qu’on vient de voir on déduit immédiatement ce théorème: 

Théorème I. Pour que l’équation (1) ait une intégrale algébrique en x 
et il faut nécessairement que les modules cq et g soient liés entre eux de 

telle sorte que l’une des deux quantités et ^^4 soit dans un rapport ra- 
tionnel avec c’est-à-dire qu’on doit avoir l’une des équations 

(23) 

^ ^ co^ dû " cOj^ do 

où k et 7c' sont des nombres rationnels. Si la première de ces équations a 
lieu, mais non la seconde, on aura en même temps 


( 24 ) 


55 
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OÙ. â est uïi nombre rationnel. Si la seconde équation a lieu mais non la 
première, on aura en même temps 

(26) a=<>^y=î. 

Enfin si les deux équations (23) ont lieu en même temps, les modules c et 
Cl seront tous deux déterminés, savoir respectivement par les équations 

( 26 ) 

et alors le coefficient a doit avoir la forme 


(27) 


CO ‘ CO ^ ^ 


où d et ’d' sont des nombres rationnels. 


Les conditions indiquées dans ce théorème doivent donc nécessairement 
être remplies pour que l’équation (1) ait une intégrale alg-ébrique. 11 reste 
encore le point le plus important, savoir de déterminer si ces conditions 
sont suffisantes. Or c’est ce que nous allons faire voir à l’aide de la for- 
mule (65) du numéro 138. Cette formule peut facilement être démontrée 
en faisant effectivement la substitution de ?/,• mais il existe une autre dé- 
monstration, tirée de considérations entièrement différentes et que nous allons 
donner ici, en nous servant d’une formule démontrée dans les ^^liecherches 
sur les fonctions elliptiques}'' Il s’agit de la formule (185) de ce mémoire 
{Crelle’s Journal fur die reine und angewaiidte Matbematik, Bd. 2, p. 176), 
savoir 


(28) 

OÙ 


A 


oo 

0 




1 + 






(29) 


arc 


co' ir. 



les quantités co' et co' étant données par les équations 
(30) 


co' 

r 

dæ 


lo y(i— 

x‘^) (1 -f e^x^) 

& 

1 

r_ 

dx 

2 

lo V(l — 

eKx^) (1 + x^) 


On a de pins 
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( 3 1 ) fa = 

où X est lié à a pai’ l’équation 

-L 


(32) 


dæ 


ilï—x^)ll+ëKv^) 


Si l’on fait e = — ==^ “T’ ^ oii- ti’ouvera 


10 

Y 


J CO a' , C3 CO' CO 

■■O J] - 2 “— 


da = — h 


dy 


d’où 




y = ^ 


CO a 

Y~~Tn 


maintenant l’équation x = ’)/l — f donne ^ = ')/l — æ’*=/ct, donc 

A . f CO a ] 

/a = x\^j- 

d’ofi, en mettant Z» ^ — /la à la place de «, 


ir r 


(38) 


Aa =y h 


CO 


ha 


Cela posé, si roii pose dans la forirnile (28) h — ha au lieu de 


on trouvera, après quelques réductions fiiciles, 

(34) 

OÙ 

(35) 


^ (1 — * î ") (1 — (1 — «'“'''•^) (1 — (1 — • • • 

La— A + ,. 7 .) (1 q_ (1 + +F7.'i) ; ’ 


an: 


et A une quantité indépendante de a. Si l’on fait pour abréger , 

l_«-2x 


(36') 

on aura donc 
(36) la=:A.^p 


1 -|- 


■i//(æ), 


_ 




Si l’on fait maintenant successivement 
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^ + ^+1^, ... ^ + . 


m aura les valeiu’s de Xô^ 
3 ixsemble donneront sur le cliamp 


I i I \ 

^ ^ ^ qui multipliées 


37) xe.i e^— a e 


x{ô-{~- 


= A” . 1// ~ . I// ((Oj + — <)') • i/'(2 CO, ()') , 

OÙ Ton a fait pour abréger 

(88) <> = 10’ ^ = 

01 * si l’on jjose clans la formule (36) le module c, au lieu de c, et si l’on 
désigne les valeurs coi-respondantes de 

16, (O, tü, A 


respectivement par 




il viendra 


l^a = A^.ipa~- yj{(o^ + «) -^ • — “) • 


Le second membre de la formule (37) est donc la meme cliose que 

A, 

— P^’-’ conséquent on aura la formule suivante: 


:39) 


W.l dA-~ .1 e-]-— ... A ^4- 


ette équation a donc toujours lieu si le module c, est tel cpie 


c3j n a 


juel que soit d’ailleurs le nombre entier, n. 

Si l’on fait A^ = £c, Ai[-^^]=y, on aura l’équation 


ôs^dd, 


5 ^ui par conséquent est satisfaite par l’expression algébrique 
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(42) 




X 0- 


n — 1 


' U) 


La valeur de y est toujours une fonction algébrique de x. En effet, si n 
est un nombre impair, on a 


(43) 


Ji 




e)- 

— 

r^hizlA) 

\n J 


\ ‘i 11 ! 


1 — c 2.;13 . 1 " ..,,2 

. Vi y 


•1 T w> / îi 1 CO 

1 —C-À- —;- 


2 9i 


et si n est un nombre pair 


(44) y=~\.x- 


X^ 


f n — 2 0) 
2 n 


■ æ. 




1 

\u J 


V 2 y 


Vî— 


Considérons maintenant les trois cas de notre problème général. 


Premkr cm. Si a est râel. 

Dans ce cas on doit avoir*, comme nous l’avons vu, a: 


:d 


(3j <3j^ 


V (3 ’ 


oïl /f. et sont des nombres entiers; l’ériuation proposée deviendra 

dy J» <3,^ d.7: 


(45) 


On doit avoir de plus — h = ■— , m et n étant entiers. Si l’on 

^ (3^ and 

fait x — X{r'U)6) et y=X^{fi'îU^9)j 0 étant une nouvelle variable, l’équation 
(45) sera satisfaite, car les deux membres se réduiront à /.iw^dô. Pour avoir 
une intégrale en æ et y il faut donc éliminer 6 des deux équations 

(40) x — X (vCüô) ; y = X ^ ^)- 

Nous allons voir que le résultat de l’élimination sera une équation algébrique 
en X et y. 

Soit G un nouveau module et désignons par 

X' 6 (x>'.f w'j Â! 

les valeurs correspondantes de 


(Ü, CO, A. 


Cela posé, si l’on suppose le module g' tel que 


iù' 1 W 

’f3' n "â 


en vertu de la formule (39j, en mettant fwôw au lieu de 0 


on aura 
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A' 


t7) l'{f.tvîo'd) = -^l{uvwd) . l j f.ivwê-{-— ... A I ^irwO -1 — wj ; 


laintenant, ayant 


co' 1 O) , w, m Cl) . io' 1 co^ 

— — — — et -J- ::r ’ on en tire — r = 


(3' n a <3j n a 


G)' 7)1 ( 3 , 


onc la même fonnnle donnera 

18) l\^u.yw'e) = ^XXuyw^e) . ( f,yw^6-^^\ . . . X.ipvùi^e + • 


m égalant entre elles ces deux expressions de X'[^.yu)'6) et faisant pour 
bréger 

49) yûiû = (1, — dj, 

L viendra 


50) 


^ (’^di) . Il I y$i 4- -J ) • • • 


11 

m — 1 


m 


w. 


Le premier membre de cette équation est une fonction algébrique de 
.(,ud) et le second une fonction algébrique de Ai(î/di) ; mais À(/(.d) est à son 
our une fonction algébrique de ld = æ, et Xi(v(h) fonction algébrique 
Le Aidj— y. Donc enfin les deux membres de l’équation (50) sont respecti- 
vement des fonctions algébriques de x et de y. Donc cette équation expi'ime 
'intégrale cbercbée en æ et y de l’équation difi’érentielle (45). Pour en avoir 
’intégTale complète il suffit d’ajouter à d ou à dj une quantité constante 
.rbitraire. Quant aux quantités A et A^ on doit remarquer qu’on a 

51) 4 = 4^, A, — -~- 

V<! ' Vq 

’our donner un exemple, supposons qu’on démande une intégrale alg-ébriipie 
e l’équation, 

dy dx 


ans le cas oîi = On aura alors ii = v —1. m — 2, n=B. L’é- 

<j)^ ^ Û) ' ' ^ ^ 

uation (50) deviendra donc 



— Cl . lidj . Al |di -|- -g-j , 


cy^.Ad. A d-f-| 
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c’est-à-dire : 

Second cas. Si aV — 1 est réel. 

Dans ce cas on doit avoir, d’après l’équation (25), a=:-^ — 1 , (.i 

et V étant entiers. On doit avoir de ineine . L’équation pro- 

£0,^ n 10 ^ ^ 

posée (1) deviendra 

V io y — Y dy dx 

®i y(ï — — ^‘ï.!/0 ^(1 — (i — 

Pour réduire ce cas au précédent, il suffit de faire æ = ■, z étant 

une nouvelle variable; on aura alors - = ]/ — 1 . j 

h étant égal à |/ ï — c^, et par suite l’écpiation (52) deviendra 

d,y f.1 dz 

■V(l-y^(l-oly^^ V y(l-^0(l-y=*^“)’ 

dont l’intégrale algébrique est exprimé par la forinule (50) en y faisant 

2 = ^(1= - . et mettant tô au lieu do w. 

ix^ — 1 

Supposons par excnqdc qu’il s’agisse de trouver une intégrale algébrique 
de l’équation 

% _ ■|/_ ^ d.'i! 

dans le cas où Ayant ft, = v=-l et w = 2, »=], l’équation 

(50) deviendra 

|/ h . là' = Cl . A] (d'i) . Il I di -f- j , 
ou, eu remettant les valeurs de id et A,^di, 

yï— 7" _V/> ’>■ 

y I — chY '’i — i- 
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Troisième cas. Si 




Dans ce cas on doit avoir, en vertu du théorème I, a = — 4- -V — |/ — 1 , 

" ' V & ^ V fri ^ ^ 


V CO 


/A, P, v' étant des nombres entiers. L’équation proposée deviendra donc 


( 53 ) 


dy 




' V Û v' CO ^ 


dx 


y(T—x^ (i — G^'u^ 


et cette équation sera toujours intégrable algébriquement. En effet comme 
on a 


O, 


lû^ 1 <3 

6) cd^ k' CO 


h' et h étant des nombres rationnels, on pourra, en vertu de ce que nous 
venons de voir dans les deux premiers cas, satisfaire algébriquement aux 
équations 

dz f.1 dx 

~ “7 '(ÿ ’ 

dv f-i' y P dx 

v' CO ^ -/(i _ 

Par là réquation (53) deviendra 

dy dz I dv 

on y satisfera, comme on sait, en prenant 

y(i— z>^)(i— c*-ü ^) + V yyrir^j'p:— 

l — c\zW^ 

En substituant les valeurs de v et z en ce, on aura une intégrale de l’é- 
quation, algébrique en æ et y. 

Nous avons ainsi démontré que les conditions nécessaires exposées dans 
le théorème I sont en même temps suffisantes. 

D’après ce qui a été exposé dans le premier cas, on a immédiatement 
ce théorème: 

Pour que deux fonctions elliptiques réelles F(g\ ô')^ F(g^ ô) puissent 
être réduites l’une à l’autre, il est nécessaire et il suffit qu’on ait entre les 
fonctions complètes F^[g), F^(h), F^{g')., F^(b') cette relation : 


( 54 ) y = 
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(55) n.F\c').F\b)=m.F\h').F\ô), 

où m et n sont des noinlires entiers. Si cette condition est remplie, on 
pourra établir nue relation algébrique entre sin 6' et sin 6 telle que 


(56) 




où h est un nombre rationnel. On pourra ajouter que dans le cas où ^ = 1, 
6' est lié à d par l’équation; 


(57) 


0' -j- arctang (ff/ tang ^0 “h ' ‘ ' ~l~ arctang tang 6') 

I = ^ -|- arc tang (o, tang 6) -)-••• “h tang (a,i_i tang 6 ) , 

. sont des quantités constantes données par les for- 


I 


, = yi — sin^ 6*^, 


ou «2 . . . «1 , «2 
mules 

(58) 

l C'F = 1^1 — c "sin" 6^ 
après avoir déterminé 6^, et 6^' de telle suite que 


(59), 


Tpi 


r - 

de 

(6}_ 

n 

/« yi - 


~‘^-FHg') — 


r 

de 

m ^ ^ 

m ^ 

i 

> 

O 



En prenant n=l ou aura la formule (67) du numéro 138. 

Il y a un cas du problème général qui mérite d’être remarqué; c’est 
celui où l’on suppose les deux modules égaux entre eux, en d’autres termes, 
où l’on demande tous les cas dans lesquels il sera possible d’intégrer algé- 
briquement l’équation diflérentielle 

(60) ''7 


a- 


- c VO V(ï - 

On a dans ce cas (o' = tu, w' = tJ)^ et par conséquent les équations (15) 
deviendront 


•tn , in' t3 ;/ , /.i' 2(.i CO q 

/ ■ /r. y -*• ’ 


a= 

V ' CO ^ 


et de là 


ni f .1 


m' Co 


î V (() 


v' (O 


Zf.L O) 

v' do 
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Si l’on vent qne a soit réel, on a a=^ — i vi' = /li = 0] dans ce cas bn 

n’anra aucune condition pour la valeur de c, qui peut être quelconque, mais 

on voit que a doit être un nombre rationnel. Si au contraire on admet des 

• • 11 ot'c3 2fÀ. cù 

valeurs imaginaires de a, le module c doit etre tel que — — 

on tire de là 

w 1 1 / m'v' 

(S 2 ’ i-iv 


En vertu de cette expression la valeur, de a deviendra 


Soit — = yk , 


a = 

on aura 


^ j“ t/ . -j/ny 

v' v' ^ (.IV ^ 




kj âj d’ pouvant désigTier des nombres rationnels quelconques. Ou voit que 
pour que l’équation (60) soit intégrable algébriqueineiit en supposant a ima- 
ginaire, il est nécessaire et il suffit que l’on ait 


^=yk, o=Æ+ry*:.y-i; 

k est essentiellement positif. 

On pourra exprimer le module c en produits infinis comme il suit: 

y- 1 — 1 — 1 _ g_6«l/F 

' i_l_e-7ryï" i_j_«-3/cyr 1 _j_ g-s.^yr 

On tire cette expression de la formule (34), en j faisant a = -^- et remar- 
quant que = yic , et J, = • On aura en même temps le module h 

par cette formule 

Tt 3/r. 571 

^ ziK ' ■ ■ 

l^e 1-fe 1 + e 

Il suit encore de ce qui précède que si le module c a la valeur ci-dessus, 
l’équation 

— fg' Yk 
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ei-a toujours intégrable algébriquement, quels que soient les nombres ration- 
lels h et h'^ pourvu que k soit positif. 

Il y a encore beaucoup de choses à dire sur la transformation des 
onctions elliptiques. On trouvera des développemens ultérieurs sur cette 
natière, ainsi que sur la théorie des fonctions elliptiques en général, dans 
in mémoire qui va paraître dans le Journal de M. Crelle. 


Christiania le 25 septembre 1828. 


XXL 


REMARQUES SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES D’UNE CERTAINE 
SORTE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Journal filr (lia reine und angowandte Matliematik, herausgegeLcn von Crellc, Bd. 3, Berlin 1828, 


1 . 

Si ipx désigne la fonction elliptique la plus générale, c’est-à-dire si 



où r est une fonction l’ationnelle quelconque de x, et E une fonction entière 
de la même variable, qui ne passe pas le quatrième degré, cette fonction a, 
comme on sait, la propriété très i-emarquable, que la somme d’un nombre 
quelconque de ces fonctions peut être exprimée par une seule fonction de la 
même forme, en y ajoutant une cei'taine expression algébrique et logaritli- 
mique. 

Il semble qire dans la tbéorie des fonctions trancendantes les géomètres 
se sont bornés aux fonctions de cette forme. Cependant il existe encore 
pour une classe très étendue d’autres fonctions une propriété analogue à 
celle des fonctions elliptiques. 

Je veux parler des fonctions qui peuvent être regardées comme iniégra- 
les de différentielles algébriques quelconques. Si l’on ne peut pas exprimer 
la somme d’un nombre quelconque de fonctions données par une seule fonc- 
tion de la même espèce, comme dans le cas des fonctions elliptiques, au 
moins on pourra exprimer dans tous les cas une pareille somme par la 
somme d’un nombre déterminé d’autres fonctions de la même nature ([ue 
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les premières, en y ajoutant une certaine expression algébrique et log-arith- 
mique*). Noiis démontrerons cettè propriété dans l’un des cahiers suivans 
de ce journal. Pour le moment je vais considérer un cas particulier, qui 
embrasse les fonctions elliptiques, savoir celui des fonctions contemxes dans 
la formule 


( 1 ) 


yjx 


_ Crdx 

'~J YR 


5 


R étant nne fonction rationnelle et entière quelconque, et r une fonction 
rationnelle. 


2 . 


Nous allons d’abord établir le tliéorèine suivant: 


Thêorhne I. Soit cpx une fonction entière de décoinposêe d\ine ma- 
nière guelcongiie en deux facteurs entiers cppx et cp^x^ de sorte que cpx = 
(p^x.cp^x. Soit fx une autre fonction entière quelconque^ et 


( 2 ) 



fai . dx 
(ai — a) y cp,v 


? 


où a est lone quantité coîistanfe quelconque. Désignons par r/q, , . . . 

<^0 5 ^15 <^27 • • • quantités quelconques^ dont Vune au moins soit variable. 
Cela poséj si Von fait 


( 3 ) 




= A{x — X,) {x — «a) (æ — cTs) . . . (ce — x ^) , 


oîi A ne dé'pend 'j^>as de æ, je dis qu'on aura 


(4) -j- -|- fgi/zæg -|- • • • 

— _ Iy loo- « +. • • •_ ± _l (7 

V (fo. (a^ -|- cq cc 61^0!”) Vy, et — "f~ cc -(- • • • -|- V u 

• .1 

OÙ G est une quantité eonsiante^ et r le eoeffieient de — dans le développe- 

’ ai 

ment de la fonction 

fir (ffi„ H- g, Æ H h Vyi Æ + (« 0 + « i-*» H 1 - « wÆ ”*) 

(æ — a)^iqx ^ (a„ + a, Æ -| 1- a„x‘‘') V y i — (c„ + c, « -j 1- c„ V f /)^ x 

suivant les qmissances descendantes de x. Les quantités , €2 ? • • • V 


J^ai présenté xm mémoire sur ces fonctions a Facaclémie royale des sciences de 
Paris vers la fin de Fannée 182(3. 
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égales à -j~ 1 ou h — 1, et le^irs valeurs dépendent de celles des quantités 

/y* rv* ry* 

^ • 

Désignons le premier membre de l’équation (3) par Fx^ et faisons pour 
I dx~a^-\-a-^x-\-a. 2 X^^ • • • 

I 6 -^X = Cq — [— G-iX -|— C 2 X'' -]— • • • -]— , 

Fx~(dxY (piX — { 6 ixY<p 2 X. 

Cela posé, soit x l’une quelconque des quantités ^ 1 , 0 : 2 ,... on aui-a l’é- 
quation 

(7) - Fx = 0. 

De là, en difiérentiant, on tire 

(8) F'x.dx-\-SFx=zO^ 

en désignant par F'x la dérivée de Fx par rapport à a?, et par dFx la 
différentielle de la même fonction par rapport aux quantités «o ? <^'2 ? ••• 

Cq , Cl , C 2 , . . . Or, en remarquant que cp^x et (p^x sont indépendans de 
ces dernières variables, l’équation (6) doirnera 

(9) â Fx = 26x. cp^x . dOx — 2 B^x . cp^x . âO^x, 
donc en veidu de (8) 

(10) F'x.dx = 2 B^x.(p 2 X.â 6 iX — 2 Bx.(pxX . âBx. 

Maintenant, ayairt Fx 0 = {Bxy (p^x — {B^xYcp^x^ on en tire 

(11) x = e 6 iX Ï<P 2®, 

OÙ e=:,+ l. De là il vient 

dx.(pi^x = s 0 i^xy(p^x.(p 2 X = 6 6 ixY(px, 

Bj^x . (p^x = sBx^ (p^x . (piX = eBxy (px^ 
donc l’expression de F'x.dx pourra être mise sous la forme 

(12) F'x.dx =:2t.{Bx .ôB^x — BxX.âBx)y (px. 

ix 1 1 

Cela donne, en multipliant par a -—= , 

fx . àx 2fx (Sx .ôS^x — S^x, ôSx) 

(x — a) y cpx — d) F'x 


abréger 

( 5 ) 

nous aurons 

( 6 ) 


( 18 ) 
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En faisant poui’ abrégei* 

(14') X{x)=z‘2.fx{dx.<J6^x — ô^x.âOx), 

il viendra 


( 14 ) 


fâs . dx 


Xx 


(x — a) V q)x — a) F' x 

Xx étant une fonction e7iiière par rapport à x. 

Désignons par 2Tx la quantité 

Fx^ H- Fx.j, , 

et reiuarquons que Téquation (14) subsiste encore, en mettant runc quelcon- 
que des quantités , . . , au lieu de x ; cette équation donnera 

fx,dx Xx 


(15) 


^ 


(,„ _ a) F'x 


(Jv. 


(x — a) y ffx 

Cela posé, on pourra cliasser sans difficulté les cpiautités x ^ , x .^ , • • • du 
second nienibre. 

En effet, cpielle cpie soit la fonction entière Â;r, on peut supposer 
(16) lx = (x — a)lyX-\-la^ 


lire étant une fonction entière do x. savoir — — • 

’ M — a 


En substituant cette 


Sv = JE + la JE V ■ 

T^ 'x ' ( æ - — a) F'x 


valeur dans (15), il viendra 
(16') 

Maintenant on axira, d’après une formule connue, 

en remarquant que l’on a 

Fa — A{a — aq) (a — ... (a — ; 


donc 

(18) 


âv. 


1 a I 1,^ .1 

i'n I 


Fa 


F'x 


1 , x 


Il reste à trouver JE-^^1,'^ • Or cela peut se faire à l’aide delà formule (17). 


En effet, en développant ^ ^ selon les puissances descendantes de- a, il 


viendra 
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19) 


1 

Fa 


a 


F' 


a 


1 ^ 




F'x 


/VJ Tù 


1 


où l’on voit que ^ Fv coefficient de dans le dévelop- 

a 


1 


h 


lenient de -4—5 ou bien à celui de — dans le développement de -p— • De 


X, X 


à on voit aisément que fonction quelconque entière 

le æ, sera égal au coefficient de ^ dans le développement de la fonction 

% X 1 

selon les puissances ascendantes de Si pour abréger on désigne 

3 e coefficient relatif à une fonction quelconque ?*, développable de cette ina- 
lière, par 77r, on aura 

;20) :E^=.n^. 

Dr la formule (16), en divisant par (æ — a)Fx, donne 

;2i) n- 


Xx 


(x — a) Fæ 


Fæ ’ 


en remarquant que U 
^16') de Sv deviendra 


Xa 


{x — a)Fx 


est toujours égal à zéro. Donc Texpression 




Xx 


-r - -QF_Fc^ 

Vlaintenant on a (14') 

Xx = 'ifx . (ûx .âô^x — O^x . âOx ) , 
ionc, en mettant a au lieu de æ, 

Xa — 2/a . {Sa . 8 6[a — ^^a . SQoi ) . 

Un. substituant ces expressions dans la valeur de 8v^ et mettant pour Fa 
;a valeur {day (p^a — (dia)^^ 2 a, on obtiendra 


âv. 


i fa . (Oa ■ < 1^1 G — ft^a. âSa') 
{6ay . f^a—(6^aY .(f^a 


y- n y 


2fx Ou; . (î 6^ X — ;i; . d 6x 


v — a (Oui) ^ . yij ,v — (0^ ic) ^ ai 


)n trouvera aisément l’intégrale de cette expression ; cai*, en remarquant que 
"a, (p^a, ^^a, /ce, x — a, qi^x, (p^x sont des quantités constantes, on aura, 
n vertu de la formule 
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r P dq — g dp ^ P -j/„i _j_ ^ y „ ^ 

J p^m — q^-n ~ 2 V wn ' 


(23) v = G log 

y (pa 6a'^ (pj^a — p^a 


ijj 


+ n 

U f ^ ^ 

J (x—a)'Vfpx 

(*) _ 

J (« — a)y(fæ 


{le — à)i(px ^ dxVcpj^x — 


Or réquation (15) donne 

donc en faisant 

(2"^) T V“/ I , . /- 

— a) y cfâ 

et désignant par Sj , «^ , • • • des quantités de la forme ± 1 , on aura la 
formule 


(25) 


«1 f aji + e^ipx.^ -f fgî/zæs [- s^ipx^ 


Iqo- 

Y (pa ^ 6aY (PiCc — 6^aY p^cc 


I f£ /■'*' O^Y PiX,-\- X Y Pi a; ^ 

(x — a)Y px ^ 6xY Pi^ — 6^xY p^x 


qui s’accorde parfaitement avec la formule (4). 

Les valeurs de «i, ne sont pas arbitraires; elles dépendent 

de la grandeur de Xj , , . . . , et celle-ci est déterminée par l’équation 


6x^ p^x = e6ix\ (p^x ^ 

équivalente aux éqxxatious 


(26) j/c/î^Xi ; dx^'^ (ppx^ = f^6iX.iy(p.^x.^\ . . . 

ex^']/(p,x^ = s^d^x^]/(p,x^. 

D’ailleurs les quantités fg, . . . e.^ conserveront les mêmes valeurs pour 
toutes les valeurs de Xi , x^ , . . . x^ , comprises entre certaines limites. Il 
en sera de même de la constante C. 


3. 

La démonstration précédente suppose toutes les quantités Xj , x^ , . . . x^ 
différentes entre elles, car dans le cas contraire F'x serait égal à zéro pour 
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un certain nombre de valeurs de æ, et alors le second membre de la for- 
mule (14) se présenterait sous la forme Néanmoins il est évident que 
la formule (25) subsistera encore dans le cas où plusieurs des quantités «i, 
sont égales entre elles. 

En faisant = on aura (26) 

dxi y = «1 dj^Xy y = fa y 952^^1 5 

et cela donne, en supposant que ô^x.Kp^x et 6x.(piX n’aient pas de diviseur 
commun, 

«2 = «1 • 

En vertu de cette remarque on aura le théorème suivant: 

Théorème IL Si Von fait 

(27) {Oxfqi-^x — {6-^xy(p.iX — A{x — a;i)”'(a: — cCa)™- . . . (æ — æ^)’"'“, 

les fonctions entières ôx.cp^x et O^x.cp^x n’ayant pas de diviseur commun^ 
on aura 


e^miipX;^-\- s^m^ifjx^-f Sç^niç^ipx^-f • • • -f s^^m^^ifjx^ 


m 


= G 


.A 


log 


ôaY cp^a O^aV cp^a 


y cpa ® OaV cp^a — ^i<^V % 


+ 77 


fæ 


log 


^ 6 X y cp^ X + y (p2 ^ 


(æ — a) Y (px 0 X Y (pi Y % •'Î2 


Si Ton suppose fx divisible par x — a, oi\ aura fa = 0^ donc en 
mettant (x — a)fx au lieu de fx^ il viendra: 

Théorème III. Les choses éiœif sujp^iosêes les mêmes qiie clans le Thé- 
orème II, si Von fait 

r fx . dx 

J '-VW’ 

fx étant une fonction entière quelconque^ on aura 
(29) fiTOii/zaîi -[- fgTOgt/'Xa -|- • • • 


(74_ U loe- b' (px H- V <7 2 

y cpx dx y (p^ X — (9^ X y cp^ x 
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5. 


Si dans la formule (28) on suppose le degré de la fonction entière 
f{x) moindre que la moitié de celui de cpx^ il est clair que la partie du 
second membre affectée du signe 77, s’évanouira. Donc on aura ce théorème : 

Théorème IV. Si le degré de la fonction entière {fxf est moindre que 
celui de cpx^ et si Von fait 

— f 

J (æ — cc)V (pæ 

-f 

= C — ■ loo- + ^ 1 » . 

f Cf a ^ 6ai/ cf-^a — ô^aV cp^^a 


■IpX : 


on aura 

(30) s^myXpXy -[- e^m^qjx.^ -j- 


6 . 

En faisant fa=l dans le tbéoi'ème précédent et différentiant h — 1 
fois de suite, on aura le théorème suivant; 

Théorème V. Si Von fait 


xpx 


^ r d,* 

J (ce — ayVcpcc 


on aura 

e^ni^xpxj, -f- 


G-, 


1 fZ*— 1 [ 1 âftl/fynja q- 


1.2... (7 — 1) 


cpa 


6a V (fj^a — Z*, O y cp^a 


7. 


Si dans le théorème III on suppose le degré de {fxf moindre que ce- 
lui de cpx diminué de- deux unités, le second membre se réduit h une con- 
stante. Cela donne aisément le théorème qui suit: 

Théorème VI. Si Voxi désigne par xpx la fonction 



(éo -j- (îiÆ -|- 


1 


V / r — 1 

OU V = — 2 1 

ioujows 


si y est impair^ 


et X'' : 


V 

2 


si V est fxadr, on aura 
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(31) — constante. 

On voit que v' a la même valeur pour v = 2m — 1 et pour y = 2m, savoir 
v' z=m — 2. 


8. 


Soit maintenant 


ifix 


/ rdx 
y cpx 


r étant une fonction rationnelle quelconque de x. 
de r, on pourra toujours faire 

/i-'g I ■fg-'g I 


(32) 


zfx- 


(x — ' {x — « 2 ) 


Quelle que soit la forme 

f 03 X 

{x Cïfj,) '‘LO 


/£c, fiX, /scr, . . . f,^x étant des fonctions entières. Cela posé, il est clair 
qu’en vertu des théorèmes III et V, on aura le suivant: 

Thêor'ème VII. Quelle que soit la fonction rationnelle r exprimée par 
la formule (32), en faisant 

(33) xjjx=(^ et = yx 

J y (fx Sxy cp^x — S^xYcp^x ’ 

on aura toujours 




(84) 


1 //i«i 1 

'l\ daf-^ [ vfcq 


y cpæ 

d’‘-3-i I f^a, , 

log- 

Vfa^ 


Tk^ 

1 


I .fo>a,o 

en représentant par Th le produit 1 . 2 . 3 . . . (Zc — 1). 


'^ogxcco 


9. 

Nous avons considéré précédemment les quantités x^, x^, ... comme 
des fonctions de «o > <*2 ; • • • , Ci , c^, . . . Supposons maintenant qu’un 

certain nombre des quantités x^, æ^, . . . soient données et regardées 
comme des variables indépendantes; et soient cCi, . . . x^, ces quantités. 
Aloi'S il faut déterminer «q, ce^, . . . Co, Cj, . . . de manière que le premier 
membre de l’équation (3) soit divisible par 
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{x — x^{x — x.^ . . . (x — 

Cela ce fera à l’aide des équations (26). Les /</ premières équations, 

dx^ = «1 • ^1»! , 

6x.^ ^ (piXi = fg . 6j^x^ 

6x^. y (p,x^. = . 6px^, y 

donneront ,u’ des quantités «a, «i, • • • Co, Ci , ... exprimées en fonction 
rationnelle des autres et de æj, æ^, . . . æ^,, y^, y^æâ, . . . y^æ^. 

Le nombre des indéterminées Uo , a, , . . . a„ , Co , c, , . . . est égal à 
m-[-«-|-2; donc, comme il est aisé de le voir par la forme des équations 
(3 5), on pourra faire p/ = Cela posé, en substituant les valeurs 

de Æq, ai, . . . Oq, Cl, . . . dans les fonctions 6*1», . . ., la fonction en- 
tière [6xy (pj^x — (d^xy (p./x deviendra divisible par 

(a: — Xi)(x — a^a) . . . (x — æ^,). 

En désignant le quotient par li, ou aiira 

(36) B = A{x — x^,+,){x — x^.+^) . . . (x — x^). 

Donc les quantités seront les racines dune 

équation, I{=0, du degré p — p/, dont tous les coefficiens sont exprimés 
rationnellement par les quantités æ^, , y 95X1, y^Xj, . . . 

ycpx^.. 

Faisons 


fj £3 fg . 

• • 

= 1, 

«^,+l = «^,+2= • • 

— '■ ~ 


/y» rv* ^ ry 

•^^,+1 7 *^^,+2 

xy . . . 


il 

4 - 

II 

+ 

2 / 2 , . 

=yv, 


on aura, en désignant par yj (x) la fonction / — = ) 

J y (px 

(3 7) ^ tpXi-^ipx. 2 -{ 1-- i//x^, — fx^' — -i/zx/ — ... — ipxy 

] — V+C/’l/i — V+aV'i/a — V+aV'i/s 

OÙ. V est line expression algébrique et logaritbmiqTie. Les quantités Xj, x^, 
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. . . ; x-l , ccg', . . . sont des quantités variables quelconques, et t/, , î/ 2 , 

. . . y^, seront déterminables à l’aide d’une équation du degré v'. 

Maintenant nous verrons qu’on pourra toujours rendre v' indépendant 
du nombre des fonctions données. En effet, cbercbons la plus petite 

valeur de v'. En supposant indéterminées toutes les quantités «o , , . . . Co , 

q, . . ., il est clair que sera ég-al à l’y-n des deux nombres 2n-\-v^ et 
2'm-\-v^^ iq et représentant les degrés des fonctions (p^x, cp.^x. Soit par 
exemple 

pi — 2 71 — j— iq , 

on doit avoir en même temps 

= ou > 2m jq , 

d’où, en ajoutant, on tire 

I I q “b q 

fl = o\\> m-\- n -[- -i-g — == ; 


or 

donc 


v' = fl — fl' = fl — m — n — 1 . 


= ou > i+Ji 


— 1 , 


ou bien, en désignant le degré de ipx par r. 


( 88 ) 


r 7 , 

V = OU > -g 1- 


On voit par là que la plus petite valeur de v' est ^ - ou ~ — 1, selon 

que V est impair ou pair. Donc cette valeur est indépendante du nombre 
fjii-\-fii des fonctions données; elle est précisément la même que le nombre 
total des coefficiens do, d,, dj, . . . dans le sixième tliéorème. On aura 
maintenant ce théorème; 


'Théorhne VIII. Soit yjx = / où r est une fo7ieiion ratioivnelle 

quelconque de x, et cpx une fonction entière du degré 2v — 1 ou 2 y, et 
soient «i, * 2 , . . . æ/, xf ... des variables données. Cela piosé, 

quel que soit le nombre fi^-\-fi^ des variables., on pourra toujours trouver, 
au moyen diune équation algébrique, v — 1 quantités y,^, y.^, ... tel- 
les que 

I yjx^-\-yjx,^-\- • ■ . -\-y,x^^ — yjx^ — yjx^ — f 

1 + «2 '*/’y2 + • • • + f ^-1 7 


(39) 
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V étant algébrique et logarithmique^ et £j , 5 • • • ^>-1 égaux à -j- 1 om 

à —1. 

On peut ajouter que les fonctions yxi y^-, . . . restent les mêmes, 
quelle que soit la forme de la fonction rationnelle r, et que la fonction v 
ne cliange pas de valeur en ajoutant à r . une fonction entière quelconque 
du degré v — 2. 


10 . 


Les équations ( 35 ) qui déterminent les quantités «o, a,, . . . Co, . . 
deviendront 


(40) 


y 91*1 = ^1*1 y 92*1, dx-^ y 91*/ = — ^i*i'y92*/, 

^* 2 y 9 i *2 = ^1*2 y 92*2, ^*2' y 91*2' = — cp ^ x ^' ^ 


{ ^*^_y9i*^,=0i*^,,y92*i.,, (p,x^,/ = — o^x^,'y . 

Pour déterminer £,, £25 • • • ^r-11 on aura les équations; 

[ y</’i!/i =— y», 

J %2 y » =— «2 ^1^2 y», 


( 42 ) 


dyr-i y^ l2/v-l = — «v-l ^lyr-X y WJy-1 • 

Les fonctions ^1, 2/35 ■ • • y,’-i ^^ont les racines de l’équation 

(fiuY • (PtU — (J^xvY ■ (M _ __ 


0 . 


h — ‘^‘1) O — • • • (y — -v, ) (y — ‘' à') (y — 'h') • ■ • (y — -^v/) 

et celui de Oiy est 


Le degré de la fonction Oy est n 
m = n -|- j^i — V. 


. — 1 
2 


11 . 

La formule ( 39 ) a lieu si plusieurs des quantités *1, *2) • • • • ■ • 

sont égales entre elles, mais dans ce cas les équations ( 40 ) ne suffisent plus 
pour déterminer les quantités , «i , . . . Co , c, , . . . ; car si par exemple ^ 
*i=ra;2 = • • • = *4, les h premières des équations ( 40 ) deviendront iden- 
tiques. Pour avoir les équations nécessaires dans ce cas, posons pour abréger 
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dx. [/(/)!» — 0-^X.^(p2X = lX. 

“k/X 

L’expression j^ -_x y valeur finie en faisant x = Xy. On en 

déduit, d’après les princijies du calcul différentiel, les /c équations 

( 43 ) = 0 , l'x^ = 0 , X''x^ ^ 0 , . . . = 0 , 

et ce sont elles qu’il faut substituer à la place des équations 

Aæ, 0, Xx^ = 0, . . . Xx^. = 0, 

dans le cas où aq = = • • • =Xf.. 


XXII. 


SUR LE N(JMBRE DES TRANSFORMATIONS DIFFERENTES QU’ON PEUT 
FAIRE SUBIR A UNE FONCTION ELLIPTIQUE PAR LA SUBSTITUTION 
D’UNE FONCTION RATIONNELLE DONT LE DEGRÉ EST UN NOMBRE 

PREMIER DONNÉ. 


Journal für die reine und aiigewandto Matlieinatik, lieniiis^c{j;'<d)en von Crtlk, Bd. ,‘3, Berlin 1828. 


Soit pour abréger 

(1) .y’* = (1 - (1 - .y- = (1 - (1 - c'hf) 

et supposons qu’on satisfasse à l’équation différentielle 

( 2 ) ^ = 

eu y substituant pour y une fonction rationnelle de x de la forme 

/ON Ao -|“ -‘'b''- “b • • ■ ~b 

-/lu ‘'y “b • • • “b 

où %n~\-l est un nundirc preuxier, et où l’un aii moins des eoefticiens 
et e«t dittérent de zéro. En supposant, ce rpii est permis, la fraction 

précédente réduite à sa plus simple expression, noiis dirons que se trans- 

fonne en a par la substitution d’une fonction du degré 2n-\-l. 

Il s’agit maintenant de trouver toutes les valeurs diftérentes de y qui i-é- 
pondent à la même valeur de 

. . w (Ix cü' r ‘ dx 

2 = .-J 2 = . J 
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et qii’oii désigne par lO une fonction de telle que 


d0=^ pour x = Xe, 

et en outre 

A(0) = 0, 

il suit innnédiatenient de ce que j’ai dit sur le problème général de la trans- 
formation des fonctions elliptiques dans le n® 138 du journal d’astronomie 
de M. Schumacher*)^ qu’on satisfei’a de la manière la plus générale à l’équa- 
tion = dans le cas où — 0, en pi’euant 


y=za 


A- 1. 


Â Ci 


l 2 2 r-i 


X - 

% 2 .)ia 


’ (1 — G'^V^a . [1 — . /i’^] ... [1 — ^ . iü’^\ ’ 


( 5 ) 


^2n + l 


a L X -g' -[-Sa 


CO 


-\-na 


a 






J \la.l{2a) . . . X(na)Y^ 


où. a est une quantité de la forme 

7nù)-{-m'cü' 

(®) “ = "a+ T'’ 

m et m' étant deux entiers. Maintenant, ayant trouvé cette solution, il suit 
encore de la formule .(51) du mémoire cité que toutes les autres valeurs de 

y seront de la forme j y étant donné par (5), f\ f-, g-, g' étant 

des quantités constantes qui doivent satisfaire à l’équation 


( 7 ) 


9+.f 


9'+f 


-,x 


9—f 


•/ 


-,x 


9 + «7 

7' +7/' 


; æ 


' 9 — of 

— (1 — x^) (1 




Cette équation donne vingt-quatre systèmes de valeurs différentes. On trouve 
ainsi qu’à cbaque valeur de a répondent 24 valeurs de y et douze valeurs 
du module c . Mais comine les valeurs de y sont deux à deux égales, mais 
de signes contraires, nous n’en compterons que douze. Par la même raison 
nous réduirons le nombre des valeurs de c' à six. Cela posé, si l’on fait 
pour abréger: 


*) Mémoire XIX de cette édition. 
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) î' = H ^ “ Æ) ■ ■ • ( 1 ~ 4?=)) ’ .»■) . . . [1 _ cV(n«)x'] ; 

c’‘^- X 1^2 — ]— o: I . . . ^ I *2 — [— wcc I 5 ^ -— c”"'’’' [lc£ . X(2 es) . . . X(?îc«)]^, 


on trouvera aisément ces valeurs coiTespondantes des trois quantités c', a, y: 

(9) _ 



I. 

II. 

111. 

IV. 


V. VI. 

c/ — 

2 

« 5 

1 

(rïi)' 


[1 — £i\2 (1 + £»Y 

\ 1 -|- «M ’ il £2 / 

a = 

±b 

£ 

1+ 

±^~(i+f)\; 

+ À 

1 + 

i+styi, +^(i— £?.)^î. 


[ ^ P 

j € V ^ 

€ V 

(ï P 

1 -|- £ V jr Ôp 

1 £ + 

1 — j- £2 

V jr^ô'pi 1 — si 1’ + à P i 

y = 

1 1 U 

^ e P 

1 — 

V 

i — e + dp ’ 

1 e P + d p ’ 

1 — si 

V ip dpi 1 -j- si î’ + dpi 




(où 

«•=-)/- ï). 




On voit qu’à chaque valeur de c/ correspondent deux valeurs dilféren- 
tes de la fonction y. Maintenant si l’on attribue aux nombres m et on' des 
valeurs entières quelconques, on aura toutes les solutions possibles de notre 
problème. Or parmi ces solutions il n’y aura qu’un nombre fini qui soient 
différentes entre elles. Cherchons d’abord les solutions différentes qui répon- 

dent au premier cas, savoir c' = é' et y = --^- Pour les trouver, soit 

a' une valeur do a et désignons les valeurs correspondantes de ;/, ji, d, 
£ par y', j/, v', d', e'. Cela posé, il est évident que si y' doit être égal à 
+ ?/, on doit avoir 

P =p, V =v, -p = + -• 

Or en vertu de l’équation (8) on ne pourra avoir p' =p^ à moins que les 
quantités X^cc, X^(2a), . . . l\oia) ne soient, quoique dans un ordre différent, 
égales à celles-ci ; 

X^(2a'), . . . 

Soit donc 

l^a' = 

oh est moindre que n. On en tire Xa' — ±X{fia), d’oh, en vei-tu du thé- 
orème II du n® 138 du journal d’astronomie. 
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a' =■ Tc(o -\- h'io' + jua , 

où k et k' désignent des nombres entiers quelconques. Cela donne 

a) — fia)^ 

et puisque l\6 = et que 272-1-1 est un nombre premier, 
il s’ensuit que 

v' = v^ ô' = â^ e' = £. 


Donc les solutions qui répondent à a et a' sont précisément égales en- 
tre elles. 

mit) 


Soit d’abord m' = 0 en sorte que 


Si l’on fait 7c' = 0 , et 


“ 2w-l-l 

qu’on détermine les nombres k et u de manière à satisfaire à l’équation 

|tt)M 1 


7c + 


2n -fl 2n -f 1 


on aura 


10 


2m - fl 


On voit par là que la solution qui répond à a = est la meme que 

celle qui i-épond à « = quel que soit m. 

Supposons maintenant m' différent de zéro, on aura 


Cl — kco -j — k oj' i 


ni/.uo -f ni'/.ico' 


2m - f 1 


Si l’on détermine les deux nombres entiers p et 7c' par l’équation 

Ht'p 1 

^ a 

et k par celle-ci: 


7»/ r. _ 

- 2M'+ i “ 2 m+ 1 ’ 


7c + 


fjin 


2m - fl 2 m - fl 
OÙ y est positif et ruoiudre que on aura 

/ w' + VCO 

a _ . 

On voit j)ar là, que pour obtenir toutes les valeurs différentes de v et 
il suffit de donner à a les valeurs: 


ù) 


ù) 


cü'J-f - ù) eu' 4- 2 CO 


O)' -|- 2n(o 


2fh — |— 1 2 fl — j~ 1 2 fl — P 1 2n — P 1 2 fl — P 1 


( 10 ) 
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Or toutes les solutions ainsi obtenues seront effectivement différentes entre 
elles; car si l’on attribue à « et à a' deux valeurs differentes de la série 
(10), il est clair qu’on ne pourra satisfaire à l’équation 


a' = h(o -|- h'io' ± fia, 

qui exprime une condition nécessaire de l’identité des deux solutions qui 
répondent à a et à a'. 

Donc le nombre des solutions différentes qui répondent à ^ • L est 

2n-\-2. Maintenant si l’on attribue à a toutes les valeurs (10), les formu- 
les (9) donneront 12 (2 «.-[-2) solutions, et il est évident que toutes les 
12(2«-l-2) valeurs correspondantes de y seront nécessairement différentes 
entre elles. Cependant il ne répond à ces 24(«-|-l) solutions que 12(w-]-l) 
valeurs du module. 11 faut observer que la conclusion précédente n’a pas 
lieu pour le cas particulier où ra — 0. En effet, dans ce cas y n’aura que' 
douze valeurs différentes, car les deux valeurs a = to, a = eu', auxquelles 
dans ce cas se réduisent les quantités (10), donneront pour y une même 
valeur, savoir y = x. Il faut remarepier également que le module c ne doit 

pas avoir les valeiirs zéro ou un. Dans ces cas la fonction j -j- n’est plus 

une fonction elliptique, mais circulaire ou logarithmique. 

On pourra mettre les huit dernières valeurs de y (9) sous une autre 
forme qui est h (pichpies égards plus . élégante. En effet on pourra démon- 
trer qu’on a 


( 11 ) 


' — <^}> = (1 — y <'0 (1 — 2/qæ’|/ o-|-c.æ^) (1 — 2Aqæ ^ c, ex"-) . . . 

. . . {1 — c. c.x^) ^ 

I — ()'y>y~l =(1 — ;'r. (/— c) (1 — 27;:/ u-'j/— o — c.r^) ( \ —2hJ —c—c-x^) . . . 

. . . — -c — ex^). 


En changeant le signe de æ, on aura des expressions semblables pour 
v S 'P et V -]- (J 'P y — 1 . Les ciuantités 7^^ , \ , Ts,, , . . . 7c„ sont données 
par la formule 

/q, _ 


On a pareillement 


'V — 1. -P' 


5 


J (6) désignant la quantité 
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suit LE NOMBEE DES TEANSPOEMATIOES DIFFÉRENTES etc. 


^ + y(l — 4* (9) (1 — 6) . 


Donc le numéi'ateur et le dénominateur de la fraction (3), qui exprime 
la valeur de se trouvent décomposés en facteurs dans tous les cas. 

Dans le cas où le module c est moindre que l’unité, les équations (9), 
nous font voir que généralement les modules des transformées sont imagi- 
naires, excepté ceux qui répondent à 


a 


10 

2n+ 1 


et à 


lo' — 10 


et en même temps à l’une des solutions I, II, III, IV. Il n’y a donc que 
huit modules réels. Si l’on ne désire que ceux qui sont moindres que l’unité, 
on n’en aura que quatre. Cependant il pourra arriver, c ayant des valeurs 
particulières, qu’un plus grand nombre des modules transformés soient réels. 
Je ferai voir dans une autre occasion, comment on pourra trouver toutes 
ces valeurs particulières. Pour le moment je ferai connaître une manière 
d’exprimer toutes les valeurs du module c' à l’aide de produits infinis. 

Si G est moindre que l’unité, w sera une quantité réelle, co' au contraire 
sera imaginaire; car on a 


1 1 



c’est-à-dire que, si l’on fait 


où 

on aura 





dx 


w' z=(X)-\- W ^ 1 , 


(JO étant une quantité réelle comme w. Cela posé, les 2«-|-2 valeurs de a 
deviendront : 

CO CO Côi (2n 1) co 

2M-f 1 ’ 2WPT’ ■ ■ ■ ï 

A la place de ces valeurs on pourra amssi mettre celles-ci: 


CO (J)% Col — |— ^ co CÔZ 4c co Col --j— 4t'}lCO 

2w-)- 1 ’ 2^7+T’ 2nfi-r’ 
où f = y — 1 . 


7 
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En faisant c — 1 , e ; 


(formule 189 t. II^ p. 17 7 ^ et mettant en- 


suite hco et l)Lo au lieu de œ et to, et enfin a=:.h ^ ? on trouvera 

U 


lB=fa^ et la formule donnera après qiielcpies réductions faciles, 


(12) l^ = ^^:]/</.sin 


ou (l- 


e 


l-2q^CQs[-^~-6]+q 


1 - 25 '. COS 


1— 2g^cos 


+ 7^ 


1—2 COS 


'■iTt 




Pour calculer la valeur de £ d’après l’équation (8), il suffit de clierclier 
les valeurs de au moyen de la 


formule précédente, et de les multiplier ensuite entre elles. Si l’on fait d’a- 

CO 


bord a ■■ 


2n -f- 1 

(13) s = 2.yq 

De même si l’on fait 


on trouvera aisénient 




ce 


et si l’on pose pour abréger 


CO I — 1~ 2 j.ico 
“2^ + 1 ‘ 


2n-\- 

on parviendra à cette formule: 


di — cos + y — i • sin ; 


2w + l 


(14) 


:2 


4 

. Edi ' . 


1 -}- . <7^“+^) 1 -f . f»+l) I 

\ 1 + ((îe‘ . j 


Donc on voit que pour avoir toutes les valeurs de £, il suffit de substituer 
dans l’expression 

(15) ■ O 'i/iv / 1 + <7^ . _ V- + '2'^“ 


■ 2 y Cl 


111 1 

au lieu de les 2n-j-2 valeurs d^ . . . df‘2^’*^^ 

1, di, dj, ... étant les racines de l’équation d^'‘'''' = l. Deux seulement 


*) Voyez p. 347 de cotte édition. 
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SÜE LE NOMBRE DES ÏKATSFOEMATIONS DIFFÉEENÏES etc. 


[es valeurs de 


e et q 


2n + l 


sont réelles, savoir celles 
c’est-à-dire à 


qui répondent à la substitution 


a 


CO 


et 


col 

^ = "27^+1 


Il suit encore des formules précédentes que toutes les 2n-^2 valeurs 
le 6 sont nécessairement différentes entre elles, excepté peut-être pour cer- 
aines valeurs particulières du module c. Ayant trouvé les valeurs de f, on 
tura celles du module o' à l’aide des équations (9). Il est à remarquer que 
’expression (15) est précisément la valeur de comme on peut le voil- 
ai faisant Q = ^ • Dans le cas où l’on suppose y de la forme ? le 

nodule c' sera égal à d’après les formules (9), donc |/c/=-£. Par con- 
équent dans ce cas le module c se cliangera successivement dans toutes les 
aleiirs du module si l’on remplace dans la formule 


16) 


fc = 2.fq. 


(1 + î! 

\lTq 


1 + q^ 


? 


2n-j-l 2n-|-l 

par yq, â^yq, d\y q, . . . Sf^q. 

Ce tliéorènie s’accorde parfaitement avec le tliéorèmc énoncé par M. 
’aœhi dans le tome III. p. 193 de ce journal. Seulement à l’endroit cité 
i fonction de q^ qui exprime la valeur de |/c, est présentée sous une autre 
)rme. Donc on trouverait immédiatement le théorème de ce géomètre, si 
on pouvait parvenir à démontrer l’identité des deux fonctions 




i i'-fg' 


l±..t 

i + 


1 25 

1 + ^îZ + ^!Z'^ + 22''H 


On pourra encore démontrer qu’on 
lettant dans la foianule 


18) 


yc=. 


l — r i_,. 

1 ■ r_|_7 


aura les 2 n -|- 2 valeurs de 


l—r- 


c', en 


2w— j— 1 

!S quantités |/r, di l/r 


10 

- _• ;c 

isignant la quantité e " . 


3)1+1 ^’*+l 

|/î’, au lieu de r, la lettre r 
Cette quantité est liée à q par l’équation 


^ ) L^«. I ^ 


JlJJLil J-ZJJUKJ i V-HAiiUA lO JL^XX? T J2/ it JlixN i XLiO etC. 




Pour avoir la valeur du coefficient a il faut connaitre celle de d (8). 
Or on pourra la déduire aisément de la formule (12), en y faisant ô = a, 
2a, ... na. On trouve de cette manière que les valeurs de d qui répondent 
respectivement à 

CO Qi CO côi 4:ouo 

“ 2ir+ T ’ 2n+l ’ "2n+ 1 ’ ■ ■ ■ “2w+ 1 ’ 


sont égales à colles que prend rexpression 



Sn+l 29i-fl 2«+l 

en y substituant au lieu de ç les valeurs VîZ? 
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THEOREME GENERAL SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIP- 


TIQUES DE LA SECONDE ET DE LA TROISIÈME ESPÈCE. 


Journal fur die reino und aiigewaiidte Mathcmatik, lierausgegebcn von Qrdle, Bd. 3, .Berlin 1828. 


Si une intégrale algébrique /(î/,æ)=;0 satisfait à l’équation 

dïj dx 




a . 


on aura toujours 

j' A + 


dic 


■/(i-.rÈiir-cv) 


(ly 




TTÏT ' Y(^^--V-y^ 


. -f/cJogU, 


oîi M, n sont des quantités données, A\ B\ m, k des quantités constantes, 
fonctions des premières, et p une certaine fonction algébrique de y et x. Il 
est très remarquable que les paramètres m et % sont liés entre eux par la 
même équation que y et æ, savoir f{m^n) = Q. Dans le cas où h est in- 
fini, le premier membre deviendra seulement une fonction de la seconde 
espèce, et dans ce cas on pourra démontrer que 


(«) 





dœ 




=JiA'-\-By) 


dy 






où V est une fonction algébrique des variables x et y. 

Au reste il est aisé de démontrer la formule (a). Il n’y a qu’à difi'é- 
rentier l’équation 




dæ 


-h 


dy 


— J y(i_ÿ2)(i — c'v) 


par rappoi’t au module c. Je me réserve de donner dans un autre mémoire 
des développemens plus étendus sur le théorème ci-dessus. 



XXIY. 


NOTE SUE QUELQUES FOEMULES ELLIPTIQUES. 


Journal filr dio reine imd aiigewandte Matlieinatik, lierausgegeben von Crcïle^ Bd. 4, Berlin 1829. 


Dans le second tome de ce jounial j’ai donné plusieurs formules pour 
le développement des fonctions ya, /c, JPa, dans le cas où les modules e 
et c sont réels. Il sera facile d’en déduire des formules analogues pour le 
cas où est luve quantité négative, comme nous allons voir. 

Soit pour plus de simplicité c=l. Cela posé, si l’on fait 


Xa=f\-^ ha , où h 


( 1 ) 

on trouvera aisément, par la définition de la fonction /, qu’on a 

en faisant 


dx 




X~Xa et c 




Donc le modixle c est plus petit que l’unité, et comme on a 6 = ]/ 1 — c’* , h 
sera son complément. 

On ti’ouvera aussi 


10 


( 8 ) 


’T 

"/■ 



dæ 

1) i 




-«vj Jo Vl 

— sin^ 


dx 

-hf 

do 

yci-:. 


j„ yi 

— A 2 ^ 


59 "^ 
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NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


i l’on fait 


n aura encore 


fc en faisant 


= A"a = Z»jF|-^ — ôajj 


de ^ P 


yi — sin^y 


Q a, en vertu de (3) 


iü CO 


Cü 6) 


, œ = hco\ w = bco'. 


Considérons maintenant d’abord la formule (185) p. 170*), qui donne 
1 valeur de fa. Poiir en déduire celle de la fonction Xa, il suffit de 


lettre "2 b a à la place de a. Faisons donc « = -2 

bréger, 

8) ^ = 6 ®', r — e ®' : 

dors la formule (185) donne sur le cbamp 

Xff =A. IJ^ _|_ _ ç-1 ,.ra+i)â 


— bô, et posons pour 


— (1+C(1H-^'^ )--- 

~(1— r)(l— r»)... 


)r on a 


(1 _ ,.^”>+1)^ — (çr”‘ — r”‘+i)® = (1 — (1 — 


lar conséquent l’expression de Xô deviendra, en développant. 


X6 = Â. 


__ )]_ — — ^ —, ^ —2 Qi 2 ^ ^ ^ X ^ "“2 4 

iqr^ ■ r+çv ■ 1 + • 1 _p 


Lvec la même facilité on tirera des deux fonnules (184) et (186), en y 


lisant a = -^ bd, 


NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


( 10 ) 


X'6 = A'. 


. ( 1 - r) (1 - r) (1 - (1 - =» ) . . . ^ 

1 + (1 + (i + ■••' 


ni'l l" f) A" + ’’)(! + g (1 -|- (1 4- g ^r^).. . 

^IXJ AO— . 1 _,_ (1 + (1 + ç-2,.^) (1 + (1 + . . . > 


où A! ^ A" sont donnés par les formules 

( 12 ) 

(18) 


yjr __ ( 14 -r^)(l+r^)(l+,.o )... 

* — (l_r)(l— î’S)(l — r“)...’ 


1/T7' _ (l +^-^)(l + ^‘^)(l + ^ '^ )--- 
* ~ (i + r) (1 H- r») (1 + r^) . . .' 


On poui’ra trouver pour A^ A\ A" d’autres expressions beaucoiip plus 
pies et qui donneront des formules très remarquables. 

Si l’on fait, dans la fonnule (9), 0 = on aura 


=f[Y^ 

donc en substituant, 


Vl + e-‘ 1 , , 

}. — — — , et o“ = e 

e c ^ 


— :i i , ;r 


— r 


■=A 


1 + ,.» 

1 — r ï — r'^ 1 — v'’ 


c’est-à-dire, en vertu de la formule (8'), 

6* 

d’où 


A\ 


A = 


ÿ c 


Cl/ (d' 

En faisant, dans l’expression de l'ô, 6> — -|- • x on a 


X'ê = — (p 


G)i 

2‘ 


,« ^ , et (> = — r. 


donc 


— 4^'ï y r - J- I— , 

d’où l’on tire, en vertu de l’équation (12) , 


A!-. 


4 

‘iii 


\ bf 
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NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


Enfin si l’on fait dans la formule (11) ô = -^> on trouvera 
donc 


'0 = yi — c‘^ = b, 


A" = ^. 

2Vr 


et par suite 


En comparant ces valeurs de A, A" à celles données plus haut, on en 
déduira ces formules: 


(14) 

(15) 

( 16 ) 


y< 


1 _.,. 1_,.8 


' 1 + r 1 H- r» 1 + 


dont l’une est une suite des deux autres. 

Si dans l’expression de 16 on fait = ajirès avoir divisé les deux 
membres par 

1 2 \ 

1 — (> ’ 


a 


U 


et qu’on remarque que -^-=1, pour é? = 0, on obtiendra 


(17) 


,V- i/æî' (l_,.2)(l_r4)(l — 7*«)... 
• y ,c ~ (r+7.a) ( 1 -:|: ,V4) (1 qZ 7S) ; 


4 

De là on tire, en substituant la valeur de (/ c : 


/ 181 _ (1 + ") (1 - (1 + (1 - ^*) • • • 
y ,c~ (ï _ r) (r+ r^) (r-I'r») ( 1 + r ^:: . 

= (1 +r)^ ( 1 4 -r»)" (1 + r’-'Y ... x (1 — r') (1 — r^) (1 — ■?•«) . . . 

= [( 1 + ’■) ( 1 + (1 H " • (1 “h 4 ~ (1 + ’■■'’) • ■ • 

x(l— ?■)(!— r')(l — r^)... 


A l’aide des formules (16, 14, 18) il est facile de trouver l’expression des 
produits infinis 
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"l” ’') (^4' '"') (1 “h’'4 ■ - ■ , (1 — ’■){! — ^'4(1 — r“) . . . . 

En effet, si l’on fait pour abréger 

j P = (l+r)(l + r-)(l+, 
(P'=(l+,.>)(l+r‘)(l+r«)..., 

et qu’on ait égard à la formule 


( 19 ) 


s.bV “ — (1 “h ’’) (1 + (1 + ■'■“) 


(1 _,.ay(rz;75)..: 

les formules (14, 16) douueroiit sur le champ 


:P.P\ 


F' 


fï = V2.yr. ^ 


d’où l’ou tire 

( 20 ) 


24 


N. hiv 


P' 


(> 24 _ 

Va . yi 1 

' ‘6 12 * 8 

y2.yü y y 


Ou Cüimait donc les produits P et P'. Eu les umltipliaut entre eux, 
viendra 


(21) 


(1 -f- r) (1 -f- r®) (1 -|- T®) (1 -|- P) 


12 

y A 


■ Ü __ 24__ 

y’âc.yr 


De même la formule (18) donne, en substituant les valeurs de P, P\ 
)/®; = P’. P'. (l-r)(l-, ■>)(!-. ,-■) . . ., 


et de là: 
( 22 ) 


(1 _ ,.) (1 _ ,.>) (1 - ,■>) , . . = . y ^, 

yâ.yr 


fbnnule due à M. Jaeohi (Tome III. p. 193, où ce géoiîiètre en présent 
plusieiu's autres très remarquables et très élégantes). 

Des formules démontrées précédemment on peut aisément en tirer u 
grand nombre d’autres. Eu voici quelques unes des plus remarquables. 

Si l’on fait pour abréger 


(23) 

on aura 


472 


NOTE SUE QUELQUES FOKMULES ELLIPTIQUES. 


Vs • sinæ . 

(25) A' |-^£c| = 2 CGsaî . 


1 — 2^^ COS 2ûj 4" <2^ 

1 — 2q cos 2 ^-|- 2 ^ 
1 4-2^^cos27C-|- 

1 — 2 q cos 2ct’ -j“ 


1 — 2q^GOS 2x -f- q^ 
1 — 2q^ cos 2x-\- q^ 

1 -f- cos 2x 4" q^ 
1 — 2q^ COS 2x + q^ 


(26) 



1 4- 2 qG 0 ^ 2 æ -\- q^ 1 + 2q^ cos 2x + q^ 
1 — 2^ COS 2x -\-q^ i — 2q^ cos 2x 4- q^ 


Ces formules ont été déduites respectivement des formules (11, 10, 9), eu 
cliangeaiit c en ô, et en faisant ensuite 




En comparant ces valeurs à celles que M. Jacohi a données pour les 
mêmes fonctions à l’endroit cité, on parviendra à des résultats remarquables. 
Ainsi, en faisant dans la formule (3) de M. Jacohi^ h = c^ on aura 

1 4 " 2(2 Go^2x-\-2q'^ cos4Æ’-f-2(2^ cos 6 æ’-4 • • • 

1 — 2q cos2t^’4-2(2'^ cos 4 a* — 2q^ cos 6 a* 4- • • * 

(1 4~2<2 cos 2a’4-<2^) (1 4“ 2(2^ cos 2a - f- (2^) + 2^2*"^ cos 2 a* - j- • • ■ 

(1 — 2q cos2a4“2^) (1 — cos2a*4-(20 (1 — 2(2^ cos2a'4- (2^^) * • * 



formule qui doit avoir lieu pour des valeurs quelconques réelles de x et <2? 
en supposant q moindre que runité. 

En prenant les logarithmes des valeurs de etc., on trouvera après 

quelques réductions faciles: 


(28) log Z “ ^ 1 = log 2 — 4- log c — { -|- log sin a; 


. + 2 ( cos 2æ . + 1 cos 4x . + 1 cos 6æ . -f • • 

(29) ; log- A' 1 4 ^ log 2 + {- log h — 1 log c — -I .-T + log cos æ 

+ 2 [ cos 2x . -I- l- cos 4x . ^ cos Crx . + • • 

(30) log A" ( — æ I = 1 log 5 4 1 cos 2 x . cos 6 x . -|- . . 


ÿ- ' - i — 2' 

En faisant x = 0^ on trouvera : 

(31) log ( 4 ) = 8 . 1 + i • léiY' + i ■ îAp H 



JS’^OTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 
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(32) lug 


.V . — 2 log 2 4- 4 [ i;- — 4 . — ^ — -1- - 

^ 0 / « r 2- 1 + ^3 4 - 0-1 


^1+^3 


= 8 


I -{- • j- 


1 _4_ 

5 • 1 _ ,;,lü "T 


Eli posant dans les fomuiles (206) et (207) t. II, p. 180*); «=1 — on 

'jZ 

ti’onvera les expressions suivantes: 

“ • f • f — h • f 5 ^ “h ■ ■ ■ 1 ’ 

CM ' ^ \ 1 — q ' 1 — q-‘ ^ 1 — q^ ' j 

<1 


1 \ 

1 4^17 q 

il ' 1 


1 - • 


l J 

' C (l/ 

( x] 


]li-[ 


' G 0)' 


! æ . , , -1- cos 5 X . , { — = -U . . . . 


Oes formules sont peut-ctre les plus simples qu’on puisse trouver pour ex- 
primer les fonctions elliptiques en quantités connues. 

Voici encore deux autres formules qu’on déduira des équations (204) 

et (205) t. II, p. 179*), en y faisant a = -^^ — wx: 


(35) 

(36) 


* ("'*) = 7* 


i" («''*) = a' 


•X y.i— « 

1 + r 


,1 *«)•/) élé 

+ :i+-, 

x .«j.... 5*1 X 

rj » 3 J) j 5 .» 3— 

3u: _|_ ,y 

“+ 1 - 

1 —r ~ 

1 — r» 


î 


J 


î' désignant la même chose que jirécédemment. 

Il est à remarquer que les quantités r et cq sont liées entre elles par 
l’équation : 

(3 7) log r . log q = 


A l’aide des expressions des modules g et /; données plus haut, on 
pourra trouver une relation générale entre les modules de deux fonctions 
elliptiques qui sont réductibles l’ime à l’autre. En effet on pourra démon- 
trer, comme je l’ai fait dans un des derniers numéros des „Astronomische 
Nachrichten“**), (pic si deux fonctions elliptiques réelles 


(38) 




(Uy 


yi- 


*shV(ÿ' 


\ 


•; P. 350 de cette édition. 
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NOïIî SUR QUELQUES FORMUIÆS ELLIPTIQUES. 


ont les modules c et c' sont moindres que runité, sont réductibles l’une à 
autre à l’aide d’une relation algébrique entre sin^ et sin^’, on peut trou- 
er deux nombres entiers m et n, tels que l’équation 


39) w. T- 

Jo yi — Jo y 


ilB 


yi— i'^si 


sin^ 


r d(9 f ^jdê 
Jo yi — Jo yï — c'^sin^fl 


oit satisfaite; b' est le complément de c', savoir h' — ^ 1 — r/"*. 

Si cette condition est remplie, on pourra toujours déterminer siu 6' al- 
gébriquement en sin 6 de sorte que 

40) F{c\6') = a.F{c,d), 

)îi a est un coefficient constant. 

Cela posé, désignons par co", tô", /, q' les valeurs de ni', to', q qui 
•épondent au module c', on aura en vertu de la formule (14) 

_(i 

y - (r+7o7i + y-ï) (ï + y ^) . . . ’ 

(û" 

étant égal à e . Mais l’équation (39) donne 


10 n CO 

"a" Fï'àÿ 


lonc 

‘.’est-à-dire que 




lonc on a ce théorème : 

Une fonction elliptique réelle étant proposée, si son module c est donné 
)ar la formule: 


41) 




in aura le module de toute autre fonction elliptique réelle, réductible à la 

n 

)remière, en mettant au lieu de r la puissance r“, où n et m sont deux 
Lombres entiers et positifs quelconques; autrement dit, on aura, en désignant 
lar c' le module de la nouvelle fonction. 


NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


(42) 

Eu faisant 

(43) 




1 + ^2 1 + 2 " l + 2 « 

1 + q + + ' ’’ 


on aura encore la fonïiule suivante; 
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(44) y? _ y 2 . ( y ^) « . i +„+; . .L+ + ” . l±i^ .... 

1 + ^’» 1 + 2 ' « 1 + 2 ’’ ” 

Dans le cas particulier où le module e est y^-, ou a w'=z(o\ donc 

r = e~'' = q. 

De là il suit que le module o de totite fonction elliptique réelle, qui est ré- 


r do 

ductible à la fonction / est donné par la formule; 

JoVl — " 


(45) P 


1 — fi J — fi 1 — e — V*-' 

1 _|- fi-ft-< ■ 1 ■ 1 _{ri+f>+'’ 


ür/. 


y 2 . 


1 + e ■“ 1 + c f‘ 1 + e 

/r. * S/f. 

1 + e + 1 + 1 + e. 


5/1. 


oi\ ti est un nombre rationnel quelconque. 

D’ailleurs, dans ce cas r, pourra tou.jours être exprimé en termes finis 
à l’aide de radicaux. 

Hi l’on suppose //r=c, on a e' = hj (u"^=tO', îd" — (u'’, mais 


<(> 


'til iO (O 


doue 


a ^ n ^ ‘ 


De là nous (îoncluons; • 

Si deux fimetions elliptiques réelles dont les modules sont complémens 
l’un de l’autre, sont réductibles entre elles, le module sera donné par la 
. formule; 

1 e—!rV~f/ 1 — e-3.T>+ 1 — 


(40) 


y. 


t _l_ ,>— 35' f/* 1 _l_ S-' y /< 


60 * 
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NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


; SOIT complément h par celle-ci: 


L7) 


yz . 




3/r 


5n: 


■Tt 3.7. 

y 1 _L V 


1 + e 1 + e yf^ 1 + e 

b. est im nombre rationnel quelconque. 

Nous ajouterons qu’on a en même temps 

i8) F{h,6') = h]U,.F{c,e\ 


b IC 

7? 


5 


ù h est un autre nombre rationnel. Cela donne immédiatement le tbéorèmc 
nivant : 

Si l’équation différentielle 
. dy dx 

St intégrable algébriquement, il faut nécessairement que le coefficient a soit 
gai h la racine carrée d’un nombre rationnel et positifs en supposant que 
es quantités J., B, C, a soient réelles ; et si a est de cette forme, on pourra 
rouver une infinité de valeurs convenables pour J., £, C. 

Nous tei’minerons ces remarques par la démonstration d’une formule 
.ui-ieusej^ qu’on tire de la première des équations (20), savoir de la formule 

24 

(1 + r) (1 + r*) (!+>)...= y 2. 

^hc 

]n y cliangeant c en h se changera en ç, et r en donc: 

24 _ 

y hc 

In comparant ces formules, on voit que l’équation 

50) • • • ='i^(l + !Z)(l + 2'T(l + iZ”) • • • ^ 

y r y g’ 

lieu toutes les fois quelles quantités r et q sont moindres que- l’unité et 
ées entre elles par l’équation 

log r . logg' = 71^. 


NOTE SUR QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 
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Il existe un gTand nombue de relations semblables entre ^ c* 
exemple la suivante : 

4 _____ 4 

j/ log y . = }/log Y • (i + 2 4“ 2* + 3’'* +•••)) 

qui est due à M. Cauchy (Exercices de mathématiques). On pourra la dé- 
duire de la formule 

)/-^=r 1 + 22-1-22" -f 23^-1 , 

donnée par M. Jacoh\ en y changeant c en h. 



XXY. 


MÉMOIRE SUR UNE CLASSE PARTICULIÈRE D'ÉQUATIONS RÉSOLUBLES 

ALGÉBRIQUEMENT. 


Journal flir die reine und angewandtc Matheinatik, herausgegeben von Crellc, Bd. 4, Berlin 1820. 


Quoique la résolution algébrique des équations ne soit pas possît)le en 
général, il y a néanmoins des équations pai'ticulières de tous les degrés qui 
admettent une telle résolution. Telles sont par exeniple les équations de 
la forme œ" — 1 = 0. La résolution de ces équations est fondée sxir certai- 
nes relations qui existent entre les racines. J’ai clierclié à généraliser cette 
méthode en supposant que deux racines d’une équation donnée soient telle- 
ment liées entre elles, qu’on puisse exprimer rationnellement l’une par l’autre, 
et je suis parveim à ce résultat, qu’une telle équation peut toujours être ré- 
solue à l’aide d’un cei-tain nombre d’équations moins élevées. Il y a même 
des cas où l’on peut résoudre algébrûiueinent l’équation donnée elle-même. 
Celfv arrive par exemple toutes les fois que, l’équation donnée étant irrédiu;- 
tible, son degré est un nombre premier. La même cbose a encore lieu si 
toutes les racines d’une équation peuvent être exprimées par 

æ, où 0’‘a: = æ, 

6x étant une fonction rationnelle de a:, et O^x, d^x, . . . des fonctions de la 
même fonne que 6x, prise deux fois, trois fois, etc. 

r^n 2 . 

L’équation -^ = 0, où n est un nombi’e premier, est dans ce cas; 

car en désignant par a une racine primitive poixr le module «, on peut, 
comme on sait, exprimer les n — I racines par 
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æ, æ“, æ"”, . . . æ“” où x“” "==:x,. 


c’est-à-dire, en faisant x“ — 6x, par 

X, dx, 6^x, ô^x, . . . où d”~^x = x. 


La même propriété appartient à une certaine classe d’équations à la- 
quelle je suis parvenu par la théorie des fonctions elliptiques. 

JEn général j’ai démontré le théorème suivant: 

„Si les racines d’une équation d’un deg’ré quelconque sont liées entre 
elles de telle sorte, que ioutes ces racines puissent être exprimées rationnel- 
lement au moyen de l’une d’elles, que nous désignerons par æ; si de plus, 
eu désignant par 6x, d^x deux autres racines quelconques, on a 

dd-^x = d^dx^ 

l’équation dont il s’agit sera toujours résoluble algébriquement. De même, 
si l’on suppose l’équation irréductible, et son degré exprimé par 

a\' 

où « 1 , «a, ... a,^ sont des nombres premiers ditt'érens, on pourra ramener 
la résolution de cette équation à celle de iq équations du degré «i, de 
équations du degré équations du degré etc.“ 

Après avoir exposé cette théorie en général, je l’appliquerai aux fonc- 
tions circulaires et elliptiques. 


§ 1 - 

Nous allons d’abord considérer le cas où l’on suppose que deux racines 
d’une équation irréductible*) soient liées tellement entre elles, que l’une puisse 
être expi'imée rationnellement par l’autre. 

Soit 

(1) (px — 0 

une équation du degré et x' et les deux racines qui sont liées entre- 
elles par l’équation 


*) Une I équation (fx — O, dont les coefticiens sont des fonctions rationnelles d’un 
certain nombre do quantités connues a, h, c, . . . s’appelle irréductihle, lorsqu’il est im- 
possible d’exprimer)' aucune do ses racines par une équation moins élevée, dont le§ coef- 
heiens soient également des fonctions rationnelles de a, h, c . . . . 
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( 2 ) x' = 6Xi^ 

oîi dx désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues. La 
quantité x' étant racine de l’équation, on aura (p(x') = 0, et en vertu de l’é- 
quation (2) 

( 3 ) (p{0x,) = 0 . 

Je dis maintenant que cette équation aura encore lieu, si au lieu de 
on met une autre racine quelconque de réquation proposée. On a effective- 
ment le théorème suivant*). 

Théorhme 1. „Si une des racines dhme équation irréductible cpx = () 
satisfait à une autre équation fx = 0y où fx désigne une fonction ration- 
nelle de X et des- quantités connues qu'on suppose contenues dans cpx ; cette 
dernière équation sera encore satisfaite en mettant au lieu de x une racine 
quelconque de Téquation cpx = 0.^^ 

Or le premier membre de réquation (3) est une fonction rationnelle de 
x^ donc on aura 

(4) = si (px=0j 

c'est-à-dire que si x est une racine de l'équation cpx=0^ la quantité 6x 
le sera également. 

Maintenant, d'après ce qui précède, ÔXy^ est racine de l'équation cpx = 0y 
donc ôdxy^ le sera aussi; 666xy^^ etc. le seront également, en répétant l'opé- 
ration désignée par 0 un nombre quelconque de fois. 


*) Ce théorème se démontre aisément comme il suit: 

Quelle que soit la fonction rationnelle fxj on peut toujours faire — où J\I et 

N sont des fonctions entières de Xj qui n^ont pas de facteur commun; mais une 
fonction entière de x peut toujours être mise sous la forme F Q . cpxj où F et Q 
sont des fonctions entières, telles que le degré de F soit moindre que celui de la 

fonction cpæ. En faisant donc M—F~{-Q.cpXy 6n 2 iUV 2 i — - • Cela posé, soit 

Xi la racine de cpx — O qui satisfait en même temps a fx :=:()] Xy^ sera également une 
racine de féquation P=:0. Or si F ffest pas zéro pour une valeur quelconque 
de x^ cette équation donnera comme racine d^une équation d^un degré moindre 
que celui de ce qui est contre Fhypothèse; donc„P=:0 et par suite 

fxzncpx^-j d^où bon voit que fx sera égal à zéro en même temps que cpx c. q. £ d. 
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Soit pour abréger 

eex^ — e^x,] ee%=e'-^x,- e6^x,=6^x, eto., 

ou aura une série de cpiantité.s, 

(5) *1, 

qixi toutes seront des raxîirxes de l’doiuatiou (px=0. La série (5) aui’a une 
intinité de ternxes; mais l’écpiatiou (px = 0 n’ayant rpiun nombre bni de ra- 
cines ditt’érentes, il faut cpie plaKieiiirs rpiantités de la série (5) soiexit égales 
entre elles. 

Supposons donc 

ou bien 

( 6 ) — 
en remarquant (pie 

Le piremier meml>rc de l’éruLsition ((>) est une fonction rationnelle d(i 
or cette cpiantité est une isTeine de l’équation qa' = 0, (Unie en vertu 
du théorème énoncé plu.s haut, on pourra mettre .(q an lieu de d"'x\. Oela 
donne 

(7) == .iq , 

oh l’on peut supposer (pie n ait I a plus petite valeur possible, de sorte que 
toutes les (juantités 

(8) X,, 6x,, 

soient diftérentes entre elles. 

L’é(|uation (7) donnera 

d''0’‘Xi — 0'"XL\ , ou . 

Cette formule fait voir qu’à partir du toiniic 6“"‘x , , les termes de la 
suite (8) se repi’oduiront dans le inêinc ordre. Les n ([uantités (8) seront 
donc les seules de la série (5) (jn.i soient ditterentc.s entre elles. 

Cela posé, si p. >«, soit ;c^ une autre racine de l’équation pxroposée, 
qui n’est pas contenue dans la s^ite (8), il suit du théorème 1 (pie toutes 
les quantités 

(9) 'x.^, . . . 

seront également des racines de l’équation qiroposée. Or je dis que cette 

61 
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suite lie coutieiiclra que n quantités dift'éreiites entre elles et des quantités 
(8). Eu effet, ayant on aura en vertu tlu tliéorèine 1, 

= et par suite 

Donc les seules quantités de la série (9) qui puissent être différentes entre 
elles, seront les n premières 

(10) a-j, ^^2, . . . ô’‘~'^x.^. 

Or celles-ci seront nécessairement différentes entre elles et fies quantités (8). 
En effet, si l’on avait 

S'“x, = e‘'x,, 

oîi i)i et V sont moindres que îf, il en résulterait 0'“x^ = d‘'Xi^ ce qui est 
impossible, car toutes les quantités (8) sont différentes entre elles. Si au 
contraire on avait 

6"^x^ = 6''x^, 

il en résulterait 

e“-“‘ô‘'x, = ô‘^~'“ô'“x.i = (9 = d“x,, = , 

donc 

c’est-à-dire que la racine x.^ serait contenue dans la série (8), (;e (pii est 
contre l’iiypotbèse. 

Le nombre. des racines contenues dans (8) et (10) est 2 m, donc /(. sera 
ou égal à 2 m, ou plus grand que ce nombre. 

Soit dans le dernier cas aq une racine différente des racines (8) et (10), 
on aura une nouvelle série de racines 

ajg , 6Xÿj 6 Xÿi ... ^^35 • • '5 

et l’on démontrera, précisément de la même manière, cpie les m prt'iuières de 
ces racines sont différentes entre elles et des racines (8) et (10). 

En continuant ce procédé jusqu’à ce que toutes les racines de l’équation 
(px = 0 soient épuisées, on verra que les /a racines de cette équation seront 
partagées en plusieurs groupes, composés de n termes; donc fi, sera divisible 
par M, et en nommant îm le nombre des groupes, on aura 

(11) /ii — 'in.n. 


Les racines elles-mêmes seront 
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. . , 



1 x^, 6 x^, 

0^X3, . . . 


(>2) < 

^ (1.3 , ÛXÿ , 

0^X3, . . . 



^ 5 ^ J 

^"x,„, . . , 


Si 971—1 , ou aura = 
primées par 

= et les 

Il racines 

de l’équation 

( 18 ) 


^^x,, . . . 



seront ex- 


Daiis ce cas l’équation cpx — O est résoluble algébriqTieiiient, comme on le. 
voTua dans la suite. Mais la même chose n’aura pas toujours lieu lorsque 
m est plus grand (pie l’unité. On pourra seulement réduire la résolution de 
l’équation ipx = 0 à celle d’une équation du degré, dont les coefficiens 

dépendront d’une écjuation du degré; c’est ce cpie nous allons démontrer 

dans le paragraphe .suivant. 


§ 2 . 

Oonsidérous un quelconque des groupes (12), par exemple le premier, 
et faisons 

^ ( (;K — ;r,) (;/: — Ox,) (.T — . . . (x — • 

^ ^ \ + + + 

les racines do cette écpiation seront 

X,, 6»x,, élhr,, . . . 

et les coefhcicns A/, A/', . . . A,'’ seront des fonctions Tationnelles et .symu- 

tri(pies de c.cs (piantité.s. Nous allons voir qu’on peut faire dépendre la 

détermination de ces coefficiens dé la résolution d’une seule équation du 

% 

degré m. 

Pour le montrer, considérons en général une fonction, quelconque ration- 
nelle et symétricpic de x, , ÛXx, 0 ''^Xi, . . . et soit 

(15) y^z=f{x,, ôx,, (9‘^x,, . . . él’-bxi) 

cette fonction. 

En mettant an lieu de a\ succc..s.sivement ;r., , . . . x,„, la fonction _?/, 

6 
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prendra m valeurs différentes, que nous désigTierons pai' ih-, y-i-, ■ ■ ■ y„ • Cela 
posé, si l’on forme une équation du degré m: 

( 16 ) y» -\-ïhy'"-^ H 

dont les racines soient y^^ 2 / 3 , . . • 2 /„,, j® 1 ®® coefficiens de cette 

équation pourront être exprimés rationnellement par les quantités connues, 
qu’on suppose contenues dans l’équation proposée. 

Les quantités étant des fonctions rationnelles de 

rtq, la fonction y^ le. sera également. Soit 

I y, = , 

(17) / nous aurons aussi 

( y^ = Fx.2, ys = Fx.i, . . . = 

En mettant dans l’équation (15) ,succe.ssivement • • • 

au lieu de et en remarquant que 6"'x^ = x^^ 

— etc., il est clair que la fonction y^ ne cliange pas de valeur; 
on aura donc 

y^=zFx^ — F{6x^ — F(d'^x^-= • • • =F[0"'~^x^. 

De même 

y^ = Fx^ = F(dxcj) = F(d^X2)= ■ ■ ■ =-F{6'‘~''^x^^ 
y,„=.Fx,„ = F{ex„)==F{6^^x,„)= . • • 

En élevant chaque membre de ces équations à la k"'"'' ])uissane.e,, on 
en tire 

+ • • ■ H- (w-'..,)'], 

y; = i.((7^a:,)' + (/■«*,)'+ . . (f-r- ■*,)"], 

y'.=jr[{i'^:Y + ».)" 1 . 

En ajoutant ces dernières équations, on aura la valeur de 

y\ + yl -f- .1/3 + • • • H- yli 
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exprimée eu fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de l’équa- 
tion cpx = 0 , savoir ; 

( 1 9) y\ 4- H \-yi^= jp (^4 "• 

Le second membre de cette équation peut être exprimé rationnellement 
par les coefficiens de q)x et âx, c’est-à-dire par des quantités connues. Donc 
en faisant 

(20) r, , 

on aura la valeur de iq , pour une valeur quelconque entière de v. Or, 
connaissant . r,„ , on en pourra tirer rationnellement la valeur de 

toute fonction symétrique des quantités . On pourra donc 

trouver de cette manière tous les coefficiens de l’équation (16), et par con- 
séquent déterminer toute fonction rationnelle et symétrique de æ^, 

. . . à l’aide d’une équation du degré. Donc on aura de cette 

manière les coefficiens de l’équation (14), dont la résolution donnera ensuite 
la valeur de uq etc. 

On voit par là qu’on peut ramener la résolution de l’équation cpx = 0^ 
qui est du degvé = m . w., à celle d’un certain nombre d’équations du degré 
m et n. Il suffit même, comme nous allons voh*, de résoudre une seule 
équation du degré 7/i, et m équations du degré n. 

Soit ■^lx^ l’un quelconque des coefficiens J[/, J./', . . . faisons 

(2 1 ) t, = yC . ytx, -1- yl . ipx, + ?jl . y>x., -| -f y,’; . yjx ,„ . 


Puisque yi'i/uUi est une fonction symétrique des quantités aq, Ox^, . . . 6’" ’aq , 
on aura, en remarquant que ô“x^=='.i\, = 6x^ etc. 


y'; i//.7q rzz (Fxy . i//.iq =:r {FOu-y . V'é»;u, 


donc : 




[ {Fx^ " i//aq + {Fô x^) tyex^ H [~{Fe xJ ” y/ 0 ’'-brJ . 


On aura de semblables expres.sions pour yltfjx^, ylyjx^^ . . . yl^yjx^^ en 
mettant x^^ . . . x„^ à la place de x^. En substituant ces valeurs, on 

voit que f,, deviendra une finction rationnelle et symétrique de toutes les 
racines de l’équation (px = 0. En effet, on aura 

t,, = l-2{Fxyy>x. 


( 22 ) 
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Donc OU peut exprimer ty i:ationuelleineiit par des quantités connues. 

Gela posé, en faisant ï/=:0, 1, 2, S, . . .m — 1, la formule (21) don- 
nera 

~1“ ■ ■ ■ ~1~ h 1 


y'I D/tcCj -j-?/? 4“ • • • 4"^» — ^in — 1 • 


On tirera aisément de ces équations, linéaires par rapport à î//.r, , fx .^, , . . . 

les valein's de ces quantités en fonction rationnelle de y,, jj.,j 
En effet, en faisant 


(23) {y — îh){u- 


•i/s) • • • Oy—y») 

ir^ ^ J?._3 y“-* 4 h A -y + , 


on aura 


(24) 


ifo -Sq “h “t~ -|- • • • -f- trt_2 ^7)1—2 1 

H- y r ' 


Les quantités Ba, ... iî ^_3 sont des fonctions rationnelles de 
^ 3 , ^ 4 , . . . ?/„, mais on peut les exprimer pai ?/i seul. En effet, en multi- 
pliant l’équation (23) par y — ÿj, on aura 


{y —y y) {y— ih) 


• (y— y«.)=y"4-yd..y’"“' -{-ihy'" ' + • • • 4-j^«-iy4-y'.» 

=y”'4"(-^™-a — yi).y”‘~^ 4'(-^^n!-3 — yx-^4.-2)y’"~‘'4“ ■ ■ ■ > 


d’où l’on tirera, en comparant les pniissances égales de. ?y: 

i -^4-2 = .yi4“yd ) 

K-z = yiR,n-yy 4-i^a = yl -f-puyx 4-i^^ i 


=yr'4-B.yî"'-fy.’2^r® + • • • 4 -p»-i- 


En .substituant ces valeurs, l’expression de ipsc^ deviendra une fonction ra- 
tionnelle de ?/i et de quantités connues, et l’on voit qu’il est toujours possible 
de trouver i//.'», de cette manière, à condition que le dénominateur 
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ne .sera pas zéro. Or ou peut douiier à la fonction une iirtinité de for- 
mes qui rendront impossible cette équation. Par exemple en faisant 

(26) = (a — (a — ûx^) (a — û'^Xj) • • • (a — 

où a est une indéterminée, le dénominateur dont il .s’agit ne peut pas s’é- 
vanouir. En eftet ce dénominateur étant la même cliose que 

(l/l — i/^) <(Ui — y z) ■ - (vi — y») , 

on aurait, dans le. cas oîi il était nul, 

Ui — Uk: 

c’est-à-dirc 

{a — x^) (« — 6Xi) ... (a — d“-'^x^) = [a — x^) {a — 6x.^ .. .{a — 6''-^ 

ce qui est impossible, car toutes les racines a-j , ô'Xi^ . . . sont 

différentes de celles-ci: x,.^ 6->^kt 

Les cocfffcicns J./, A/', . . . peuvent donc s’exprimer rationnelle- 
ment par une même fonction y^, dont la détcnuination dépend d’une équa- 
tion fhi degré '//l 

Les racines de l’équation (14) .sont 

iC, , &Xi, &^Xi . . . û“ '^Xi. 

En rempla<;ant dans les coefficiens A/, aI/' etc. y^ par y.j, , 

on obtiendra ni — 1 autres équatioirs, dont les racines sei’ont respectivement: 


il 2 J 0 'Jx2 5 • • 


*^*3 7 ^‘^'3 7 * ‘ 


3/i 7 ^ I;i 7 • 



niéorettui II. L’équation proposée <px—0 peut donc être décomposée 
eu m équations du degré. », dont les coefficiens sont re.spectivenient des 
fonctions rationnelles d’une même racine d’une seule équation du degré m. 

Cette dernière équation n’est pas généralement résoluble algébriquement 
quand elle_ passe le quatrième degré, mais l’équation (14) et les autres sem- 
blables le sont toujours, en supposant connus les coefficiens Ai, A," etc., 
comme nous le verrons dans le paragraphe suivant. 
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§ 3. 

Dans le pai’agraplie précédent nous avons considéré le cas oii -wi est 
plus grand que l’unité. Maintenant nous allons nous occuper du cas où 
'in=l. Dans ce cas on aura et les racines de l’équation (px=zO 

seront 

(27) 

Je dis que toute équation dont les racines peuvent être exprimées do cette 
manière est résoluble algébriquement. ' 

Soit a une racine quelconque de l’éqiuition — 1 = 0, et faisons 

(28) tpx = (x -j- aûx -j- a^6^x-j-a^û^x-j- ■ ■ ■ -j- 

ifjx sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s’exprimer 
rationnellement par les coefficiens de ipx et dx. En mettant d“‘x au lieu 
de tc, on aura 

xpd'^x = {d'“x + ae‘“^^x-\ i- -[ ]- 

maintenant on a 

e^^x — x, 0i^+^x=ex, . . . ^^'+'“-bt;=^""br, 

donc 
ipd"‘x = 

(«'““"‘a;H- cc'“-“+^^x‘+ • • • + + • • • -\- Qi^-'^x)'' . 

Or = 1, donc 

ilj6'"x = [a^-'"(æ + + ^ 

= ix-^adx-] ^ a^^-^e>‘-^xY , 

donc, puisque 1, on voit que 

ip$’“x = xpx. 

En faisant 'Wi = (), 1, 2, 3, . . . /«. — 1, et en ajoutant ensuite, on trouvera 

(29) ipx = j^ {ipx-\~-yj0x-\--ip0^x-\- • • ■ 

■ipx sera donc une fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de 
l’équation cpx = 0, et par conséquent on pourra l’exprimer rationnellement 
par des quantités connues. 
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Soit — on tire de l’équation (28) 

(30) |/ V — X — |— clOx — |— B“ X — |— • • • 0 X , 

Cela posé, désignons les ,« racines de l’équation 

a" — 1 — 0 

par 

(31) 1, Kj , ocg , «J , . . . , 

et les valeurs correspondantes de v par 

(^2) Vo, Vi, Va, ■«3, . . . V-n 

l’équation (30) donnera, en mettant à la place de a successivement 1, «i, 

CCo 4 CCq •« • • • (X 1 • 

==x4- Sx + -j y 

— ^ 'Xj — |— ci^O'X — j— (x‘iS‘^'X — j— • • • — j— câ^ 

=z X a.^6x -j- a^Q'^x 

=== • • • “4~ 




r*'’ 


( 88 ) 


l 'fe 


En ajoutant ces équations on aura 

(34) X — -- [ — A -|- |/ui -|- ^v.j, ^ |/ü3 -j- • • • -[- ) 

où l’on a remplacé [/wq? quantité constante, par — A. 

On connaît par là la racine x. Généralement on trouve la racine d‘"x 
en multipliant la première des équations (33) par 1, la seconde par ap’", la 
troisième par aj"’" etc., et en ajoutant; il viendra alors 


(35) 


i. 


•d. -|- «1 . |/'üi -[- «3 . j/Uj -[- • • • -j- . |/ 'i 




En donnant à m les valeurs 0, 1, 2, . . . {.i — 1 , on aura la valeur de tou- 
tes les racines de l’équation. 

L’expression précédente des racines contient généralement j.i — 1 radi- 

eaux dilïérens de la forme j/w. Elle aura donc valeurs, tandis que la 

62 
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racine de l’équation cpx — 0 n’en a que fi. Mais on peut donner à l’exjjres- 
sion des racines une autre forme, qui n’est pas sujette à cette difficulté. 



En effet, lorsque la valeur de est fixée, celle des autres radicaux le 
sera également, comme nous allons le voir. 

Quel que soit le nombre premier ou non, on peut toujours trouver 
une racine a de l’équation «■“ — 1=^:0, telle que les racines 

^15 ^2 > 5 • • • 1 

puissent être représentées par 
(36) a, a’’*, a’*, . . . cc“~b 

.Cela posé, on aura 


(87) ) 

j 

II 

a; -|- a* . -j- 

^a;-| 

+ 


( 

V®i= 

a: -|- ce . -|- a^û' 

‘x-i 

+ 

«■“-1 . (9^‘-'a;, 

d’où l’on tire 






/ ^ 

(38) 1 ■ 

(fc)' 

— (a; -(- ûx -|- 

a^^e^x-Y 

• • 



/K (a. — j~ Ci Ox —j— 

a^ê^x -|- 




Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle de x, qui 
ne cbangera pas de valeur en mettant au lieu de x une autre racine quel- 
conque comme on le verra aisément, en faisant cette substitution et 

en ayant égard à l’équation 6f^'^''x = d^x. En désig-nant donc la fonction 
dont il s’agit par i/zæ, on aura 

fA. 

(yï\)'^~’‘ = ipx = i})6x = f6^x= • • • =ipO'^~^x, 

d’où 

(39) = ~ 

jil 

Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symé- 
trique des racines, donc on peut l’exprimer en quantités connues. En le 
désignant par %, on aura 


(40) 

d’oil 
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( 41 ) yv,=^{fv,r. 

A l’aide de cette formule l’expression de la racine x deviendra 

(42) x=i(-A+fe+^-(fe)>+S(yï;)3+...+fe(y^)-.j. 

Cette expression de x n’a que /.t- valeurs différentes, qu’on obtiendra en met- 
tant au lieu de j/v, les /li valeurs; 

i“ /“ /J. 

l/ui, a'j/'yi, 

La méthode que nous avons suivie précédemment pour résoudre l’équa- 
tion (px = 0 est au fond la même que celle dont s’est servi M. Gauss dans 
ses „Disquisitiones aritlimeticae“ art. 359 et suiv. pour résoudre une certaine 
classe d’équations, auxquelles il était parvenu dans ses recherches sur l’équa- 
tion x” — 1 = 0. Ces équations ont la même propriété que notre équation 
(px = 0 ; savoir que toutes ses racines peuvent être représentées par 

X, ^x, ^^x", . . . 

6x étant une fonction rationnelle. 

En vei-tu de ce qui précède nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théor'ème 111. Si les racines d’une équation algébrique peuvent être 
représentées par 

X, dx, ^^x, . . . 

oh 0'“x = x, et oh 6x désigne une fonction rationnelle de x et de quantités 
connues, cette équation sera toujours résoluble algébriquement. 

On en tire le suivant, comme corollaire: 

Théor'ème IV. Si deux racines d’une équation irréduciihle^ dont le de- 
gré est un nombre premier^ sont tellement liées entre elles, qu’on puisse ex- 
primer l’une rationnellement par l’autre, cette équation sera résoluble algé- 
briquement. 

En effet cela suit immédiatement de l’équation (11) 

fi = m .n] 

car on doit avoir m = 1 , si fi est un nombre premier ; et par conséquent 
les racines .s’expriment par x, ^x, . . . 6*’"'’x. 


62 * 
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Dans le cas où. tontes les quantités connues de cpx et dx sont rêellefi, 
les racines de l’équation ÿ,r = 0 jouiront d’une propriété remarquable, que 
nous allons démontrer. 

Par ce qui précède on Toit que a^._i peut être exprimée rationnellement 
par les coefficieps de q)x et 6x, et par a. Donc si ces coefficiens sont réels, 
doit avoir la forme 

= a -j- è y — 1 , 

où y — 1 n’entre qu’à cause de la quantité a, qui en général est imaginaire, 
et qui généralement peut avoir la valeur 

27t , — . 2 ^ 

a = cOkS h 1/ — 1 . sin 

En changeant donc dans a le signe de y — 1 et désignant par la 

valeur correspondante de «^_i, on aura 

Or d’après la formule (40), il est évident que ; donc h = 0 et 

(43) = a. 

Donc a toujours une valeur réelle. On démontrera de la môme 

manière que 

— 1 et c — — 1, 

où c et cZ sont réels. 

Donc 

= 2 c, 

De là on tire 

(44) Vi = G-\~'}l — l.ya*" — 

et par suite — G^ = d\ d’où l’on voit que a^- — a toujours une va- 
leur réelle. 

Cela posé, on peut faire 

(45) (3=:(yp)‘“ cosd', y^’" — c^=:(yp)‘“ sind', 

\ 

où P est une quantité positive. 

On en tire ^ 
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c’est-à-dire : 


(46) 

par conséquent ^ sera égal à la valeur numérique de a. On voit en outre 
que a est toujours positif, si est un nombre impair. 

Connaissant p et d, on aura 

^1 = (V (> )■“ • (cos d y — 1 • sin d) 

et par suite 

b; = y , . [eoK ( { -■> +1=“ j ‘ . 

En substituant cette valeur de dans l’expression de x (42), elle 
pi'endra la forme : 

(47) . = i [- 4 + y (, . { cos + y :ri , j 

+(/+.» y- 1 ) + y-T . sin 


+(P+ cjy-ï) yp . (coo •’<'’+ + y; 


. 3(()‘ + 2m7r) 

1 . sin ^ 

"7 . 4(()' + 2?n7r) 

1 . sin - • ' ~~ 


2 '71j 2 

où P, o4, y, < 7 , i^, G etc., sont des fonctions rationnelles de cos ) sin — 

jLl f.L 

et des coefficiens de (px et dx. On aura toutes les racines, en donnant à 

m les valeurs 0, 1, 2, 3, . . . ,a — 1. 

L’expression précédente de x fournit ce résultat: 

TJiêorlma V. Pour résoudre l’équation cpx=0, il suffit: 

1) de diviser la circonférence entière du cercle en fi parties égales, 

2) de diviser un angle d, qu’on peut construire ensuite, en /li parties 

égales, 

3) d’extraire la racine carrée d’une seule quantité p. 

Ce tliéorème n’est que l’extension d’un tliéorème semblable, que M. 
Gauss donne sans démonstration dans l’ouvrage cité plus haut, art. 360. 

Il est encore à remarquer que les racines de l’équation (px = 0 sont 
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OU toutes réelles ou toutes imaginaires. En effet si une racine x est réelle, 
les autres le sont également, comme le font voir les expressions 

Qx^ O^x^ . . . 6^~^x^ 

qui ne contiennent que des quantités réelles. Si au contraire x est imagi- 
naire, les autres racines le sont aussi, car si par exemple 0’‘'x était réelle, 
d'^~”\û’^x) = 6^x = x, le serait également, contre l’hypotlièse. Dans le pre- 
mier cas a sera positif et dans le second négatif. Si est un nombre im- 
pair, toutes les racines seront réelles. 

La méthode que nous avons donnée dans ce paragraphe, pour résoudre 
l’équation (px = 0, est applicable dans tous les cas, de nombre jn étant 
premier ou non; mais si fj, est un nombre composé, il existe encore une 
autre méthode qui donne lieu à quelques simplifications et que nous allons 
exposer en peu de mots. 

Soit fjb = m.n^ les racines 

æ, 6x^ 6^x, . . . 6^'~'^x 

pourront être groupées de la manière suivante: 


X, 


Û^’^X, . . 


ûx, 

d”+^x. 



û^x, 

^”+^x. 

(9^’"+®x, . . 

^(n^l)tn + 2^ 

w— 1^ 





En faisant pour abréger: 

(48) d'^x=diXj 

(49) ^ x = Xi, 6x = x^, — æs, . . . = 

on peut écrire les racines comme il suit: 

1') ^11 G^Xi, eixi, . . . ÔT'^Xi, 

2') ccg, 6iX^, $lx^, . . . ÔT-'^x^, 

m') x„, 6^x„, ûlx„, . . . û”r"x„,, 

Donc en vertu de ce qu’on a vu’ (§ 2) on peut décomposer l’équation 
ç).T — 0, qui est du degré m.w, en m équations du degré », dont les coef- 
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ticieus dépeiiclrout d’une équation du degré m. Les racines de ces m équa- 
tions seront respectivement les racines 1', 2', . . . m'. 

Si n est un nombre composé on peut décomposer de la même 

manière cbacune des équations du degré n en équations du degré , 
' dont les coefficiens dépendront d’une équation du degré TOi . Si Wj est encore 
un nombre composé, on peut continuer la décomposition de la même manière. 

Théorhne VI. En général, si l’on suppose 

(51) = 

la résolution de l’équation proposée tpx = 0 sera ramenée à celle de n équa- 
tions des degrés 

OTj, msj, mg, . . . m„. 

Il suffit même de connaître une seule racine de chacune de ces équa- 
tions, car si l’on connaît une racine de l’équation proposée, on aura toutes 
les autres racines, exprimées en fonctions rationnelles de celle-ci. 

La méthode précédente est au fond la même que celle donnée par M. 
Gauss pour la réduction de l’équation à deux termes, ■x>'- — 1 = 0. 

Pour faire voir plus clairement la décomposition précédente de l’équa- 
tion (px = 0 en d’autres de degrés moins élevés, supposons par exemple 
^u=:30 = 5.3.2. 

Dans ce cas les racines seront 

æ, 0æ, d'^Xj . . . $‘'‘^x. 

Nous formerons d’abord une équation du 6*’“ degré, dont les racines 
seront 

æ, O^’x, ô^^’x, 6^^x, 6^‘‘x. 

Soit B = 0 cette équation, on peut déterminer ses coefficiens, rationnellement, 
par une même quantité y, qui sera racine d'une équation du cinquième de- 
gré : P — 0. 

Le degré de l’équation 1{ = 0 étant lui-même un nombre composé, nous 
formerons une équation du 3*'“ degré: jSi = 0, dont les racines seront 

æ, O^^x, e^^x, 

et dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles de ?/, et d’une même 
quantité z, qui est racine d’une équation du second degré Pi = 0, dans la- 
quelle les coefficiens sont exprimés rationnellement par y. 
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Voici le tableau des opérations: 

+/(^5 2) . +/i( 3/5 2) . æ 4-/2 (^, z) = 0, 

1 / Ay .y^ .y^ .y^ -\- .y A;, = 0. 

On peut aussi commencer par une équation du 2“^“^ degré en æ, ou 
bien par une équation du 5“”" degré. 

Eeprenons l’équation générale (px = 0. En supposant fi = 7ïi.n^ on 
peut faire 

(52) -\-fy . æ”-' -^f^y . -| =0, 

où y est déterminé par une équation du degré: 

(53) =0, 

dont tous les coefficiens sont exprimés rationnellement en quantités connues. 
Cela posé, soient 

i f .(. = . . . »î,o 

et 

plusieurs manières de décomposer le nombre y en deux facteurs, on pourra 
décomposer l’équation proposée cpx = Q en deux autres des w manières sui- 
vantes : 

I yi) = 0, dont les racines seront x-, d'’''x, 

(1) I et les coefficiens des fonctions rationnelles d’une quantité y ^ , ra- 
[ cine d’une équation f^y^ = 0^ du degré m^. 

I 1\{^XAJ^ = 0^ dont les racines seront æ, d”-x^ 6^“'-x, . . . 

(2) i et les coefficiens des fonctions rationnelles d’une même quantité 
[ ya, racine d’une équation Jly^ = 0, du degré m^. 


F^„(x^ yj) = 0, dont les racines seront x, 

(w) I et les coefficiens des fonctions rationnelles d’une même quantité 
y,^, racine d’une équation /a,y(o = 0, du degré 

Supposons maintenant que m^, Wj, . . . pris deux à deux,, soient 
premiers entre eux, je dis qu’on pourra exprimer la valeur de x rationnelle- 
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meut par les quautités , ^3 , . . . En effet, si m, , , . . . 

sont premiers entre eux, il est clair qu’il n’y a qu’une seule racine qui 
satisfasse à la fois à toutes les éqirations 

(55) i\{x,y,) = 0, î\{x,y^) = 0, . . . F,,(x,iy^) = 0] 

savoir la racine x. Donc, suivant un théorème connu, on j)eut exprimer x 
rationnellement par les coefficiens de ces équations et consécpiemmeut par- 
les quantités yi, 7/3, . . ■ y„- 

La résolution de l’équation proposée est donc ramenée à celle de co ' 
équations: f^y.^^ = 0‘ f^y^ = 0‘^ . . = qui sont respectivement des 

degrés: Wi, . . . m„, et dont les coefticieus sont des fonctions ration- 
nelles des coefficiens de (px et 6x. 

Si l’on veut que les équations 

(56) /; = 0 , /2i/3 = 0 , . . . = 0 

soient les moins élevées possibles, il faut clioisir 7/?-,, yyi,, . . . tels, que 
ces nombres soient des puissances de nombres premiers. Par exemple si 
l’équation proposée cpx = 0 est du degré 

(57) . . . f;:-', 

oïl 6, , 63 , . . . sont des nombres premiers différens, on aura 

(58) = = . . . m^ = sy. 

Ij’équation proposée étant résoluble algébriquement, les équations (56) 
le seront aussi; car les racines de ces équations sont des fonctions ration- 
nelles de X. On peut aisément les résoudre de la manière suivante. 

La quantité y est une fonction rationnelle et symétriciuc des racines de 
l’équation (52), c’est-à-dire de 

(59) • X, e'“x, . . . e^'‘-^>'“x. 

Soit 

' (60) y = Fx=f{x, e”‘x, d'^'“x, . . . ôf'‘-'^’"æ), 

les racines de l’équation (53) seront 

(61) Fx-, F{6x)-, F{e'^x)-, . . . F{0‘“~^x)-, 

or je dis que l’on peut exprimer ces racines de la manière suivante: 

(62) ?/, ly, F^y, . . . 
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lù. ly est mie fonction rationnelle de y et de quantités connues. 

On aura 

« 

63) F{ex)=f[dx, ^ æ)] , 

lonc F{dx) sera, ainsi que Fx^ une fonction rationnelle et symétrique des 
.•acines æ, donc on peut, par le procédé trouvé (24) ex- 

primer F(6x) rationnellement par Fx. Soit donc 

Fôx — iFx — 

m aura, en remplai^aut (en vertu du théorème I) x par ôx^ 6'^x, . . . 0'‘’~^x, 

Fd^x = XF6x = ‘Fy^ 

F6^x = iFO^-x = Ihj, 


F6^-^x — lF6^'-^x=ir'-hi, 

c. q. f. d. 

Maintenant les racines de l’équation (53) pouvant être représentées par 

y, Xy, Xhj, . . . X^'-hj, 

on peut résoudre algébriquement cette équation de la même manière que 
l’équation (px = 0. (Voyez le théorème III). 

Si m est une puissance d’un nombre premier, wt = ou peut encore dé- 
terminer y à l’aide de v équations du degré e. (Voyez le théorème VI). 

Si dans le théorème VI on suppose que /t soit une puissance de 2, on 
aura, comme corollaire, le théorème suivant: 

Théorhm VIL Si les racines d’une équation du degré 2" peuvent être 
représentées par 

æ, 6x^ 0‘^x, . . . 6‘^"‘~^x^ oîi d'^"‘x — x^ 

:}ette équation pourra être résolue à l’aide de l’extraction de lo racines 
larrées. 

Ce théorème, appliqué à l’équation ^ — j— = 0, où l-j-2"’ est un 

lombre premiei', donne le théorème de M. Gauss pour le cercle. 
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§ 4. 

équations dont toutes les racines peuvent être exprimées 7'atioimeUement par 

l\me d] entre elles. 

Nous avons vu précédemment (théorème III) qu’une équation d’un degré 
quelconque, dont les racines peuvent être exprimées par 

æ, dx^ 6^x^ . . . 

est toujours résoluble algébriquement. Dans ce cas toutes les racines sont 
exprimées rationnellement par l’une d’entre elles; mais une équation dont 
les racines ont cette propriété, n’est pas toujours résoluble algébriquement; 
néanmoins, hors le cas considéré précédemment, il y a encore un autre, dans 
lequel cela a lieu. On aura le théorème suivant; 

Théorème VllI. Soit = ^ iine équation algébrique quelconque dont 
toutes les racines peuvent être exprimées rationnellement par l’une d’entre 
elles, que nous désignerons par x. Soient 6x et ô^x deux autres racines 
quelconques, l’écpiation proposée séra résoluble algébriquement, si l’on a 
dd^x = 0y6x. 

La démonstration do ce théorème peut être réduite sur le champ à la 
tliéorie exposée § 2, comme nous allons le voir. 

Si l’on connaît la racine x, on en aura en même temps toutes les au- 
tres; il suffit donc de chercher la valeur de x. 

Si l’équation 

(()4) XX = 0 

n’est pas irréductilde, soit 

( 05 ) (px = 0 

l’équation la moins élevée à laquelle puisse satisfaire la racine x, les coef- 
ficiens de cette éipiation ne contenant que des quantités connues. Alors les 
racines de l’équation cpx = 0 se trouveront parmi celles de l’équation ;^x = 0 
(voyez le premier théorème), et par conséquent elles pourront s’exprimer ra- 
tionnellement par l’une d’entre elles. 

Cela posé, soit Ox une racine différente de x; en vertu de ce qu’on a 
vu dans le premier paragraphe, les racines de l’équation (px=:0 pourront 
être exprimées comme il suit; 


63 ^ 
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æ, 6x^ 6‘^x^ . . 

. ô’'-'x, 



^TO— 1 î 1 1 5 * * 


formant l’équation 


æ" -h A' -f A"x'‘-^ + A"'x’‘-^ + • 

• • -j-A<”-^^x-l-A^''‘^ = 0, 


lont les racines sont æ, dx^ . . . 8’‘~^x^ les coefficiens A', 

pourront être exprimés rationnellement par une même quantité ?/, qui sera 

•acine d’une équation irréductible*) ; 

67) ir + +B 1/”-^ H y+p.^= 0, 

lont les coefficiens sont des quantités connues (voyez § 2). 

La détermination de x peut s’effectuer à l’aide des deux équations ((Ui) 
it (67). [ja première de ces équations est résoluble algébriquement, en sup- 
)osant connus les coefficiens, c’est-à-dire la quantité y (voyez le théorème 
II). Quant à l’équation en ?/, nous allons démontrer que ses racines ont 
a même propriété que celles de l’équation proposée (px = 0, savoir d’être 
exprimables rationnellement par l’pne d’entre elles. 

La quantité y est (voy. 15) une certaine finiction rationnelle et symé- 
rique des racines æ, 6x^ 6'^x^ . . . En faisant 


y=f[x, dx^ O^x, . . . 
les autres racines de l’équation (67) seront 


68) 


dx,, e^x„ . . . 



f 

V 


. 6 


*) On démontrera aisément que cette équation ne pourra être réductible. Soit 
* = 0 l’équation irréductible en y, et v son degré. En éliminant y, on aura une équa- ■ 
on en x du degré nv- donc nv^y.. Mais on a 

(i — m.n, 


onc 


V > m, 
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Mamteiiant^ dans le cas que nous considérons, , . . . sont des fonc- 

tions rationnelles de la racine x. Faisons par conséquent 

les racines de l’équation (67) auront la forme; 

yi—f{6xX^ ÛO^x^ . . . B'^~^Byx). 

D’après l’iiypotlièse les fonctions B et B^ ont la propriété que 

BB^x = B^Bx^ 

équation qui, en vei^tu du théorème I, aura lieu en substituant à la place 
de X une autre racine quelconque de l’équation c/3æ=:0. On en tire succes- 
sivement 

B^B^x = BB^Bx = B.B'^x, 

0^B,x = BB^B‘^x = B,0^x, 


B'‘ ' B,x = BB^B“ -x = B^B’‘-\k. 

L’expression de ?/, deviendra par là 

y^z:=if{BxX^ B^Bx, B^B'^x, . . . BiB'^^^x), 

et l’on voit que ?/i, comme y, est une fonction rationnelle et symétrique des 
racines 

a;, Bx^ B^x^ . . . 

Donc (§ 2) on peut exprimer rationnelleraent par y et des quantités con- 
nues. Le même raisonnement s’applique à toute autre racine de l’équa- 
tion (67). 

Soient maintenant Ay, lyy deux racines quelconques, je dis qu’on aura 

XXyij = liXy. 

En effet, ayant par exemple 

Xy~f{B{x^ BB{X^ . . . 

y=f{^i Ox, . . . ^"-’æ), 
on aura, en mettant au lieu de æ. 


où 


ly^=f{BiB^x^ BBiB^x, ... B'"' ^BiB.^xi), 
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y^=f{e^X, Ô9^X, . . . e'^-^dsX) = ^^y- 

lonc 

n,y:=f(ej,x, eej^x, . . . 6^^-^e,6,x) 

!t également 

Xj^).y =f[6^dj_x^ OB^OyX^ . . . 
lonc, puisque 6-^6^x = d^6^x^ 

ll^y z= X^Xy. 

Les racines de l’équation (67) auront donc précisément la même pro- 
nûété que celles de l’équation cpx = 0. 

Cela posé, on peut appliquer à l’équation (67) le même procédé qu’à 
’équation cpx = 0] c’est-à-dire que la détermination de y peut s’effectuer à 
.’aide de deux équations, dont l’une sera résoluble algébriquement et l’autre 
uira la propriété dé l’équation cpx = 0. Donc le même procédé peut encore 
itre appliqué à cette dernière équation. En continuant, il est clair que la 
létermination de x pourra s’effectuer à l’aide d’un certain nombre d’équations, 
3 [ui seront toutes résolubles algébriquement. Donc enfin l’équation cpx = 0 
sera résoluble à l’aide d’opérations algébriques, en snp])osant connues les 
quantités qui avec x composent les fonctions 

fpæ, 6x^ ô^x^ ô^x, . . . d^_iX. 

Il est clair que le degré de cbacune des équations auxquelles se réduit 
a détennination de æ, sera un facteur du nombre p qui marque le degré 
le l’équation (px = 0] et: 

Théor'ème IX. Si l’on désigne les degrés de ces équations res])ective- 
nent pai' 

??., 7 ?,,, 77 , 2 , . . . 77 , „, 

>11 aura 

^(= 77 . 77 . 1 . 77,2 , ... 77 , 

En rapprocliant ce qui précède de ce qui a été exposé (§ 6), on aura 
B théorème suivant: 

Théorhne X. En supposant le degré /.<, de l’équation cpx=0 décomposé 
omme il suit: 

69) fl = si', fl’-, si’' . . . 

ù f, , fa ; fs ) • • • f« sont des nombres premiers, la détermination de a; jiourra 
effectuer à l’aide de la résolution de équations du degré f, , de r., équa- 
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tioiis du degré s.>, etc., et toutes ces équations seront résolubles algébrique- 
ment. 

Dans le cas où = ou peut trouver la valeur de x à l’aide de 
l’extraction de v racines carrées. 


§ 5 - 

Application aux fonctions circulaires. ^ 

7 1 

En désignant par a la quantité - ; on sait qu’on peut trouver une 

f.1 

équation algébrique du degré /lc dont les racines seront les /x quantités 

cos a, cos 2 a, cos 3 a, . . . cosqa, 

et dont les coefficiens seront des nombres rationnels. Cette équation sera 
(70) — -I fi, 0. 


Nous allons voir que cette équation a la meme propriété que l’éciuatiou 
XX = 0^ considérée, dans le paragraphe iirécédent. 

Soit cos« = æ;, on aura d’après une formule connue, quel que soit a, 

(71) cos via = 9 (cos a) , 

où 9 désigne une fonction entière. Donc cos 'tua, qui exprime une racine 
quelconque de l’équation (70), sera une fonction rationnelle de la racine x. 
Soit 9,x une autre racine, je dis qu’on aum 

99,^x — 9,9x. 

En effet, soit 9 — cos ■ni' a, la formule (71) donnera, en mettant m'a au 
lieu de a, 

cos i^twm'a') — 9 (cos ■wiVt) = 99, x. 

De la meme manière on aura 


donc 


cos (^ni'-itia) = 9, (cos ma) = 9,9x, 


99,x = 9,9x. 


Donc, suivant ce (lu’on a vu dans le' paragraphe précédent, 

27C 

X ou cos a = cos 

pourra être déterminé algébriquement. Cela est connu. 
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Supposons maintenant que /t soit un nombre premier 2 n -j- 1 , les raci- 
es de l’équation (70) seront 


cos 


27C 

2^1471’ 


CÜS 


47zr 

2 n-\~\ 


4:n7t ^ 

• COS — r-4- 5 CüS zn. 
Zn -f- 1 


ja dernière racine cos27r est égale à runité; donc l’équation (70) est divi- 

ible par x — 1. Les autres racines seront toujous égales entre elles par 

-, 'i-rriTC (2n-t-l — rn)2fc , 

ouples, car on a cos — cos- ^ — r-r- — ’ donc on peut trouver une 

^ ^ 2n -f- 1 2 m -|- 1 ^ 

quation dont les l'acines seront, 

72) 


2}C éjc 

cos -K I cos — - ) 


cos 


2m7P 


2n+l' "'”“2 m+1' '^”‘'2m+1 

lette équation sera 

73) æ" -[- (71 — 1) x’‘~^ — -J- (w — 2) 


I , (« — 2)(« — 3)^„. 
"T ït 


ela posé, soit 


1.2 


COS 




(m— 3)(m — 4) ,_5 


1.2 


X 


27C 


2n+l 

n aura d’après ce qui précède 

2 -nui: 

cos g = 

2w -|- 1 


= £C=:COSU, 


: $X = COS W«. 


0 . 


j’équation (73) sera donc satisfaite par les racines 
74) æ, 6x^ . . . 

)n a, quelle que soit la valeur de a, 

6 (cos a) — cos m«. 

)e là on tire successivement: 


6 ^ (cos à) = 0 (cos m a) = cos a , 
^*(cos a)= 6 (cos m^a) = cosm**®, 


6 (cos a) = 6 (cos a) = cos w“ « . 

Les racines (74) deviendront donc 
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Cela poKsé, si m est une racine primitive pour le module (voyez 

Gauss Disquis. aritlim. art. 57), je dis que toutes les racines 

(76) cos a, cos ma, cos m^a, . . . cos m’*“^a 

seront différentes entre elles. En effet si l’on avait 


cos m'“ a = cos m" a , 
où ,a et V sont moindres que «, on en tirerait 

m’“a =3 + m’'a -|- 2 

où h est entier. Cela donne, en remettant pour a sa valeur 

m'^ = + m 7c (2 « -[- 1) , 

donc 

TO<“ q: TO " = m’' (m'““’' l^V)=zh (2 


27c 


et par conséquent — 1 serait divisible par 2w-|-l, ce qui CvSt impos- 

sible, car 2(,a — ?') est moindre que 2'», et nous avons supposé que tn est 
une racine primitive. 

On aura enc(A*e 

cosm’ùt COSrt, 


car m^’* — 1 ou (m” — l)(m’‘-|-l) est divisible par 2n-[-l, donc 

m”= — 1 -)-7c(2w-|- 1), 

et par suite 

cos m" a = cos ( — a -|- 7c . 2 tt) = cos a. 

Par là on voit que les n racines de l’équation (73) pourront s’exprimer 
par (76); c’est-à-dire par; 

R', 6 X 1 6 '^x^ où 0 ”'x = x. 


Donc, en vertu du tbéorème III, cette équation sera résoluble algébrique- 
ment. 

En faisant n = 7 n^.m^ . . . v/i,„, on peut diviser la circonférence entière 
du cercle en 2îi-j-l parties égales, à l’aide de ai équations des degrés ot^, 
ÎR 2 , ï/ij, . . . m,^. Si les nombres m,, ma,,. . . m„ sont premiers entre eux, 
les coefficiens de ces équations seront des nombres rationnels. 

En supposant n — 2", on aura le théorème connu sur les polygones 
l'éguliers qui peuvent être constniits géométriquement. 

En vertu du théorème V on voit que pour diviser la circonférence en- 
tière du cercle en 2w-j-l iiarties égales, il suffit 
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1) de diviser la circonférence entière du cercle en 2}i parties égales, 

2) de diviser un arc, qu’on peut construire ensuite, en 2n parties 
égales, 

3) et d’extraire la racine carrée d’une seule quantité 

M. Gauss a énoncé ce tliéorème dans ses Disquis., et il ajoute que 
a quantité dont il faut extraire la racine, sera égale à C’est ce 

[u’on peut démontrer aisément comme il suit. 

On a vu (40, 38, 46) que ^ est la valeur numéiique de la quantité 

X -]- adx-\- -j- 

lù G 3= cos y — substituant pour æ, Ox, . . . leurs va- 
eurs cos G, cos ma, cosm^a, ... on aura 

+ p = (cosa-j- G cos ma -[- G^cosî/^^a “h ' ‘ ' -t-«'‘'”'cos?ii’‘’“Ct) 

X (cosG -[~^"’”*cosma-|-a”“^cosm^a-|- • • • -j - g cos m™” V.) . 

Un développant et en mettant + p sous la forme 

± () = fo -f- “h “h • • • 

)n trouvera facilement 

^^ = COSG.COSm'“G-|-COSmG,COS-?«'“''’^G-l- • • • -(-COS'»i”“^~'“G. CüS w'*' 

-4-cosm”~'“a.Gosa-j-cosm’‘~'“+*G.cosw«-)- • • • -]-(50s»i’‘~^a.cos«i'"~'a. 
daintenant on a 

cos m’'a . cos m>^'^’'a = ^ cos (m^'^^a m’'a) -|- cos (m^'^‘'a — m^'a ) , 

Lonc 

[cos ( to'“ — l)a-l-cos(m'“— l)ma-|- • • • -j-cos(w“ — 

Si l’on fait {mf' ï) a — a' , — l)a = a", on aura 

^^ = -|-[cOSG^ -j- ^(cos g’) -|— 0^(cos G^) — [- • • • ^ (cOS G^ ) ] 

“hi" “1“ ^(cos g’')-]— ^■^( cos g”)— f- • • • -j- ^'‘■~^(cüS g'’)] . 

Cela posé, il y à deux cas, savoir: f.i est différent de zéro ou non. 

Dans le premier cas il est clair que cos g' et cos g" sont des racines 
e 1 équation (73), donc cosg’ — cosG"=:^^a;. En substituant, il vien- 
ra, en remarquant que d”'x = x\ 
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X X dx A;- • ■ • A^O^-'^x) 

-\-l^(6^x-\-6^^'^x A^ • • • 6'"'~^x-\-xAr 

donc 

. t^^ = X-\-6x-\-d^X-\- ■ ■ ■ -j-^”“’£C, 

c’est-à-dii’e que est égal à la somme des racines; par suite, en. vertu de 
réquation (73), 

i — — 1. 

Dans le cas où ju. = 0 , la valeur de deviendra ; 
t(, = .|.(cos2a-[-cos2TOa-|- • • • 
or cos 2 a est une raciiie de réquatioii (73), donc en faisant 

cos 2 a = ô'^x, 

on aura 

cos 2 a cos 2 ma -|- • • • -|-cos2m”~'^a 

— 0 + 0 -j [- 0“-h^ -1- æ -1- Ox-] [-e = ~i, 

par conséquent 

to — -l -n — i . 

En vertu de ces valeurs de f,, et , la valeur de + p deviendra : 

+ P zzz: îî ^ -^ ( (X — j— OC “ — |— a — j~ • • • — [— <x” ^), 

mais É£ -j- «^ -|- G'’ -[- • • • = — 1, donc 

+ P = 4 « + i , 

et puisque p est essentiellement positif, 

2n4-l 
^ 4 

Cette valeur de p donne 

yî>=T-y2«-i- f , 

donc la racine carrée (pi’il faut extraire est celle du nombre 2«-f'lj comme 
le dit M. Ga.uss*). 

Cbristiania, le 29 mars 1828. 

*) Dans le cas od n est un nombre impair, on peut même se dispenser de l’ex- 
traction de cette racine carrée. 
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Journal fur die reine und angewandte Matlicmatik, herausgegebcn von Crclle, Bd. 4, Berlin 182 9. 


La formule donnée par M. Jacobi dans le tome III p. 80 de ce journal 
peut être établie facilement à l'aide d’un théorème que nous allons démontrer 
dans ce qui suit. 

En faisant cpd — œ, on aura, en vertu de ce qu’on a vu dans le § 111 
du mémoire n® 12 tome II de ce journal*) 

^1) cp{2n-\-l)d = R, 

DÙ. B, est une fonction rationnelle de ;r, le numérateur étant du degré (2??.-|-l)‘'* 
et le dénominateur du degré (2 to-|- 1)^ — 1. L’équation (1) est donc du 
degré (2w-|-l)^ et ses racines peuvent être exprimées par la formule: 


: 2 ) 


2 TTICO — j— 2 

2«+l )’ 


en donnant à m et toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu’à 2n. 
Soit pour abréger 

2n+l ~ 2n+l ~ 
l’expression des racines sera 
4) x = q)[6 


0 Mémoire XVI de cette édition. 
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Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant: 

Æeorhne I. Soit xpO une fonction* entière quelconque des quantité.s 
(p{d -{-7na-\- fift) qui reste la même en changeant 6 en 6-^ a et en 
boit P le plus g’rand exposant de la quantité epô dans la fonction yjô^ on 
aura toujours 

(5) yj6=p-\-ci.f{2n-\-l)6.F{^n-\-l)6, 

’P et <i étant deux fonctions enhères de (p(2n-^l)6, la première du degré 
r et la seconde du degré r — 2. 

Dêmomiration. En vertu de la formule (10) tome II p. 106*) on a 

ip(0 4_ _L ..f(\ ^ + P?) + y (>»« + ^'/?) - f» • F& 

^ ^ 1 (ina H ’ 

cVoîi il suit qu’on pourra exprimer ipO rationnellement en (pô et f6,F0. 
Or le carré de fO.Fô est rationnel en epô^ car 

{fô . Fôy = {i — c^cp^e) (1 + e\p^e) , 

donc ou pourra faire eu sorte que l’expression de ipd ne contienne la quan- 
tité fO . FO (ju’à la première puissance. Ou pourra donc faire 

(7) ipO = Ipi{(p0) 4- -/(^ ■ Fd, 

oîi 'if>i{(pd) et i/.i.j((p6) sont des fonctions rationnelles de cpO. 

Bi l’on met to — 6 h la place de on aura, en l'emarquant que 

(p{u) — d)^(pô, f(a) — 0 ) = —f6, F{(o — e) = F 0 : 

( 8 ) pi{œ — e)='ip,{(p0)-»7^>,{(pe).fe.Fe. 

Des équations (7) et (8) on tire 

(9) •i/q(<p6») = ^.[(//(9-j-i//(co — (9)], 

(10) ip^{(p6) .fO . Fd — ^ .[Tpd — — ^)]- 

Considérons d’abord la fonction pj^iepô). En y mettant 0-}-cc au lieu 
de d, il viendra 

'fx [y + “)] = i • + «) + ; 

or on a !//(<? -f- «) = conséquent aussi, en mettant co — a — $ au 

lieu de 6*, 


) P. 2G8 de cetto édition. 
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— ff)=- ; 

lOnC 

’est-à-dire 

yji[(p{0 -]-«)] = V'i (y ^)- 
)n aura de la même manière 

ja première de ces équations donne, en mettant successivement d-\-a^ 
>-]-2a, ... au lieu de 

11 ) ^i[(p{0 + ma)]='il>^{(pe), 

)ù m est un nombre entier quelconque. De même la seconde équation donne 

fl [f + fl^)] — fiif^) 1 

l’oii, en mettant 0-\~mâ au lieu de et en aya,nt égard à l'équation (11) 
)n tire 

12) fi[(pi6^ma-\-^(3)] = f^{(pd). 

Donc la fonction ipi{(pB) reste la même, en y substituant au lien de (p$ une 
lutre racine quelconque de l’équation (1). En attribuant à m et /<• toutes 
es valeurs entières depuis zéro jusqu’à 2n et en ajoutant, la formule (12) 
lonne 

-j 2n 2n 

13) = ^2n -|- 1)^ ' ,n/5)]- 

je second membre de cette équation est une fonction rationnelle et sijmé- 
rique des racines de l’équation (1), donc on pouiTa l’exiirimcr rationuelle- 
irent par les coefficiens de cette équation, c’est-à-dire par (f)i2n-\-l)0 . Soit 
lonc 

fi{f^) =Pi 

a quantité p sera une fonction rationnelle de <p{2n-\- 1)6. Or je dis que 

? sera toujours entier. En effet soit (p{2n-\- 1)6 =y et p = où p' et 

l' sont des fonctions entières de y sans diviseur commun. Soit y = tp {2n~\-l)(t 
me racine de l’équation q' = 0: la quantité j)=:^[i//^-|-iy(co — 6)) sera in- 
inie en faisant 6 = â., donc on aura y)â-\-yj{vo — â) = ^] maintenant il est 
vident par la forme de la fonction y>6, que cette équation ne peut sulisister 
, moins qu’une quantité de la forme 

m a -|- y fi) ou (p(co — d -(“ w ”j~ l'(^) 
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ii’ait une valeur infinie. Soit donc (p{d -\-ma-\- = ^ ^ on aura en vertu 
de l’équation (30) tome II p. 113*) 

d {vïi' — j— -l-) CD — |— {n' — |— ■^) wi — TOCS — ^ 

où m' et re' sont des nombres entiers; or cette valeur de d donne 

9 (2 w+ !)()' = y [(2«+ 1)to' + to— 2to]co + [(2«+ l)tt' + 7i — 2,u.]cü^■+-^ + -| , 
c’est-à-dire (26 p. 111*): 

(p{2n l)â = -l- . 

Mais cela est impossible, car une racine quelconque de l’équation q' = 0 
doit être finie. Ou trouvera également que (p((o — d ma p./?) = -J- donne 
(p[2n-\- l)d = Lu quantité p est donc une fonction entière de (p{2n-\-l)d . 

Considérons maintenant l’équation (10). En divisant les deux membres 
par y (2 n-\- 1)6 .F{2n-\-l)d ^ on aui’a 

V'â (<'/’0 •/'^ • Fe __ , ijjd — ip (w — ff) 

f(2n+ 1)<^ • >’(2« +T)« '2' ' fÇin + 1 )^» ' 

En vertu de ce qu’on a vu (45) tome II p. 117*), on aura f{2n-\-l)6=f6.u^ 
F(2n-\-l)6 — F6 .v^ u et v étant des fonctions rationnelles de cp^; donc le 
second membre de l’équation pi’écédente sei’a une fonction rationnelle de (p6. 
En la désig-naut par x[ip6)^ on aura 

■ ^ ~~ * f( 2 n + 1 ) 0 :F( 2 n + f) ^ 

En mettant 6 -\-'a au lieu de d, il viendra 

■ip(0 -\-a)—-ipdj ip[u} — (0 -j-a)] = (//(w — 0), 

/‘(2î^ -|- 1) (d a) =y‘[(2v'i-j- 1)6 -\-2mio -|- 2/yc0{] ~f(2n-\- 1)^, 

F {271 4- 1) {6 + a) =F[{271-\- 1)0 -j- 2 toco + 2fiwi] =F{27i + 1)0, 
donc on aura 

X[ip{6^a)\= x{9^)- 
De la même manière on trouvera 

x[9{0^-m = x{<pe). 

Ou en déduit, comme plus liant pour la fonction (pi(fp0), que ;f(fp0) peut 
être exprimé par une fonction entière de (p{2n-\~ 1)6 . Soit donc 


*) Les formules citées se trouvent p. 275 — 281 de cette édition. 
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x{(fO) = q, 

m aura 

ip,{(p6). fd.Fe = q.f {271^1)6. Fi2n-{-l)e, 

>t enfin 

14) ■tpe=p-\-q.f{2n-^l)d:F{27i-\-l)e, 

m P et q sont des fonctions entières de q>{2n-^ V)d . 

Pour trouver les degrés de ces fonctions, soit (q/dy.x^ terme de 
ians lequel q)0 est élevé à la plus haute puissance, on aura, en supposant 
pd infini, 

7jjd = A.{ipd)\ 

A étant une constante. De même ou aura 

Tpiia — 0) =■ A' . {(pdy ^ 

it par suite: 

nais pour q)d infini, on a q){^n-\- Ï)B ~ B .(p9 ^ B étant une constante. 11 
iuit de là que p sera du degré v par rapport à cp{2n-\-l)B. Ou démon- 
;rera de la même manière que la fonction q sera du degré v — 2 , tout au 
plus. 

Notre théorème est donc démontré. 

Dans le cas où la quantité ip6 ne monte qu’à la première piiissance 
lans ipô, on a v=l^ par conséquent q sera du degré — 1, c’est-à-dire 
^ — 0. Donc on a dans ce cas 

15 ) \p6 = A-\-B.(p(27i-\-ï)0j 

)ù J. et B sont des quantités constantes, qu’on déterminera facilement en 
àisant 0 = 0 et cpO = ^. 

Soit par exemple le produit d’un nombre quelconque des racines de 
’équation (1), et faisons 

2n 2n 

ipO = y-TUa-y 

0 0 

1 est clair qu’on aura ■ip(^6) = ip{0-\-a) = ip{6y-lS), en remarquant que 

7i\d {2n -y l)a ,«/?] =7i{ 6 -y jLift) 

;t 

îi (2 -|- 1) /? -[- ma] = 71 (0 “1- «m) . 

)onc 
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%n 

(16) = .cpi^n-\~ l)B. 

0 0 

Il faut remarquer que l’une des quantités ^ et ^ est toujours égale à zéro. 
On a /1 = 0 si le nombre des facteurs de ttB est un nombre impair, et 
ü = 0 si ce nombre est pair. Dans ce dernier cas la quantité ipd est in- 
dépendante de la valeur de 6] par conséquent, en faisant 6 = 0, on a 

2n 2n 2n 2n 

(17) +ma + p,/?) = ^,„^^,n(ma + q,/3). 

ü Ü ü 0 

Si l’on fait par exemple 

nd = (pd .(p[6 -\-ka-\-k'l3), 

2n 2n 

^lA. (P “h /"•/^) • 9^ -j- /c) « -j- (,u -j- h') /?] 

ü 0 
271 271 

^ fl 9 “h f'ft) ■ (f ^ « -f- (,"■ -\- , 

0 O 

où k et k' .sont des nombres entiers quelconques, moindres que 2'?z-j-l. 
Cependant on ne peut pa.s supposer à la fois k = 0, k' = 0. Car alors 
nô = {(.p6y et par suite v — 2, tandis qu’on doit avoir 

v=l. 

De la même manière que nous avons démontré le théorème précédent 
on pourra encore établir les deux suivans; 

Théoranie II. Soit une fonction quelconque entière des quantités de 
la forme -j- ma -j-p/f), telle que 

xpB = \p (B a) = xjj (B 

on aura 

xpB q.ip{2'n l)é> .F{2n~\- F)B, 

où p) et <i sont des fonctions entières de /’(2«.-[- 1)6I, la première du degré 
V et la seconde du degré v — 2 , tout au plus, en désignant pai' v le plus 
grand exposant de fB dans xpB. 

■Théorètyui III. Soit xjiB une fonction quelconque entière des quantités 
de la forme F {B ma ptft) , telle que 

-xp (B) = 9{B-ya) = ip {B (3), 

011 aura 



xpB =pj y-q.(p{2n-\-l)B .f{2n + 1 ) 
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iii jo et 2 sont des fonctions entières de la première du degré 

' et la seconde du degré v — 2 , tout au plus, en désignant par v le plus 
;Tand exposant àt F 6 dans xpO. 

En vertu du premier théorème on voit sans difficulté que la valeur de 
P I 2n-Ç ï ) ’ fonction de sera 


<P 


e 

2n+l 


_ _1 

2n -j- 1 


4n- -{-An 

• 2 

0 


2w-j-l 

-FO, 


lù 'p„, et sont deux fonctions entières de ipô^ la première impaire et du 
légué 2n-|-l, la seconde paire et du degré 2 , 11 — 2. D’ailleurs ces fonc- 
ions sont déterminées par l’équation 

]?l - il • {Fdy= 

)ù est une constante. 


Christiania le 27 août 1828. 


XXYII. 


DÉMONSTRATION D’UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE D’UNE CERTAINE 
CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Journal fur die rcîuo imd angGwandtc Matliomatik, hcrausgcgoljen von Crcllc, Bd. 4, Borlin 1829. 


Théorème. Soit y une fonction de x qui sati.sfait à une équation quel- 
conque ii’réductible de la forme 

( 1 ) 

oîi , Pi , 2^2 , ... sont des fonctions entiéi’cs de la variable x. Soit 

de même 

(2) 0 = 2'o + îZiI/ + Î2/H 

une équation semblable, îu • • • !Z«-i également des fonctions 

entières de x, et supposons variables les coefticiens des diverses puissances 
de X dans ces fonctions. Nous désigmerons ces coefticiens par a, u', a" .. . 
En vertu des deux équations (1) et (2) x sera tuic fonction de a, a\ a", . . . 
et on en déterminera les valeurs en éliminant la quantité y. Désigmous par 

( 8 ) (, = 0 , 

le résultat de l’élimination, de sorte que ç ne contiendra qxie les variables 
æ, a, a', a'\ . . . Soit y le degré de cette équation par rappoi-t à .x, et 
désignons par 

(4) æ,, Xa, Xs, . . . x^. 
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!S f .1 racines, qui seront autant de fonctions de a, a', a", ... Cela posé, 
l’on fait 

j) '^x=jy{x,y)dx, 

à f(x,y) désigne une fonction rationnelle quelconque de x et de jy, je dis 
ue la fonction transcendante yjx jouira de la propriété g-énérale exprimée 
ar l’équation suivante: 

5) yjx^-\-yjx^^ • • • — fe,. log , 

, ■üj, « 2 , . . . v„ étant des fonctions rationnelles de a, a', a", . . ., et /(î,, 
2 , . . . \ des constantes. 

Démonstration. Pour établir ce tbéorème il suffit d’exprimer la dilfé- 
entielle du premier membre de l’équation (6) en fonction de a, a', a", . . .; 
ar il se réduira par là à une différentielle rationnelle, comme on va voir. 
)’abord les deux équations (1) et (2) donneront y en fonction rationnelle de 
, a, a\ a", ... De même l’équation (3) (> = 0 donnera pour dx une ex- 
ression de la forme 

dx = a.da-\-a' , da' -j- a" . da" -j- • • • ; 

ù. a, a', a", . . . sont des fonctions rationnelles de æ, n, a\ a’', ... De 
t il suit qu’on pourra mettre la différentielle fix-, y) dx sous la forme 

/(œ, y) dx — (px. da cp^x . da' -[- • da" -j- • • ■ > 

à fp.'T, . . . sont des fonctions rationnelles de æ, a, a', a", . . . En 
itég-rant, il viendra 

yjx = !' {cpx . da -|- (fiX . da' -|- • • • ) 

t de là on tire, en remarquant que cette équation aura lieu en mettant 
our X les y. valeiu’s de cette quantité, 

1 ) -j- V^®2 “f- • • • 

= / [( 9®1 + + • • • + (p%) da + (yiXi 4- (p^x., -\ ^ rpiæ^ da,' -\ ] . 

•ans cette équation les coefficiens des différentielles (fa, cZa', . . . sont des 
motions rationnelles de a, a', et", . . . et de Xj, ajg , . . . mais en outre 
s sont symétriques par rapport à x,, X 2 , . . . donc, en vertu d’un tlié- 
i-ème connu, on pourra exprimer ces fonctions rationnellement par a, a/, 
", . . . et par les coefficiens de l’équation p = 0 ; mais ceux-ci sont eux- 
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mêmes des fonctions rationnelles des variables a, a', a", . . . , donc enfin 
les coefficiens de da\ da'\ ... de l’équation (7) le seront également. 
Donc, en intég-rant, on aura une équation de la forme (6). 

Je me ré.serve de développer dans une autre occasion les nombreuses 
applications de ce tliéorème, qui jetteront du jour sur la nature des fonctions 
transcendantes dont il s’agit. 


Christiania lo 6. janvier 1829. 



XXYIII. 

PEECIS D’UNE THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Journal für die reine und angewandto Matliematik, lierausgegebcn von Crelle^ Bd. 4, Berlin 1829. 

Introduction. 

La théorie des fonctions elliptiques, créée par M. Legendre^ forme une 
partie des plus intéressantes de l’analyse. Ayant cherché de mon coté à 
donner de nouveaux développemens à cette théorie, je suis, si je ne me 
trompe, parvenu à plusieurs résultats qui me paraissent mériter quelque at- 
;ention. J’ai cherché surtout à donner de la généralité à mes recherches^ 
m me proposant des problèmes d’une vaste étendue. Si je n’ai pas été 
assez heureux pour les résoudre complètement, au moins j’ai donné des 
noyens pour y parvenir. L’ensemble de mes recherches sur ce sujet formeiva 
111 ouvrag'e de quelque étendue, mais que les circonstances ne m’ont pas 
3 ncore permis de publier. C’est pourquoi je vais donner ici un précis de 
la méthode que j’ai suivie, avec les résultats généraux auxquelles elle m’a 
conduit. Ce mémoire sera divisé en deux parties. 

Dans la première je considère les fonctions elliptiques comme intégrales 
Indéfinies, sans rien y ajouter sur la nature des quantités réelles ou imagi- 
naires qui les composent. Je me servirai des notations suivantes; 

.d/ (æ, c) = ± y (1 — (1 — , 



de sorte que 


77 (ic, c, a) 



: 


œ (Xy c) y cOf) (Xy g) y FI (Xy Gy a) 

remplacent respectivement les fonctions de première, de seconde et de troi- 
sième espèce. 

Cela posé, je me suis proposé ce problème général: „Trouver tous les 
cas possibles dans lesquels on peut satisfaire à une équation de la forme: 


(a) 

OÙ 


«1 55 («1 , Cl) -j- «2 55 (aîg , Cij) 55 (x„ , C„) 

“h «i' 65y(a::i', Ci') , c/) -f- • • • -j- «„/ û)ÿ(xj ^ c^') 

-j- «i" 77 (ail", Cl", Uj) -|- a/ Il (æg", c^", « 2 ) -j- • • • -j- ce/ Tl {x/ ^ c^", a/ 

==M + AilogVi4-AlogU2+ • • • -\-A/ogv^, 

CC^ y (X^y ... y CCjL , 0^2 7 • • • 7 


/>/ '' n r, • A A A 

7 ^2 7 • • • 7 -^1 7 5 • * • -^5/ 


sont des quantités constantes, Xi, Xa,. . . x„; æ/, x/ . . . x,/; x,", Xy", . . . x/ 
des variahles liées entre elles par des équations al^/ébriquesj et ?/, v,, «2, . . . Vy 
des fonctions algébriques de ces variables.^ 

J’établis d’abord les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques, 
ou ce qui concerne leur sommation, en employant une métliode particulière, 
qui est applicable avec la même facilité à une infinité d’autres transcendan- 
tes plus compliquées. En m’appuyant sur ces propriétés fondamentales, 
je considère ensuite l’équation dans toute sa généralité, et je fais le premier 
pas en démontrant irn théorème général sur la forme qu’on pourra donner à 
l’intégrale d’une fonction algébrique quelconque, en supposant cette intégrale 
exprimable par des foTictions algébriques^ logarithmiques et elliqetiques^ théo- 
rème qui est d’un grand usage dans tout le calcul intégral, à cause de sa 
grande généralité. 

J’en déduis, comme corollaire, le théorème suivant: 




où r est une fonction rationnelle quelconque de x, est 


expi'imable par des fonctions algébriques et logarithmiques et par des fonc- 
tions elliptiques yj, i//,, (//a, . . ., ou pourra toujours supposer 


® <=)+“'/’ (y) ftW H — 


2' A(x,c) 


■ ÿâ' A(a;, 0) 
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OÙ toutes les quantités p, gi, gs? • • • S'l^ ' 2 ' 2 ^ • ■ • Ui Ui^ des 

fonctions rationnelles de æ“*). 

De ce tùéorème je tire ensuite celui-ci: 

„Si une équation quelconque de la fonne [a) a lieu, et qu’on désigne 
par G l’un quelconque des modules qui y entrent, parmi les autres modules 
il y en aura au moins un, c', tel qu’on puisse satisfaire à l’équation difié- 
rentielle : 

dy dæ 

en mettant pour y une fonction rationnelle de æ, et vice versa.“ 

Ces théorèmes sont très importuns dans la théorie des fonctions ellipti- 
ques. Ils ramènent la solution du problème général à la détermination de 
la solution la plus générale de l’équation 

dy dx 

ou à la transformation des fonctions de première espèce. Je donne la solu- 
tion complète de ce problème, et j’en déduis ensuite la transformation géné- 
rale des fonctions de première espèce. Je fais voir que les modules doivent 
nécessairement être liés entre eux par une équation algébrique. On peut se 
contenter de considérer le cas où le dégré de la fonction y est un nombre 
premier, y compris l’unité. Si ce degré est désigné par /.i, c' pourra avoir 
valeurs différentes, excepté pour ,u. = 1, où ce nombre se réduit à 6. 

La seconde partie traite des fonctions à modules réels et moindres que 
l’unité. Au lieu des fonctions ü}[x,c)j t5o(æ, c), n(x,c,ai) j’en introduis trois 
autres, savoir d’abord la fonction l{6), déterminée par l’équation 



C’est la fonction inverse de la première espèce. En mettant x — XÔ dans 
les expressions de tEio(a‘, c), n(x,c,a)^ elles deviendront de la forme; 

â5o(æ, c)= J'x^6.dd‘, 
n{x^G^a) = 


*) Ce théorème a également lieu, si J(x,c) est la racine carrée d'une fonction 
entière d'un degré qnelconque. 




PRÉCIS D’UNE THÉORIE DES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


521 


Sous cette forme, les fonctions elliptiques offrent des propriétés très remar- 
quables, et sont beaucoup plus faciles à traiter. C’est surtout la fonction Xd 
qui mérite une attention particulière. Cette fonction a été l’objet d’un mé- 
moire qui est inséré dans les tomes II et III de ce journal*), où j’en ai 
démontré le premier quelques-unes des propriétés fondamentales. On en trou- 
vera davantage dans ce mémoire. Je vais indiquer rapidement quelques-uns 
des résultats auxquels je suis paiTenu: 

1. La fonction 16 jouit de la propriété remarquable d’être périodique 
de deux manières différentes, savoir non seulement pour des valeurs réelles 
de la variable, mais encore pour des valeurs imaginaires. En efïet si l’on 
fait pour abréger 

(ô dx CO diV 

T -j, 3^ ’ T -J, ’ 

où 5 = yi — et y — i =f, ou aura 

l[d -\- 2 îo) =: 16 ] 1(6 -j- u)i) — 16. 


2. La fonction 16 devient égale à zéro et <à l’infini, pour une infinité 
de valeurs réelles et imaginaires de 6 

^c) l(^iïico — j — 7?.fo^) — 0, ^ pymy — j — — j — — ■()* , 

où m et n sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. De 
même on a 


16 ' = 16 , 


SI 


6' = ( — 1 ) ”'6 -luw -[- nwt • 

cette relation est nécessaire. 

3. La propriété fondamentale de 16 est exprimée par l’équation 


OÙ 6' et 6 sont des variables quelconques, réelles ou imaginaires. 

4. Ija fonction 16 pourra se développer on facteurs et en fractions de 
beaucoup de manières; par exemple si l’on fiiit pour abréger 

(ü <0 

(2 = e ® = e “ 


7 
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on a 

^ Vc cos (265 t) -[- g-^] [1 — 2g® cos (2071-) -|- g®] . . . 

^ ^ ■ ¥ ■ ( (5 ^yr) h — ] , 

J a ZI \ 1 (1— — 

^ \y “ — ÿ7 ' (1 + (1 + pe^^.rej (1 ^ pSe-2nô^ (1 ^ p■6^2,■^0^ . . / 

On pourra exprimer d’une manière analogue les fonctions de seconde et de 
troisième espèce. Les deux foimules précédentes sont au fond les mêmes 
que les formules (c). 

5. Une des propriétés les plus fécondes de la fonction Xd est la sui- 
vante: [On a fait pour abréger: — 1^^) (1 — c^X’*6*)]. 

.,Si l’équation 

(xffŸ " + + • • • + ciiii-By -p «0 = + hyxoy -{-.■• + .Jd 

est satisfaite, en mettant pour Q 2n quantités telles que 

. . . X^ô^n soient différentes entre elles, on aura toujours 

x{ôi-\-ê2-\- •••-!- ^2») = 0, 

- H^2n) =-\-x{ô,-^e,-^ [- ^ 

les coefbciens «o , a^, . . . , b^, , ... pourront être quelconques, et il est 

facile de voir qu’on pourra les . déterminer de sorte que , . . . é> 2 „_i 

soient donnés.“ 

Voici une autre propriété plus générale: 

„Si l’on fait 

^‘■‘-..,2yi — x^){l — c-‘x‘^) = A{x — xe,)(:x — xe,) . . . (;C — 

où g) et q sont des fonctions entières quelconques de V indéterminée æ, on 
pourra toujours prendre les quantités 0,, 6^^ . . . 6^ telles que l’expression 

X{d-i_~\-6^-\-6^~\- •••-[- ^^) 
soit égale à zéro ou à rintini.“ 

Ainsi par exemple, si 

{d) 'qf — (f{l — æ^)(l — c^x^) = A(æ^ — X^Oy^ 
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l’une des fonctions p et q étant paire et l’autre impaire, on aura 

1) si P est pair: 

X(|U0) — 0, si P est pair et 
si fj, est impair; 

2) si P est impair; 

l(jLi6) = 0, si fÀ, est impair et 
= si fj, est pair. 

De là il suit encore que, si l’équation (d) a lieu, on aura toujours 


où. m et n sont entiers et moindres que //.. 

6. Il existe entre les quantités X | ] et les racines (2/f-|-l)* 

de l’unité des relations bien remarquables, savoir si l’on fait pour abréger 

2717 I ., . 2/r 

on aura, (piels que soient les nombres entiers m et //• : 


0 = A 


2mC) 

2 tt -(- 1 




D’ailleurs toutes les quantités sont les racines d’une même équa- 

tion du deg’ré (2/t-j- !)'•“, dont les coefliciens sont des fonctions rationnel- 
les de 

7. Si la fonction 

f dx 

J J{æ, c) ’ 

dont le module c, est réel et moindre que l’unité, peut être transformée dans 
une autre 

, f jb 

J -^(ïh '0 ’ (lü* 
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dont le module c' est réel ou imaginaire, en mettant pour y une fonction 
alg’ébrique quelconque de æ, il faut nécessairement que le module c' soit 
déterminé par l’une des deux équations 


1/9 Vif ~l~ ^1) (^ + gî) (1 + g?) • ■ • , 


V7=i 


■?1 


+ <ll 


kzll 

1 + 2^ 


kill 
1 + 2I 


où g, = 2'“) étant rationnel; ou, ce qui revient au même, 






p. et y' étant des nombres rationnels quelconques. 


8. La tliéorie de la transformation devient très facile à l’aide des pro- 
priétés les plus simples de la fonction 16. Pour en donner un exemple, 
soit proposé le problème; satisfaire de la manière la ])bis générale à l’équa- 
tion 

dy dx 

«0 ~ ^ -^(’b c) ’ 

en supposant c et cf moindres que l’unité et y fonction rationnelle, réelle ou 
imaginaire, de x. 

Soit x = l6, y=.l'd'^ en désignant par l' la fonction qui répond au 
module c'. L’équation différentielle se cliangei’a dans ce cas en dO' — fdô, 
d’où 


0' = ed^a, 


a étant une constante. Cela posé, soit 


on aura 


y = 


CfX 

fx 


5 


X' {s 6 a) 


(piXO) 

— T(W) ■ 


En mettant ^-)-2 (d, B-\-a)î au lieu de 6, X6 ne clianga pas de valeur et 
par conséquent on doit avoir 

X' {sd -\-' 2 ,eïï)-\-a) — X' [sB d)^ 

X' {e 6 ecoi -[-«) = X'{eB -j- a). 


Donc, si l’on désigne par to' et w' les valeurs de w et (o qui répondent au 
module c\ on aura en vertu de l’équation (2) : 



PliÉCIS D’UNE THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


525 


ce qui donne 

donc 


ou bien 


2 €(D = 277^tO ' -|- mu Y, 
eœi= 2m'a)'-]-?^'a)'^, 


e = m. 


Cü' 


I 72 CO , ^ CO ^ , tô . 

“T “ô — —1 = 71 2 m — ^ : 

^ <25 CO CO ‘ 


Cô .CO n CO 

m --- =1 n — J -A, 

CO CO Z cô 


2 m'--, 

CO 


co' 

92' 

Cô 


co 

-p 

, 

• — 

— « 



co 

9/2 

co 

4 m' 

Cô 


Maintenant, si g est indéterminé, cette équation ne pourra subsister à moins 
qu’on n’ait ou n = 0, m' — 0, ou n' = 0, m = 0. Dans le premier cas « 
est réel et égal à 

(ô^ f COt 

Q7l =z7l - - - 5 

Ü CO 


et dans le second cas e est imaginaire et éo-al à 

O O 


'il 

¥ 


o/ 

Cô 



CO 


Supposons fi réel. Alors on aura ce tliéorème ; 

„Si deux fonctions réelles peuvent être transformées l’une dans l’autre, 
il faut qu’on ait entre les 'fonctions complètes ô», o), cîJ’, œ' cette relation : 

Co' w' (ô 

CO' 922 CO ’ 

où n' et m sont des nombres entiers/^ 

Ou pourra dëmonti'er que si cette condition est remplie, on pourra ef- 
fectivement satisfaire à Téquation 

J AO/, c-O — Cô J A(.r, «) 

Rien n’est plus simple que de trouver Texpression de ?/. 11 suffit pour cela 

de clierclier les racines dos deux équations (px=0j fx=0. 

Désignons par lâ et deux racines quelconques appartenant respec- 
tivement à ces deux équations, on aura, pour déterminer â et ces deux 
équations : 

== 0, =: jj-, 


ce qui donne 
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‘^=-T + 7®' + V"'‘; <>'=-T + 7®' + (*’' + «-T'’ 


’est-à-dire : 


Of > ]c I le • ft/ 

Qj _L, — _ {y 7 * Q : 

e ' m ' n ‘ 




3 et h' étant des nombres entiei's. Pour déterminer a, il suffit de remar- 
l^uer que Xô ne change pas de valeur en mettant tü — 6 au lieu de 6. On 
lura donc 

l'{sm — B6-\-a) = l'{£6-\-a)^ 

‘e qui donne 

CL "è" [ ^ ^ H — ^ ^*)* 

Dans le cas où m est impair, on pourra toujours faire a = 0. 

Connaissant les valeurs de d et on aura immédiatement les racines 
les deux équations (px = 0, fx = 0, et par suite l’expression des fonctions 
px et /“x en produits de facteurs. Les formules les plus simples répondent 
lux cas de m=l ou n'=l, et elles sont les seules nécessaires, comme il 

ist aisé de le voir par l’équation -^=z — • On pourra aussi se servir 

les expressions de la fonction Xd en produits infinis rapportées plus liant. 
Je l’ai fait voir dans un mémoire qui a été envoyé à M. ScJmmaeJier pour 
itre inséré dans son journal*). 

9. Le cas où un module c peut être transformé en son complément 

|/l — c^ = b, mérite une attention particulière. En vertu de l’équation 
65' n tî) T 

“ 7 =: ? 011 am^a alors 

Cf J rn 0 ) 


=)/ 


m 


- et 




clæ 


J(a', c) 


jQ module c sera déterminé par une équation alg'ébrique, qui paraît être ré- 
ioluble par des radicaux; au moins cela aura lieu si est un carré jiar- 
ait. Dans tous les cas il est facile d’exprimer c par des produits infinis, 
ün effet, si — = l/^ , on a 

^ CO ^ n 


*,) Mémoire XX de ectte édition. 
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Si deux modules c' et c peuvent être transformés Tun dans l’autre, ils au- 
ront entre eux une relation algébiique. Il ne paraît pas possible en général 
d’en tirer la valeur de c' en c à l'aide de radicaux*), mais il est remar- 
quable, que cela est toujours possible si c peut être transformé en son com- 
plément, par exemple si c^ = \. 

Les équations modulaires jouissent d’ailleurs de la propriété remarquable, 
que toutes leurs racines peuvent être expiimées raiionnellement par deux 
d’entre elles. De même on pourra exprimer toutes les racines par l’une 
d’elles à l’aide de radicaux. 

10. Ou pourra développer la fonction lO de la manière suivante; 

J û ^ “b H~ • • • 

AD — q_T:: ’ 

où le numérateur et le dénominateur sont de.s séries toujours convergentes. 
En faisant 

^pe = e -^ad^ ^ 

fd = l^h'6^-\rh"e^-\ 

ces deux fonctions auront la propriété expi-imée par les deux équations 


*) Dans le cas par exemple où // est de la forme : 

1 / ) (a^ — ) 

// y ^./ ^ ^ ’ 

rëqiiation entre et c est du sixième degré. Or je suis parvenu a démontrer rigou- 
reusement^ que si mu\ équation du sixième degré est résoluble a Faide de radicaux, 
il doit arriver Fun do deux, ou cette équation sera décomposable en deux autres du 
troisième degré, dont les cocfficicns dépendent d\me équation du second degré, ou elle 
sera décomposable en trois équations du second dcgï*é, dont les coefliciens sont déter- 
minés par une équation du troisième degré. L^k][uation entre d et c ne paraît guère 
être décomposable de cette manière. 
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• j^e).cp{e'-e)= m -foy- 

-G)= {fe ./ey- c\<pe . cpoy, 

où 6' et 6 sont deux variables indépendantes. Ainsi par exemple si l’on 
fait 6' — 6 J on a 

/(2«) = (/«)* -<=’{'/>«)*■ 

Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables. 

11. Les formules présentées dans ce qui précède ont lieu avec quel- 
ques restrictions, si le module c est quelconque, réel ou imaginaire. 


PKEMIÈEE PARTIE. 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN GÉNÉRAL. 


CHAPITRE I. 

Propriétés générales des fonctions elliptiques. 

Les fonctions elliptiques jouissent comme on sait de cette propriété re- 
marquable, que la somme d’un nombre quelconque de fonctions peut être 
exprimée par une seule fonction de la même espèce, en y ajoutant une cer- 
taine expression algébrique et logarithmique. La découverte de cette propriété 
est due, si je ne me trompe, à M. Legendre. La démonstration que cet il- 
lustre g'éomètre en a donnée, est fondée sur l’intégration algébrique de l’équa- 
tion différentielle 

dy dx 

V « + /%/ + ® V « + l^^ry yx “ + ()'.■«» -f 

L’objet de ce cliapitre sera de démontrer cette propriété des fonctions ellipti- 
ques, mais en nous appuyant sm- des considérations différentes de celles de 
M. Legendre. 


§ 1- 


Démonstration (Viin tliéorhne fondamental. 

Nous allons commencer par établir un tbéorème général qui servira ““ 
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fondement de tout ce qui va être exposé dans ce mémoire, et qui eu même 
temps exprime une propriété très remarquable des fonctions elliptiques. 

Thêoy'hne I. Soient fx et q)x deux fonctions quelconques entières de 
a:, l’une paire, l’autre impaire, et dont les coefficiens soient supposés variab- 
les. Cela posé, si l’on décompose la fonction entière paire 

{fx) ^ — {(fx) ^ {J xf 

en facteurs de la forme x^ — , de sorte qu’on ait 

(1) {f^y — {cpxy [Jxy^ = A{x^ — xf)(x‘‘‘ — xf)(x^ — xf) . . . (x^ — æ^), 

où A est indépendant de l’indéterminée æ, je dis qu’on aura 

( 2 ) nœ, + rT^_ + n.,+ ■■■ + 

a désignant le paramètre de la fonction 77 ;r, de sorte que 



La quantité G est la constante d’intégration. 


Dêmonstraiion. Supposons d’aboixl que tous les coefficiens des diverses 
puissances de x dans les fonctions fx et (px soient les variables indépendan- 
tes. Alors toutes les quantités æj, « 2 , . . . seront évidemment inégales 
et fonctions de ces variables. En désigiiaiit par x l’une quelconque d’entre 
elles, l’équation (1) donnera 

( 4 ) {fxy-{<pxy{jxy=o, 

d’où * 

(5) fx -j- (px . Jx = 0. 

Cela posé, faisons pour abréger 

■xpx = {J'xf — {(paf 

et désignons par ip'x la dérivée de cette fonction par rapport à x seul. De 
même désignons par la caractéristique d la ditférentiation qui se rapporte 
aux seules vaidables indépendantes. Alors on tire de l’équation (4) en difié- 
rentiant 

■ip'x . dx 2/æ . $fx — 2(px.â(px. {Jx) = 0 ; 
mais en vertu de l’équation (5) on a 

67 
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fx = — (pX . /i æ, 

(px{Jx)^ = — fx.Jx^ 

donc, en substituant, 

ip'x .dx — 2 Jx{(px . âfx — fx . â cpx) = 0. 


De là on tii’e, en divisant par 1 


dx 


Jx, 


2(cpx.ôfx — fx . ô (px) 






et en intégrant 


J 


fx . ôq>x) 


En faisant maintenant x = x^^ x^j ... x^^ en ajoutant les résultats et en 
faisant pour abréger 

2 [cpx . âfx — fx . â (px) = dx, 

on obtiendra 


( 6 ) nx,^nx,-f . • . -fHx^ 


1 






+ 


6x, 


0x„ 


1-3 Iv-'*, 


I ''“7^ 

1 7"' 

,1— 


Maintenant dx étant une fonction entière de x dont le degré est évidemment 
inférieur à celui de la fonction ipx, le second membre, d’après un tbéorème 
connu sur la décomposition des fonctions fractionnaires, se réduit à 



ou, en substituant la valeur de da et celle de ipa, à 


a 


/ 


cpa . ôfa — fa . ô cpa 


Cette intégrale se trouvera facilement* en efiet, J a étant constant, on aura 
en intég’rant d’après les règles connues. 


C 


a 

YTa 


log 


fa + (pa.Ja 
fa — q)a. Ja ’ 


G étant la constante d’intégration. Cette fonction mise à la place du se- 
cond membre de l’équation (6), donne précisément la formule (2) qu’il s’agis- 
sait de démontrer. 
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La propriété de la fonction i7(æ), exprimée par la formule (2), est 
d’autant plus remarquable, qu’elle aura lieu en supposant la fonction Ax 
racine carrée d’une fonction quelconque entière et paire de x. En effet la 
démonstration précédente est fondée sur cette seule propriété de la fonction 
Ax. On a ainsi une propriété générale d’une classe très étendue de fonc- 
tions transcendantes*). 

La formule (2) étant démontrée pour le cas où les quantités x^, x^, 
. . . sont inégales, il est évident qu’elle aura encore lieu en établissant 
entre les variables indépendantes dès relations quelconques qui pourront ren- 
dre égales plusieurs des quantités Xi, x^, ... x^. 

Il faut observer que les signes des radicaux Jx^, Ax^.i . . . Ax^ ne 
sont pas arbitraires. Ils doivent être pris tels qu’ils satisfassent aux équa- 
tions 

(7) — 0, fx^-\-(px^.Ax^ — 0 ., . . . fx^^-(px^,. AXi^= 0 , 


qu’on tire de l’équation (5), en mettant pour x les valeurs œ,, . 

La formule (2) exprime une propriété de la fonction de la ti'oisième 
espèce n'[x). Or rien n’est plus facile que d’en déduire des propriétés sem- 
blables des fonctions: 


( 8 ) 



et 



A’ 2 d/ü 

Jx 


D’abord si Ton fait a infini, on a nx = wx] mais il est clair que la partie 
logarithmique de la formule (2) s’évanouira dans ce cas; le second membre 
se réduira donc à une constante, et par conséquent on aura 


^9^ wXi —j— wx^ ~|~ • • • (X)Xj^ — G. 

De même si l’on développe les deux membres de réqiiation (2) suivant les 
puissances ascendantes de -^7 on aura, en comparant les coefficiens de 

dans les deux membres, 

( 10 ) WqXi -\- • • • -\-'WqX^^=C — 

où P est une fonction algébrique des variables, savoir le coefficieni de 
dans le développement de la fonction 


^*) Voyez sur ce sujet un mémoire inséré dans le tome III^ p. 313^ de ce journal. 
On trouve un théorème beaucoup plus général t. IV^ p. 200. 


67 * 
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a 

2Ja 


loo: 


fa -)- cpa . J a 
fa — (fa . /J a 


uivant les puissances ascendantes de — • 

En vertu des formules (2, 9, 10) il est clair, qu’en désignant par ipx 
me fonction quelconque de la forme: 


IpX : 


■/I 




l — - 




dx 

( J ce ’ 


1-^ 
n -û 


11) 


on aura 


I I I TQ aa -t 'fa j— cpa jJ a 

H Y^)x^=--G — B.ÿ~ log 


f(h + <paiAa^ 
2Ja^ ^ fa^ — cpa^/la^ 


CCy ay fay -|- f ^ 

2^ay ^ fCty (fayJdy 


On voit que cette équation a lieu quelle que soit la constante A. 


§ 2. 

Prop^nêté fondamentcde des fonctions elliptiques, tirée des formules p>récéderites. 

Dans ce qui précède les quantités x^, x^, . . . sont regardées 

somme fonctions des coefficiens variables dans fx et cpx. Supposons main- 
tenant qu’on détermine ces coefficiens de manière qu’un certain nombre des 
:|xiantités æj, prennent des valeurs données mais variables. Soient 

Xi , X2 , . . . x„, 

les variables indépendantes. Alors les coefficiens dans /x, cpx deviendront 
les fonctions de ces quantités. En les substituant dans l’équation 

{fx) ' — {(px) ' (Ax) ' =-0 , 

e premier membre sera divisible par le produit 

{x^ — xl){x^--x?f) • • • {x'^~x^)f 

it le quotient, égalé à zéro, donnera une équation du degré /<- — m, par rap- 
port à x^, dont les racines seront les fi — m quantités 

•^w+1 7 *^ 5 n-i -2 7 • • • 

[ui par suite sont des fonctions algébriques àe x^, x^, . . . x„ . 
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Le cas le plus simple et le plus important est celui où le nombre fi — m 
a la moindre valeur possible. Pour avoir ce minimum, il faut donner aux 
fonctions fx et cpx la forme la plus générale pour laquelle le degré de l’é- 
quation {fxy — {(fxy ~0 est égal à 2//. 

Il est facile de voir que le plus grand nombre de coefficiens qu’il soit 
possible à introduire dans fx et <pæ, est Mais, puisqu’en vertu de la 

forme des équations (7) on peut supposer un de ces coefficiens égal à runité, 
sans diminuer la généralité, on n’aura réellement que p. — 1 indéterminées. 
-On pourra donc faire m = p — 1 , en sorte que toutes les quantités , x ., , 
. . . excepté une seule, seront des variables indépendantes. Par là on 
aura immédiatement la qiropriété fondamentale des fonctions elliptiques dont 
il a été question au commencement du cliapitre. 

Il y a deux cas différens à considère!’, savoir /(. pair ou impair. 

Premier ca.9, si p- est jmir et égal h 2^?.. 

A. Si la fonction fx est paire et cpx inqiaire, il est clair que fx doit 
être du degré 2??., et cpx du degré 2», — 3. Faisons donc 


( 12 ) 

et 

( 13 ) {fxy 


fx = «0 -|- -j- rqæ"' 

(px=.(J)ç,-\-hyX~ ■ • • -[- a; 


■{cpxy{l — x^){l-c^x^) = {x^ — x‘f){;x^ — xl) ... — 


où nous avons mis y au lieu de qui sera une fonction des variables «i, 
ccj , ... x. 2 n^-y . Les coefficiens «o ? «i , «s , . . . , Z»,, sont 

déterminés en fonction de iCj, « 2 , . . . à l’aide des p — 1 équations (7), 
savoir : 

(13') fx^ -t- cpx ^ . = 0, fx<2 -b (px.2 . = 0, . . . 4- 


Ces équations, étant linéaires par rapport aux inconnues, donneront celles-ci 
en fonction rationnelle des quantités 

Xf^ , ii/g , . . . îTgj, 2 , A x^ , A x^ , . . . A Xÿj^ J . 

li est clair qu’on pourra donner aux radicaux r/x^, des 

signes arbitraires. 

Pour avoir la valeur de p, faisons dans l’équation (13) x = 0. Cela 
donne 

t> O c> O 9 

a;:, = x;xr2 . - . x;„_^.y , 

d’où l’on tire 
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(14) 


y = 


* ^*2 * ‘ — 1 


La quantité y est donc une fonction' rationnelle des variables .«i, • • • 

et des radicaux correspondans. Si maintenant y a cette valeur et si l’on 
fait de plus 

^2n '^y J 


les formules (2, 9, 10) donneront 


(15) 


-|- wx^ = U)y -\- C, 

n}^x^-\-w^x^-\- ■ ■ ■ -\-û}oX^„_^ = û)oy — b„_^-\-C, 


Hxi — [— /Tæg -|— • • • -j— rrx^„_i — II y 


a 

2Ja 


log 


fa-\~ cpa . zla 
fa — q^a . zla 


G, 


Quant aux fonctions côi/, w^y, Tly, il faut bien observer que le signe du 
radical /iy n’est pas toujours le meme. Il est dans tous les cas déterminé 
par la dernière des équations (7) qui, en mettant pour et leurs va- 

leurs y et — /ly^ deviendra 

fy — (py.Jy = 0. 


On en tire 

( 16 ) <V = |-. 

ce qui fait voir que le radical Jy, comme ?/, est une fonction rationnelle 
des quantités cCi, . . . Jx^^^ Jx^ . . . 

La fonction y a la propriété d’être zéro en même temps que les vari- 
ables «J, * 2 , ... En effet si l’on fait 


X, 


■■Xg — 


:£Co, 


-x = 0, 


l’équation (13) ne pourra subsister à moins que tous les coefficiens o,, , r/., , 

. . . ^ 1 } • • • ^n -2 1 )^® soient égaux à zéro, donc cette équation se 

réduit à 

donc on aura y = 0. 

On pourrait donner le signe contraire au second membre de l’équation 
(14). Celui que nous avons choisi est tel que le radical //y se réduit à 
-j-l, en supposant = x-a — « 3 .= • • • = æ^n-i = 0 ? sf en même temps 
JXi = //X 2 = ■ ■ • = 1 . Pour démontrer cela, supposons æ, , 

. . . æ 2 „_i infiniment petits; on aura alors 
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= = ■ ■ ■ = J = 1 5 

et par conséquent les équations (13') font voir que cca, . . . satisfont 

à l’équation , 

(17) -]— -[- • • ■ -[- h,^x -|— = 0 . 

Cette équation étant du degré 2%, doit avoir encore une racine. En la dé- 
sig'nant par z, on aura 

Cl f^ nzz Z . X-^ , Xs.^ . . . 5 

donc en vertu de l’équation (14), 

zz=—y. 

L’équation est donc satisfaite en faisant x— — y. Or cela donne 


donc en vertu de l’équation (16) : 

(18) .^ÿ= + l. 

On pourra encore remarquer que y se réduit pour des valeurs infinimeut 
petites de x^^ x.^^ . . . a-v..! à iCi -j- • • • . On le voit par l’é- 

quation (17), qui, n’ayant pas de second tenue, donnera la somme des raci- 
nes égale à zéro, c’est-à-dire 

-j- iCj • -j- X2a_i — y = 0 , 

donc 

(19) y = Xi^-\~x^~\- • • • -(-aÎ2„_i. 


B. Si fx est impair et (px pair, fx doit être du degré 2w — 1 et (px 
du degré 2w — 2. l)onc on aura dans ce cas 2re — 1 coefficiens indétermi- 
nés, et on parviendra à des formules semblables aux formules (15); mais la 
fonction y aura une valeur différente. 11 sera facile de démontrer qu’elle 

sera égale à — j la valeur de y étant détenninée par l’équation (14). 
cy 

Second cas, si y. est un nombre impair et égal à 2n-j-l. 

A. Si fx est impair et (px pair, on aura 


( 20 ) I /’a:= (afl-j-aiæ^-l-aaæ'^-l- • • • -|-a„_iæ‘^’*“'*-|-æ^’‘)œ, 
j (px = 5q -|- bi'x^ -|- b^x^ • • • -f- 

(21) {fxy — {(pxy{l — a:^)(l — c^x^) = (x^ — æi)(a;^ — xfj . . . (æ^ — a5L)(®^ — 
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jCs coefficiens ao, ^15 • • • déterminés par les 2 n 

quations linéaires 

22 ^ “|~ (pOû^ . ^ 0 J ^2 0 J . . - "]"' ^^271 • ^ '^271 


lia fonction y le sera par T équation 


23) 



-^2n 


î^u’oii obtiendra, en faisant clans (21) x = 0. Enfin le radical //7j est déter- 
niné par 

'24) 

• ’ (fy 

Cela posé on aura 


;25) 


wXi — |— (x>x^ — |— • • • coXi^ji — O) y — |— C, 

“h ^0^3 ~f“ ■ ‘ ■ “1“ — ^0^ ^n—1 

Uxi -1- Ux-i JJ x^„ = JJy 2 ~ja 


-[- C, 


log- 


fa -|- cpa . J a 
fa — cpa . J a 


0. 


Les fonctions y et Jy sont, comme dans le cas précédent, des fonctions ra- 
tionnelles des variables æ, , 0:3 , . . . et des radicaux J æ, , /J x^, ... J , 
3t on démontrera de la même manière, qu’on aura pour des valeurs infini- 
ment petites de æ,, «a, . . . 

(26) y — Xi-\-X2~\- ■ • • -|-*3iiî ‘^y = ~\~^-> 


d l’on suppose en même temps que les radicaux .^æ,, Jx.^., . . . .:/x. 2 „ se 
l’éduiseut à -)- 1 ; donc y s’évanouira simultanément avec les variables. 

Les formules (25) pouiTont d’ailleurs être déduites sur le cliamp de 
jelles du premier cas, en y faisant x. 2 n_ 2 . = ^i et cbangeatit ensuite 7i eu 

■î-j- 1- 


B. Si fx est pair et (f x impair, ou parviendra à des formules sembla- 
Dles. La valeur qui en résultera pour la fonction y, sera égale à où y 

cy 

ist déterminé par la formule (23). 

On voit par les formules (15, 25), qu’on poun-a toujours exprimer la 
lonime d’un nombre donné de fonctions par une seule fonction de la même 
ispèce, en y ajoutant, pour les fonctions de la première espèce, une co«.sùmfe, 
)Our celles de la seconde espèce une ceidaine fonction algébrique., et pour 
elles de la troisième espèce une fonction logarithmique. 
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En remarquant qu’une intégrale quelconque de la forme 



Sx . dæ 
Jx 


t 


peut être réduite aux fonctions œx et et à un certain nombre de fonc- 
tions de la troisième espèce, en y ajoutant une expression^ algébrique et lo- 
garithmique, il est clair, qu’en faisant 


on aura la relation 



dæ . clæ 
Jæ 



(27) ipXi + ... C, 

où V est exprimable par des fonctions algébriques et logarithmiques. 

En vertu des formules (15, 25) il est clair que la fonction v ne change 
pas de valeur, si l’on ajoute à la fonction rationnelle 6x une quantité con- 
stante quelconque, de sorte qii’on peut supposer également 

ipx =J (A -j- &x) - J- ■ 


Je dis maintenant que la fonction ip est la seule qui puisse satisfaire à l’é- 
quation (27). Eu effet si l’on différentie cette é(piation par rapport à l’une- 
des variables indépendantes , . . . , par exemple à te, , on aura 

pj'z,.dx,= yj'y ^ dx^ -f ~ dx^ . 

Cela posé, si l’on suppose toutes les quantités ... y égales à des 

constantes déterminées, on aura, en mettant x pour a;, , et en faisant 


/ A 



\p'x . dx = *4 (idx -|- pcifa;, 


d’où l’on tire 

La fonction ipx ne pourra 
4., et par conséquent 


ipx-- !' (.4^/-|-p) dx. 

donc contenir qu’une seule constante indéterminée 

IpX =J (A O'X) y 


est son expression générale. 

Les propriétés exprimées par les formules de ce paragraphe appartien- 

68 
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lient donc aux seules fonctions elliptiques. C’est pourquoi je les ai noimnées 
fondamentales. 

Dans les formules que nous avons données, y a une valeur unique, 
mais on pourra satisfaire aux mêmes fonnules, en mettant pour y une ex- 
pression algébrique contenant une constante arbitraire. En elfet, pour avoir 
une telle expression, il suffit de supposer une des variables œj , æ, , X 3 , . . . 
égale à une constante arbitraire, et la valeur de y qu’on obtiendra ainsi, sera 
la plus générale possible, comme on sait par la théorie de l’intégration des 
équations différentielles du premier ordre, dont l’intégrale complète ne con- 
tient qu’une seule constante arbitraire. 

A l’aide des formules (15, 25) on pourra exprimer la somme d’un nom- 
bre quelconque de fonctions par une seule fonction. Il est facile d’en tirer 
les formules suivantes: 


( 28 ) 


^ coæ, -j-^ 

f.1 P 

^ -f- — ■!“••• “h “fào*» = ^oU — p~\- 

• ■ ■ +'';nx.=n,j—^^iog 


/ et (ptt • ...J it 

fa — (pa . J a 




oh ,« 1 , jttj, . . . ,u désignent des nombres entiers quelconques, et oh y 
est une fonction algéhriqite des variables aii, ... a;,,, de même que les 
coefficiens de fa et cpa. Four avoir ces formules, il suffit de supposer dans 
(13) et (21) un certain nombre des quantités a:,, . . . ^ égales entre 

elles. 

Four déterminer 3 /, yir, on aura cette équation 

(29) {fxf — (cpxy{l — x^) (1 — 

= {yp — æ^)-"’ {x^ — æ^)^‘ . . . [x^ ~ x^’^ (æ‘-* ~ yy% 

qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de x. 


§ 3. 


Application au cas où deux /mictions sont données. 

Four réduire deux fonctions à une seule, il suffit de supposer, dans 
les formules (25), n=l. On aura alors 

fx = aoX-\-x^, (px = b(,., 
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et pour déterminer les deux constantes et ô(,j aura les deux équations 
a<,a:i -|- + 5 o = 0 , «02^2 + *2 + *^^0 -^«2 = 0 , 

qui donnent 


o'K® z/Æj — Jx^ 

~~ ^2 ^ X^ X^ ^ Xÿ — X^ z/ X^ 

Connaissant 7;„, on aura la valeur de y par la formulé (23), savoir pour 
n = 1 


x^ Jx^ — x^ Jx^ ’ 


ou bien, en multipliant liant et bas par x-^/lx.i-\-x.ydXi. 
('Ql', 5-^-!2+52-^-»'1 


Si l’on exprime U,) et 5,, en æ^, æ^, y, on aui’a ces expressions très simples: 
(32) , \ = x^x.yj, a^ = \-{c‘"'x\xlif — x\ — xl — if). 

L’expression de «„ se tire de l’équation 

(«oX -|- x/y — ly (1 — x^) (1 — c*æ^) = (æ^ — x^) (x^ — aîa) (æ^ — 7/^), 

en égalant entre eux les coefficiens de æ* dans les deux membres. 

Les fonctions et y étant déterminées comme on vient de le voir, les 
formules (25) donneront, en faisant w=], 

! wXy — j — wXÿ — — I — ^^7 

®o^i ~h ®o®2 = ^u!/ — Xi'x^y -j- C ^ 

rix, + rrœ.= + , c. 

Quant à la valeur du radical Ày^ elle est donnée par l’équation (24) 


c’est-à-dire 


‘ CP/y 6., 


«0 + 2/^ 


Pour réduii'e la différence de deux fonctions à une seule, il suffit de chan- 
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yer le signe de dans les fonnules précédentes. La valeur de y deviendra 
alors 


[35) 


y 




1 — c ^ Æ ^ -j- «2 J 


Si dans les formules (33) on fait égal à une constante arbitraire, on 
aura la relation qui doit avoir lieu entre les variables de deux fonctions 
pour qu’elles soient réductibles l’une à l’autre. En faisant = Xi = x^ 
on aura 


(36) y. 

En différentiant, il viendra 
(87) 


X /i 6 — 6 ^ X ^ \ /~1 

^ ^ ^ ^ y 1“ ^ • 

1 — c.e^x^ ‘ 


dy dx 

Jy Jx 

L’intégrale complète de cette équation est donc exprimée par l’équation algé- 
brique (36), e étant la constante arbitraire. Parmi les intégrales particuliè- 
res on doit remarquer les suivantes; 

1) y = x, qui répond à 6 = 0, Jy=-/ix^ 

2) y = ±^^ qui répond à 6 = ^, Jy = + ~, 


o\ l/ 1 • / 1 ' ^ ^ 

3) y= V i — répond a 6=1, = 


T 5 


... 1 l/l — / 1 N 1 V (1 — c^).'i; 

4) qui répond a e = ~ > Jy . — ^ - 


■(l-x^)r. 


§ 4. 

Ajiplie.ation an cas oh tontes les foncüom ct/nrnées sont égales 

Si l’on fait dans les formules (15, 25). 

æ, = a;2 = £C3= • • • =æ, Jxi = Jx^ = Jx^ — ■ • • = .'/;r, 
311 aura celles-ci: 

pwx = ôîi/ -f- C', 

38) ( ywç,x = ü3^y—p-\-C, 

/.nx = n,j ~ “ log + c, 

2 J a ^ fa — (fa . Ja ‘ ’ 
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ou 


(39) {fzf - {cpzf{l - (1 - ( 2 ^ - y ^-) , 

Z étant indéterminé. 

La fonction y est détenninée par les équations (14, 23) ; 

(40) y = 


y=h. 


X 




La première a lieu si ,u = 2 n — 1 , la seconde si y, = 2 n. Les équations 
(13', 22), qui doivent déterminer les coefficiens «o? «a? • • • ? ^h-, 

se réduiront dans le cas que nous considérons à une seule, savoir 

fx-\- (px. //x = 0 , 

mais d’après les principes du calcul différentiel, cette équation doit encore 
avoir lieu, eii la différentiant par rapport à x spul nu nombre quelconque de 
fois moindre qxxe /(. On axxra donc en tout f.i éqxxations linéaires entre les 
jLi ineonxxues; on en tire leui’s valexxx’s eu fonction rationixelle de la vai'iable 
X et dxi i-adical Jx. Connaissant a,, . . ., (>o, h.^, , on aura 

ensxiite la valexxr de y^y par l’éqxxation 



On poxxrrait ainsi déterminer toutes les quantités nécessaires, mais poxxr mieux 
approfondir les propriétés de la fonction ?/, nous allons traiter le pi'oblème 
d’une autre manière, qui coixdxiira successivenxent axxx valexxx-s de y qui ré- 
pondent aux valeurs 1, 2, 3, etc. de y. 

Désignons par x^^ la valexxr de y qui l'épond à y. On aixx-a 

Wx^= C ywx., 

donc 


cû (æ^,+ J = wx^ , 

mais si l’on fait 


y 1 >.2 n.â 

X O 

on axu’a, en veidix des équations (31, 33) 


donc 


mx^-\-i»x^ = wy , 


(41) ^X^+m = C-\-0)y. 

La valexxr la plxxs générale de qxxi sjitisfci-a à cette éqixjition est 
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41') 

)ù e est une constante, 
ilors 


_ yJe-\-eJy 

Pour la déterminer, soit x infiniment petit; on aura 


æ„, = mæ, = — /lx^ = .dx^=\\ 

donc 

•y = (OT + ,u)æ, 

L’équation (41') donnera donc 

{m-\- iji)x = {m-\- i.C)x J e-\-e^ 


donc e — 0, Je=l et par suite x^,^^ = y, c’est-à-dire que 


( 42 ) 


X 




'/u+m • 


1. 




On aura de la même manière 
(43) 




X IX ^ OÜ^i ■ 


"m 




, /y»2 


La première de ces formules sei'vira à trouver lorsqu’on connaît rî,„ et 

33^; on pourra donc former successivement les fonctions 


r/* ry /y* rv* 

•^2 7 *'^3 ? ‘'^4 7 •'^5 7 • • * 7 

en remarquant que æi=:cc, Jxi=^Jx. 

Si l’on fait w= 1, on trouvera 

f A A\ I ^ ‘3. /I / 

.44) = — x^._i 1 

En remarquant que 

aïo — 0, æ, = a:, 


îette formule fait voir que x^^ est une fonction rationnelle de a:, si p. est 
m nombre impair, et que x^ est de la fin-me où. ]_> est rationnel, si y 

• • tî X 

ist un nombre pair. Dans le premier cas est rationnel, et dans le se- 

iond /tx^ le sera. On voit également que s’évanouira en meme temps 
pie //x, si n est un nombre pair. Les quantités 


®2^+l 1 


dx 



Ax^^ 


ont donc des fonctions rationnelles de x. 

Si l’on multiplie entre elles les deux formules (42, 43), il viendra 
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(44'; 


* ^fA — m ■ 




G Xn xh 


équation qui paraît être la relation la plus simple qu’on puisse établir entre 
les fonctions x^. En y faisant m = ft — 1, on aura 


(45) 


1 __ 


De même si dans la formule (42) on fait m = /t, on aura 
(46) 


2.r^ J ic^ 




Ces deux formules paraissent êti-e les plus commodes pour calculer successi- 
vement les fonctions x.i, . . . 

Pour trouver les expressions les plus simples de x^, , supposons 


(47) 




où sont des fonctions entières de x sans diviseur commun. En met- 

tant ces 'Valeurs dans l’équation (46), on aura 

q-if, qj, — e-pic 

Or il est évident que la fraction du second membre est réduite à sa plus 
simple expression; donc on aura séparément 

(48) jPâ/t ^ Pf‘‘ 

En faisant les mêmes substitutions dans l’équation (45), on obtiendra 


(49) 


qyi-i 


Or je dis que lu fraction du second inenibre est nécessairenieut réduite à sa 
plus simple expression. En effet si Ton avait pour une même valeur de x 

on aurait encore 

1 7 f ^ fl — 1 

Mais on a en général 


X. 




Xfi J ‘^74—1 “ff -Z 
1 


^fl ^^'fi 


Xa-^l 


Xn — 1 Xfj(^ X — Zc'b'^ 




donc aussi 
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)u bien 

æ^(l — (1 — c^a:^_a) = 0 = æ^_i(l — x^) (1 

ie qui est impossible, car il fallait 


c-æ;), 


< = + — 
^ c 


Cela posé, l’équation (49) donnera 


:50) 


'Pîfi 


(pUI- 


üIpI-ù j — <^"pIpI-i ■ 


'-“-l “ Æ 

Si donc on détermine successivement les fonctions 

Pi J Pai Pi J ÇLii • • • 

par les équations (48, 50), — sera toujours réduit à sa plus simple ex- 




D’après la forme des expressions 


pression. 

On pourra faire p, = 

(48, 50) il est clair que 

1) p 2 ^„i est une fonction entière et impaire de x du degré (2/t — 1)^, 

2) j[). 2 ^=.p' J où p' est une fonction entière et impaire du deg'ré 

3) est une fonction entière et paire du degré — 1 ou selon 
que est impair ou pair. 

Les fonctions et auront donc la forme suivante: 

+ • • • ’ 

— /*!'' (-^0 “i“ — {- -j- • • • — 1~ 

On aura par exemple 


( 81 ) 

(62) 


( 53 ) 


Xi) - 


2xJii 


r 5 Xo 


__ 3 — 4.(1 + a^)ai^- + — 6-bf« 


■ X 


Il est facile de voir que les coefficiens J.o, J.^, . . . AJ, ^.j, . . . i^o, 
Sg, . . . ÜJ, üj, . . . seront des fonctions entières de cl On a toujours 

A„=:2q- — 1, B^ = 2fJ, et AJ==:JSJ=:0. 

La fonction est, comme on le voit, irrationnelle ; or on peut facile- 
ment trouver une fonction rationnelle y qui satisfasse à l’équation 


dy 


O , 


dx 
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Une telle fonction est la suivante 

( 54 ) 


y- 


^ ï — xi 


iXiîfj. 


Jx^2, 


1 ..2 , v .2 

i 6 


car on a, en vertu de la relation (37), 

% àx^^ztx 


JX2 


et y est rationnel, puisque les fonctions et xl^ le sont, 

vaincra aisément que cette fonction y aura la forme 

1 a x^ [j 


On se con- 


( 55 ) 
Pour a 
( 66 ) 


y 


1 , on aura 


U 


l + 

_ 1_2.«3 + c2æ;<i 


1 — 2 c ^ æ ^ + c^x'^ 

Nous verrons dans la suite conunent ou pourra décomposer les fonctions 
et y en facteurs et en fractions partielles. 

Nous montrerons de même (pie les é(piations précédentes sont toujours 
résolubles algéhriqiLement par rapport à a;, de sorte cpi’on peut exprimer % 
en X,, à l’aide de radicaux. 


CHAPITRE IL 

Su7' la 7‘elation la plus générale possible ettire un no^nbre quelconque de 

fonctions elliptiques. 

Après avoir établi dans le cliapitre précédent les propriétés fondamenta- 
les des fonctions elliptiques, nous allons maintenant en faire l’application au 
problème général que nous nous sommes proposé. Nous ferons voir qu’on 
pourra en ramener la solution à celle de quelques autres problèmes plus 
simples. 


§ 1 - 


Bm- la forthe quon pourra donner à l'intégrede d'tme différentielle quelconque algébrique, en 
siipyposant cette intégrale exprmable ’piar dxs fonctions algébriques, logarithmiques 

et elliptiqMs. 

Soient æj, x^, ... des variables en nombre quelconque, liées 
entre elles par des équations algébriques dont le nombre est moindre que 

69 
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des variables. Soient ?/i, des fonctions algébriques quelcon- 

[ues de ces variables et supposons que la différentielle 

y-^dx.^-\-y^dx^-\~ • • • -\-y^dx^ 

oit complète et que son intég’rale soit exprimable à l’aide de fonctions algé- 
iriques, logarithmiques et elliptiques, de sorte que l’on ait 

= ■“ ~h A log '^1 “h -^2 log ^ 2 • • • “h^vlog-ü,, 

+ <^1 • + S • ^/^2^2,+ • • • 

, J-g , . . . cc^ , a., , . . . a, J étant des quantités constantes, 'y^, y„, 
.. ... des fonctions algébriques des variables . 

it (pi , i/Zg , (//g , . . . des fonctions elliptiques quelconques des trois espèces 
ivec des modides et des -paramétres quelconques. Désignons respectivement 
par c^, Cjj, . . . c„ les modules de ces fonctions, et faisons pour abréger 

;58) ± 1/(1 — æ"*) (1 — clx^) = J,„x, 

le sorte qu’on ait en général 

Ce'dx ■ 

59) j//„,x =J , 

9’ étant une fonction rationnelle de x^ de l’une des trois formes 


1 , x", J ) 

i_î: 

<1“ 

ielon que est une fonction de la première, de la seconde ou tle la troi- 
sième espèce. Nous pourrons niême supposer que 6' soit une fonction ration- 
lelle quelconque de x. 

On pourra regarder un certain nombre des quantités , xq , . . . x^, 
iomme des variables indépendantes. Soient celles-ci les m premières: 

60) X-^ , Xg , Xg , . . . Xjji , 

dors toutes les quantités 

61) '•^m + n ^m+2 ) • • • h ? ^2 J • • • 5 ^1 ) '^2 5 • • • '^v] ^1} ^2.5 ■ • • d /ii 

eront des fonctions algébriques de x^, Xg, . . . x„, . 

Cela posé, imaginons une fonction algébrique 6 telle qu’on puisse ex- 
u’imer toutes les fonctions 


62) 


«7 '^17 '«2 7 


• «y? ^17 ^27 • • • ^«7 
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ratioiinelleiiient eu 

(63) 6, «3, æj, . . . î/^, y,, . . . y^. 

11 existe Tiiie infinité de fonctions 6 qui jouissent de cette propi’iété. Une 
telle fonction sera par exemple la somme de toutes les fonctions (62), multi- 
pliées cliacune par iin coefficient indéterminé et constant. C’est ce qui est 

facile à dérïiontrer par la théorie des équations algébriques. La quantité 6, 

étant une fonction algébrique des variables æj , æ,, , . . . , poun-a donc satis- 
faire à une équation algébrique, dans laquelle tous les coefficiens sont des 

fonctions rcdionnelles de . . .. Or au lieu de supposer ces coefficiens 

rationnels en æ, , , . . . , nous les sxipposerons rationnels en 

(64) îTi , *2 , cCg , . . . , ÿs ? • • • y^i 5 

car cette supposition permise simplifiera beaucoup le raisoniiement. Soit 
donc 

(65) F = 0 

l’équation en ^5 désignons son degré par d et supposons, ce qui est permis, 
qu’il soit impossible que la fonction 6 puisse être racine d’une autre équation 
de la meiTie forme, mais dont le degré soit moindre que d. 

Imaginons maintenant qu’on dilférentie l’équation (57) par rapport aux 
variables indépendantes x^, x^, . . . x„,. 11 est tacile de voir que la diffé- 

rentielle qu’on trouve sera de la forme 

(66) — O7 

oii jo, , ... 'p^ seront des fonctions rationnelles des quantités 

«1, . . . a;,„, • y,n “5 ’b, • • • v ,, 

b 7 ^27 • • • 7 '^1(^)7 '^2 (^2) 7 • • • 

Donc en introduisant la fonction d, />i, 'p .21 ■ • B» deviendront des fonctions 
rationnelles de 

(67) 6^, ytj • • • IJ/i' 

Cela posé, l’équation (66) donnera séparément 

(68) Fi = 0, 1^2 = 0, 2>3 = 0, . . . p„=:0, 

et il est clair que si ces équations sont satisfaites, l’équation proposée (67) 
le sera également. Maintenant les écpiations (68) sont autant d’équations en 
6 de la même forme que F=0, ou pourront aisément être réduites à cette 

69 =!* 
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forme; mais, d’après l’hypotlièse, V—0 est une équation irréductible en 6, 
donc il suit d’un théorème connu, que toutes les équations ( 68 ) seront encore 
satisfaites, en mettant pour 6 une quelconque des racines de l’équation V=^ 0 . 
Donc l’équation ( 57 ) aura lieu quelle que soit la valeur de 6, pourvu qu’elle 
satisfasse à l’équation V—0. 

Désignons par 

(69) Ô,, 6,, .. . 

les racines de l’équation F= 0 , et par 


(70) 


U , U 


U 


«h. 






4 ' 4 f' 

7 * * • 


les valeurs correspondantes des fonctions m, 4i- Alors l’équation (57) 
donnera, en substituant dans le second membre d’abord les expressions des 
quantités m, w,, «a, . . . , -^ 1(^)5 -^ 2 ( 4 ), • • • en fonction rationnelle 

de Oîi, « 2 , . . . yi, ^ 2 , • • • et ensuite au lieu de 6 successivement 
les â valeurs ^i, ^ 2 , . . . l’équation (57) donnera, dis-je, d équations 
semblables qui, ajoutées ensemble, conduiront à celle-ci: 



i ^ f (]jidx^+y^dx2+ • • • +y^dx^) = u' + u" + ■ ■ ■ 

} -t-Ai(logVi'-f-logUi"-^ l-logvf')-| \-Ay{\ogvJ ■{■logv/ -1 |-logw‘/^) 

I -f «1 {ipiti + + ■ ■ ■ + "b ■ ■ ' "b Cf» {}PV'n' + ’^pn'tn' + ‘ 


Le second membre de cette équation pourra être réduit à une forme beau- 
coup plus simple. Considérons d’abord la partie algébrique 

(72) u' -\-u" U. 

Cette fonction est exprimée rationnellement en 

®1 5 •^25 • • • ^nl Vil 2/27 • • • yj.11 ,^15 ^'■11 ••• ^t\l 

mais elle est en même temps symétrique par rapport h 6^, 6.^, ... 6, 'i , donc 
en vertu d’un théorème connu sur les fonctions symétriques et rationnelles, 
on pourra exprimer la fonction U rationnellement en fonction de 

(73) «2, . . . ?/i, ?/2, . . . y^ 

\ 

et des coefficiens de l’équation V= 0 ; mais ceux-ci sont eux-mêmes des 
fonctions rationnelles des quantités (73), donc la fonction ü le sera égale- 
ment. 

Soit maintenant 

log = log vJ -j- log vJ' -\ -f- log v'f , 


(74) 
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ou aura 


V„==v'v„, 


,(<ï) 


donc la fonction T",„ est aussi une fonction rationnelle des quantités (73, 69) 
et symétrique par rapport k ... 0,)] donc on démontrera de la même 

manière que F,„ pourra s’exprimer rationnellement par les quantités (73) 
seules. 

Il reste à considérer la partie elliptique de l’équation (71); or d’après 
les formules du chapitre précédent, on qDourra toujours faire 

^ ^ I = 3 ; +F + 3A log 2 ;+ 33, lûg + • ■ • + 33,. log q,. 

où toutes les quantités 

(36) /^„j(î^), P, , . . . q^ 


sont des fonctions rationnelles des fonctions 


t ' t " /<'’> 4 If 'i J (t "1 J l'f‘'’ù- 

or celles-ci sont des fonctions rationnelles des quantités (69, 73), et il est 
clair qu’elles seront symétriques par l'apport à 0^, 6, 8/^, donc enfin 
on pourra exprimer les fonctions (76) rationnellement par les quantités- a:^, 

^ 3 , • • • Vil y-2i ■ • ■ 

En vertu de ce que nous venons de voir, on pourra donc mettre le se- 
cond membre de l’équation (71) sous la forme: 

r -1- A' log ()' + A" log (>"-\ ^ A^’‘^ log p® 

"h “1 • '•/'i 3^1 4“ «2 • ■> 1^2 3^2 4“ ■ ■ ■ 4“ • V'« 3« . 

Nous sommes ainsi parvenus à ce tliéorème général: 

Théorhns 11. Si une intégrale quelconque de la forme 

f ■ ■ • 4“y/*3a;^), 

où y^, ■ . ■ sont des fonctions algêbriqties de a:^ , a:^ , . . . æ,,, ces der- 
niers étant liés entre eux par un nombre quelconque d’équations algébriques., 
peut être exprimée par des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques 
de sorte qu’on ait 

/ (. 1 / 1 3»', ^Ihdx^A h ///' dXf^ = u^-A^ log A^ log u, -] 1- log v, 

4~<’b-'V^i^i ■'h'^3-Vb^3 4~ ■ ■ ■ 4~^<‘-V’)390 
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lù ^27 • • • Sj • • • constantes, m, . . . 

[es fonctions algébriques de , . . . , et , i//^ , ... des fonctions ellip- 

iqnes quelconques, alors je dis qu’on pourra toujours exprimer la meme in- 
égrale de la manière .suivante: « 

â J {y^ clx^ ^y^dx^-\ [- yf,d^^ = r-\-A' log p' + A" log p" -j 

1 étant un nombre entier; cc^, • • • ^« memes que dans l’équation 
lonnée; A', A", . . . des constantes, et 


. .. û„, r, p", 

les fonctions raiionnélles des quantités 


,(i) 


7 ^ 2 7 • • • ^n'i y^i ••• y 

Ce théorème est non seulement d’une grande importance pour la solu- 
ion de notre problème général, mais il est encore le fondement de tout ce 
pii concerne l’application des fonctions algébriques, logarithmiques et ellipti- 
;[ues à la théorie de l’intégration des formules différentielles algébriques. J’en 
li déduit un grand nombre de résultats nouveaux et généraux cpic je sou- 
nettrai au jugement des géomètres dans une autre occasion. 

Comme corollaire de ce théorème on doit remarquer le suivant: 

Théorème III. Si une intégrale de la forme 

/ +l/2^®2 H h 

leut etre exprimée par une fonction algébrique et logarithmique de la forme 
u-\-A^ log -}- A.^ log -] A,, log V,. , 

>11 pourra toujours supposer que , v,, soient des fonctions va- 

tonnelles de ... y, , y^^. Si donc on a rintograle y dx^ 

ù y est liée à x par une équation algébrique quelconque, on pourra suppo- 
er que etc. soient des fonctions rationnelles de y et x^'). 

*) tPai fondé sur ce théorème une nouvelle théorie de Fintégration des formules 
iffërentielles algébriques, mais que les circonstances ne m’ont pas permis de publier 
isqu’h présent. Cette théorie dépasse de beaucoup les résultats connus, elle a pour 
ut d’opérer toutes les réductions possibles des intégrales des formules algébriques, a l’aide 
es fonctions algébriques et logarithmiques. On parviendra ainsi a réduire au plus 
etit nombre possible les intégrales nécessaires pour représenter sous forme finie toutes 
!S intéoTalcs qui appartiennent à une meme classe. 
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§ 2. 

Application dit ihéorèiite du paragraphe précédent à la relation générale entre des fonctions 

algébriques, logarithmiques et elliptiques. 

Du tliéorèine général démontré dans le paragraphe précédent on peut 
déduire immédiatement plusieurs propositions importantes, relatives à la théorie 
des fonctions elliptiques. 

Soit 

une relation quelconque entre les fonctions elliptiques 






dont les modules sont respectivement iq, iq, . . . c^, . Si pour abréger on 
fait +]/(! — ( 1 — ' — ■ 1 g premier membre sera la même chose 

que 

où /q, yq, . . . yq seront respectivement des fonctions rationnelles de x^, 
. . , Donc eu vertu du théorème 111 on pourra énoncer le suivant: 


,/ 


da, 




llbéorhm IV. Si Téquatiou (77) a lieu en supposant que u, v^, 
. . . Vy soient des fonctions algébriques des quantités x.^, . . . x^, on pourra 

toujours, sans diminuer la généralité, supposer que u, . . . Vy soient 

exprimées rationnellement eu ;.tq, aq, . . . ^^ 2*2 3 • • • 

e 

Eli écrivant réqiiatiou générale (77) de cotte manière: 


(78) i ( ^ 

IL — 1 “ ■"{“ ’ 




.Jf.l Xm 


+ rt,,lügy,— 




'7n+l 






on aura, en vertu du tliéorènie 11 , le suivant: 


Théorème V. Si réquation (77) a lieu, on en pourra toujours tirer une 
autre de la foriue: 


(79) ÔcC^llJ.^'X^ I Ô r/g ^■'2 H"” ' ' * 1" ^Pvi^in 1“ 

= y -1- A' log 4- J." log p" 4 4 éL® log 


d étant un nombre entier et les quantités 
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5 *-^111 + 1^17 ^2 7 ‘^ra+ 2^2 7 * * • ^ 7 7 7 ‘ ^ 


des foHCtioiTs rationnelles de 

7 7 • • • 7 ‘^ 1^17 


On aura encore comme corollaire: 

Théorème VI. Si une relation quelconque entre les fonctions elliptiques 
, i/z^æg , . . . ip^x^ des trois espèces a la forme exprimée par réquation 
(77), on en tirera une autre de la fonne: 

( 80 ) (1 a„, . ifj^x = — — — ■ ■ ■ — a „,_^ . 

— «».+i • ■'/'«+i^m+i — • • • — 

-\-r-^ A' log ç>' + ^Mog P " -1 1- log P , 

â étant un nombre entier et toutes les quantités 


'il 




'il 






9"i 


des fonctions rationnelles de la variable x et du radical corresjiondant J„x. 
Toutes ces fonctions pourront donc se mettre sous la fonne: 




où P et q sont des fonctions rationnelles de x seul. 

Voilà le tbéorème qui nous conduira, comme nous le verrons plus bas, 
à la solution de notre problème. 

Si l’on suppose que toutes les variables æ^, soient égales 

entre elles et à a?, et en outre que les fonctions i//, , , . . . aient le 

même module, que nous désignerons par c, alors le premier membre de l’é- 


/ 7* cl/iC 

^—7 OÙ r est une fonction ration- 
nelle de æ; donc en vertu du théorème III on pourra énoncer le suivant: 


Thêor'ème VIL Si entre les fonctions cwx, ïô^x. //æ, //„ X, . . . ri.. 

' ' \ ^ ] jtÂ> ] 

où /7), 77^, . . . désignent des fonctions de la troisième espèce, avec des 
paramètres quelconques, mais avec le même module c que les deux fonctions 
de la première et de la seconde espèce mx et «>oa;, on a une relation quel- 
conque de la forme : 

c£t0æ-|-£<o^o*-l-«iL7’iX-j-«2i72æ-}- • • • -|-ce^,/7^a; 

= -j- J.J log Vi -|- J .2 log « 2 -|- • • . -|- log w,, , 



on pourra toujours supposer que les quantités 
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Wj , ÎI 2 5 • • • 

soient de la forme p-\-q_Jx, oùj? et ^ sont des fonctions rationnelles de 
X seul. 

' Ce théorème est aussi d’une grande impoi-tance dans la théorie des 
fonctions elliptiques. Nous en développerons dans le chapitre IV les consé- 
quences les plus importantes pour notre objet. 


§ â. 

Réduction du problème général. 

Reprenons la formule du théorème VI. En la différentiant, le résultat 
sera de la forme 

P~\~Q = O5 

où P et C sont des fonctions rationnelles de æ; donc on doit avoir séparé- 
ment P=0, Ç = 0, et par suite P — Q.J,^x = 0., donc la formule (80) 
aura encore lieu en changeant le signe du radical Or en faisant ce 

changement et en désignant par ô/, 6./., 6./ etc. les valeurs correspondantes 
de ^ 1 ) ^ 2 , . . ., on aura 

— âa^ ■ip^.x == — .Sa'ifjê' 

où pour abréger nous avons mis le sigme de sommation v' étant la partie 
algébrique et logarithmique. En retranchant cette équation de l’équation 
(80), on obtiendra 

(82) 2âa„tf/.^x = E:a{xpO' — yj$)-\-v — v'. 

Cela posé, désignons par g le module de la fonction 1 // et par Jx la fonc- 
tion ± )/(l — x^) (i — g‘^x^) ; alors on aura, d’après ce qu’on a vu dans le 
chapitre I (35) 

ipd ' — xpô — fy — y", 

en faisant 

__ d'Je — 6Jd' 
y -y_-2^-2-^,2- ’ 

v" étant une expression algébrique et logarithmique. 

Soient maintenant 

6 -j- (j[ d/ 6 = T -]— ^ 

OÙ P, </, î’, () sont des fonctions rationnelles de x. En changeant le signe 
du radical on aura les valeurs de 6' et Jd\ savoir 


70 
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0' =p — qj,„x, J6' = r—()J,^x. 

hi substituant ces valeurs dans l’expression de y, il est clair que cette fonc- 
Lon prendra la forme 

83) îj=ztJ,„x, 

iù t est rationnel en x. En vertu de la formule (34) on voit de même 
[ue Jy sera rationnel en x. . 

Si l’on fait maintenant 

y-Je + eJy 


)ù e est constant, on aura encore 


ionc 


■ipy — yjz -|- v'”^ 


yj0' — yj0 = ipz -(- v^'. 


Dr je dis qu’on pourra faire en sorte que z soit une fonction rationnelle de 
». En effet il suffit pour cela d’attribuer à la constante e une valeur qui 
annule Je. 

Soit par exemple e =: 1 , on aura 


(84) 



d’où 


Jz 


1 — 


mais, comme nous venons de le voir, y'^ et Jy sont des fonctions rationnel- 
les de X, donc z le sera de même. 

La formule (82) prendra donc la fonne suivante: 

(85) . 2âa„ilJ^x = 2a.fz-[-V, 

où V est une fonction algébrique et log’aritlimique, qui en vertu du théo- 
rème Il pourra se mettre sous la forme 

U — j — .4.J l^ê' — 1 — "^2 ^2 — 1 — * * ’ î 


toutes les quantités it, üj, . . . étant de la forme 

En développant le second ineinbi’e de l’équation (85), on aura aussi la 
formule 


186) 


j 2 âa,„ . Ip^X = «1 . I/ZiZi + «2 • 1/^222 + • • • + «»-l • </’«-! 2m-l 


OÙ en vertu des deux équations (84, 83) toutes les quantités 


Zl 5 


^2 : 






^3 7 




vo 


ZlyjfiX 
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sont des fonctions rationnelles de la variable x. Cette formule est donc une 
suite nécessaire de la foi’mule générale (77). Il faut faire attention que d 
est un nombre entier et que les coefficiens «j, « 2 ? • • • sont précisément 
les mêmes dans les deux formules. C’est une remarque essentielle. 

A l’aide de la formule (86) on pourra maintenant réduire la formule 
générale (77) à une autre plus simple. En effet, en éliminant la fonction 
entre ces deux équations, on trouvei*a une équation de la même forme 
que la proposée, mais qui contiendra un nombre moindre de fonctions ellip- 
tiques. Faisons et mettons pour x dans la formule (86). On 

aura 

2 = «1 . I//, -f Cf2 . 1//222 -1 1- 

En éliminant la fonction entre les deux équations il viendra 

(87) Gi(2 ^ \- a^._i(2dt//^,_ia:^<_i — — V'. 

Mais 2d étant un nombre entier, on pourra, en vertu de ce que nous avons 
vu dans le cliapitre précédent, trouver des fonctions algébriques œ/, x/, . . . 
telles que 

2 âifj^Xi — = 1//!»/ -f- F, , 

2 — 1 // 2 Z 2 = -|- F 2 

etc. 

donc la formule (87) donnera celle-ci 
('88') ^ «2- 

I ■ =zu' \ogv^' A,/ \og V,,,' . 

Cette équation est précisément de la même forme que l’équation proposée; 
seulement elle ne contient plus la fonction 1 //^,. On pourra la traiter de la 
même manière et en cliasser une autx'e fonction, par exemple En 

continuant ainsi, on parviendra enfin à une équation qui ne contiendra que 
des fonctions algébriques et logaritlimiques, et qui ne n’aura pas de difficulté. 
On voit donc que le problème général poui’ra être réduit à celui-ci: 
Satisfaire de la manih’e la plus générale h V équation 

(89) ^ • %y2 H h • y^nî/n 

\ 4“ ~1“ -^1 "h -^2 -^V 1 

où ip^ dêsifjneni des fonctions elliptigiies des trois espèces j 

en supposant (pue 

70 -^ 
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Vil •• • Un 

dent des fonctions rationnelles de X‘^ et que ^lUii . . . /</„?/« -soîeni de 

forme 'p/lx^ où p est rationnel en æ, et où Jx désigne le l'adical qui 
(jure dans la fonction yjx. 

Soient 

^lyi^Pi'dx^ /d^y^=p^Jx^ . . . J^yn=.p^Jx. 


npposons que ces équations soient satisfaites, et soit 



Sx . dæ 


Jæ 


5 



S^ æ . dx 


? 



S^x . dx 
JnX 


? 


. . . ô^x étant toujours des fonctions rationnelles suivant la nature 
es fonctions -î//, 7 // 1 , . . . on aura 



Smym 

Pm 


dæ ’ Jæ 


r est une fonction rationnelle de x. donc rintéo'rale du second 

Prn dæ 5 

leinbre pourra être réduite à la forme 


V^Tn^w — T Atox--\- A ç^WqX-]^ U{x^a'^ A^' JJ{x^a '') • • •? 

il T est une expression algébrique et logaritlimique. En transformant toutes 
3S fonctions 'ipx^ '^lUn ^^ 22 / 2 ? • • • de cette manière, réquation (89) prendra 
ette forme 


aœx-\-aQœQX-\-a^n[Xja^)--^a2n(Xja2)-]- • • • /7 (ir , 

— ^ U -j— ^1 -d-2 log' V2 ~j — * * * 

In vertu de ce que nous venons de voir il est clair que la solution du 
roblème (89) pourra être réduite à celle des problèmes suivans: 

Problème A. Trouver tous les cas possibles où Ton peut satisfaire à 
équation 

)1) (1 -y^) (1 - c'y) - x^) (1 - 

1 supposant ^ et p fonctions rationnelles de l’indéterminée a;, o et c' étant 
3s constantes. 

Prohüme B. L’équation (91) étant satisfaite, réduire les trois fonctions 

^(^7^0? ®o<i/7<507 n{y,G\a) 

la forme 



r-\-Au}x-\-A^Wç^x-\~A'n{x^a')--\-A''n(x^a'')-\~ ■ ■ • 
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oîx r est une expression algébrique et logarithmique. 

Problème C. Trouver la relation la plus générale entre les fonctions 
qui ont le même module et la même variable, c’est-à-dire; trouver les con- 
ditions nécessaires et sulfisantes pour qu’on puisse exprimer une fonction de 
la forme 

aWx -j- -\-a^n (æ, a-^ -j- a.^ rT(x, a^) • j 

par des fonctions algébriques et des logarithmes. 

La solution complète de ces trois problèmes sera l’objet' principal de 
nos recherches ultérieures. Nous allons commencer par le dernier qui est 
le plus simple. 


CHAPITRE ni. 

Détermination de la relation la plus géiu'rale possible entre un nombre quelconque de fondions 
elliptiques de la même variable et du même module; ou solution du problème C. 

Soit comme précédemment 

Ax=± vci — 7/?y(r— , 

tüx, ôôoX les fonctions des deux premières espèces et riay, . . . fTa^, 

des fonctions de la troisième espèce, ayant pour paramètres Cj, a^, . . . 
de sorte que 



Cela posé, il s’agit de satisfaire de la manière la plus générale à l’équation 

j (3 û}x-\- 

I = U -j— À.^ log Vx —1“ ^2 log -j— • • • — Ay log Vy . 

En vertu du théorème VI on peut supposer que m, î;,, . . . Vy soient de 

la forme p-[-qAx, oh p et q sont rationnels en x. 

Nous supposons, ce qui est permis, qu’il soit impossible de trouver une 
relation semblable, qui ne contienne pas toutes les fonctions Z7a,, lla^, 
. . . lTa„. Nous supposons encore qu’aucun des paramètres a,, « 2 , . . . «„ 

ne soit égal à ± 1 ou à + --- ; car dans ce cas on pourrait, .comme on sait, 

réduire la fonction coi'respondante de la troisième espèce aux fonctions ûix 
et üSoX. 
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Cela posé, désignons le premier membre de l’équation (92) par yjx et 
3 second par u-\- lEAlogv. On aura 

93) rpx = u-\- 2A\ogv. 

Il est clair que cette équation aura encore lieu si le radical Ax cliang-e 
le sig-ne. Donc en désig-nant par u' et v' les valeurs correspondantes de n 
;t on aura 

— xpx — u'-\- 2 A log v'. 

Jela donne 

2tpx = u — u' -j-^A log'^ • 


Æettons ici — x au lieu de -j-æ, on pourra supposer que Ax reste invari- 
ible; la fonction i//x cbangera de signe, et par conséquent on aura, en dé- 
ignant par u", n"\ v"^ v'” les valeurs correspondantes de ^I, u\ v, v' 

— 2'i//æ = u" — u’" -[- ^A log • 

)e là on tire 

^x = \ {u - u' — u" + v!") -\-i:SA log ■ ■ 

Soit 


V =p “h (p' “h 9.'^) 


5 9i P' 1 9 ' des fonctions paires, on aura 


v' =p-\-qx — [p' -\-q'x)Ax^ 

v" =p — 9^-\~{p' — q'x)Ax^ 

v'"=p — qx — {p' — q'x)Ax^ 
onc 

vv"' =p^ — q^x^ — (p'^ — 9 '^x^) {Axy 2x{pq' — qj)')Ax^ 
v'v"=p^ — q^x^ — (p'^ — q'^x^) (Ax)^ — 2x (pq' — qp')Ax^ 
ar conséquent on aura 

vv'" fæ -f- cpx . 

v' v" fx (px . Jx ’ 

c et q)x étant des fonctions entières, dont Fune est paire et l’autre imq)aire. 
ous les supposerons, ce qui est permis, sans diviseur commun. 

La partie algébrique ^{11 — u' v!" — tt") est évidemment de la forme 
:/æ, où r est une fonction impaire de x. En écrivant A au lieu de 
îxpression de •ipx prendra la forme suivante : 
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(94) 


ipx — V *j/ x —j— 2^ JL log’ 


foi -f- (fX . J X 
fx — cpx . Jx 


Quant aux coefficiens nous pourrons supposer qu’il soit im- 

possible d’avoir entre eux une relation de cette forme 


(95) m^A^ -j- ^2^2 4- . • • m^A^ == 0 , 

où r/ij, sont des nombres entiers. En effet, si cette équation 

avait lieu, on aurait 


log-o = I A, log log §-+■■■+ X-. log ^ 


c’est-à-dire ; 


JS'.^logu — .A/logu/ V “h • • • -h log u',,-! , 


équation dont le second membre contient un nombre moindre de logari’tb.mes 
que le premier. On pourra répéter cette l'éduction jusqu’à ce qu’une équa- 
tion telle que (95) .soit impossible. Cela posé, il faut prendre la différen- 
tielle des deux membi’es et comparer entre elles les fonctions algébriques qui 
en résultent. 

Considérons d’abord la partie logaritlimique du second membre de la 
formule (94). Soit pour abréger 


(90) 


p = log 


fx -j- ipx . J X 
fx — cpx . Jx ’ 


on aura, eu (lift'éreiitiant, nii résultat de la forme 

V . dx 


(97) 


<h = u 


oi'i O est une fonction paire et enîière de cc, savoir 


(98) V = 2 {fx . fx — if>x .f'x) {/ïxy — 2/cc . cpx . [(1 + c'‘)x — 2 
En faisant 

(99) O'x = {fxy — {cpxy{jxy\ 

on pourra aussi mettre v sous cette forme: 

( 100 ) vcpx — 2f'x.dx — fx.ô'x, 

équation facile à vérifier. 

Cela posé, décomposons la fonction entière 6x en facteurs de la forme 
{x^ — ay\ et faisons en conséquence:' 

(101) {/xy — {(pxy{Axy=={x^ — ay'‘'{x^ — ay‘^- . . . (æ’*-a^)> = ^a;. 
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Maiutenaiit l’équation (100) fait voir que si dx a le facteur v 

aura nécessairement le facteur (æ^ — donc la fonction fractionnaire 

^ pourra être décomposée de la manière suivante: 


( 102 ) 


JL — 


a: — ie‘ ' al — x 


I _| 

■ r ■ ■ ■ “T ’ 


OÙ t est la partie entière, . . . ftj des constantes. D’abord je dis 

que t est une constante. En effet l’expression (98) de v fait voir que le 
degré de cette fonction ne pourra jamais surpasser celui de 6x. Four trou- 
ver les coefficiens /?/, • • • i appelons (S' l’un quelconque d’entre eux, 

correspondant au facteur (æ^ — a^)’" de dx. On aura 

rt/ v(a^ — 

^ pour æ = a, 

mais si l’on fait 

9x = B [a^ — æ®)“, 

on aura en vei*tu de l’équation (100) 


^(^^ — ^^) ^ ( „% diî 


%x q>x 

donc en faisant x = a 


^ ' (px 

= 2ma 


cpx R . dx 


(a® — æ^) -\-2vix j 


Or on a {fa)^ — a)^ = donc 

et par suite 

/?' = — 2maJa., 

On a donc 

V 2«qcqz/aj 2in^a^Ja^ 

— n rà ■ ■ 


a? — al — x^ 


En multipliant par on aura la valeur de cZp. La formule (94) donnera 
donc, en différentiant. 




+a{k 

2 Ja^ 

2m^a^.Ja^ 

a\ — 

a| — x^ 

JL 2 1 îi‘2 

J a.^ 

2m.^a^ J 

a'\ — x^ 

a 1 x^ 

-|- etc. 
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En substituant pour r une fonction rationnelle quelconque de ic, on voit 
sans peine qu’il sera impossible de satisfaire à cette équation, à moins que 
/• ne soit égal à zéro. En se rappelant que nous avons supposé qu’il soit 
impossible de trouver une relation entre un nombre moindre des fonctions 
//«g, . . . fJcc„, et en ayant égard à l’impossibilité d’une équation 
de la forme (95), on se convaincra aisément que tous les coefticiens 
. . . Ay doivent être nuis excepté un seul. Soit donc 


A,, = 


:A^—0 et J., = 1 , 


on aura 

donc 


1 «î(4 1 

^1/^2 

1 «2 .'«2 1 

«1 — iC^ 

= k,- 

11 

11 

R — _ 

2 'i7q Jt 

Pi — 

«1 


b +•••+: 




2 Ja^ 2 Ja^ 


2 ci^i .Jdfi 


ai — 




a\ — 


ai — ’ 




Cela posé, la formule générale (94) prendra la fonne 


(104) /? . wx — ria^ 


2 nin J au 
an 


Ha,, = log 


,/ X + (f'X . Jx I 


où les paramètres ce^, . . . a„ doivent satisfaire à l’équation 

(105) (/cc)^ — {cpxy{l — ;«’*) (1 — c’*ic“) = (iC* — «i)’"' (x^ — . . . (æ^ — «f/"”, 

l’une des fonctions /'æ, cfjx étant paire et l’autre impaii’e. 

Telle est donc la relation la plus générale entre des fonctions rappor- 
tées au même module et à la même variable. Il est remarquable que la 
fonction de la seconde espèce n’entre point dans c.ette relation. Quant à la 
quantité constante />’ qui multiplie la fonction de la première espèce ôJx, 
elle pourra dans certaines circonstances se réduire à zéro. 

L’équation (105) qui donne les relations nécessaires entre les paramè- 
tres « 1 , «2 7 • • • pi’écisément de la même forme que celle que nous 

avons considéré dans le chapitre 1. En regai’dant a, , 7 • • • comme 
des variables, elle donnera en vertu du théorème J, 

m, II a,^ \- m,, H a„ — 6 log ; ’ 

m^wai -j- ■ “h = 0 ', 

71 



PRECIS D’UNE THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


^ rr/ r 

)u n a= I 7 ^ 


es paramètres 


satisfont donc à réquation différentielle 


lïi^da^ J m^da^ . . 

■ "T" 


Pour avoir toutes les fonctions de la troisième espèce qui soient réducti- 
les indéfiniment à la première espèce, il faut faire n=l. En posant a^ = a^ 


on a 


rr - . 

lia — r. T ~- • 

2 m J a 


a T ^ fx (px . Jlc 
2 mJa fæ — cpx . Jx 


’our déterminer le paramètre on aura dans ce cas réquation 

109) {f^y — (cpxy (1 — x^) (1 — G^X^) = (x^ — 

e qui fait dépendre a d'une équation qui est généralement du flegré 7 ïo'\ 
/e cas le plus simple est celui où m — 2. Ou aura dans ce cas 


y— 1, / 


x = ax^ 




æ 


1 1 

ouc a pourra avoir les deux valeurs • Les valeurs corresuou- 

Vo V—C ^ 

antes de a sont 1 , 1-1- • Ou am-a ainsi 

/* I /‘ 


^Wcl ~~J -T ..g 

à l’on pourra changer le sig-ue de c. 

Si m = 3, on aura dans le cas où fx est impair 

J‘ X — x^ —J — ccx^ (px^^^^h^ 


'■ Je tox — j — “ 


1 1^-1 loo- .l"- 1 • 

* 6- — 1 ^ (o— l);c — y— 1 . M 


>^axY~b'\l— x^) (1 — 


e là on tire 


a^=zb^ a'^-^aa-\rbJaz=:iO^ 2a — = — 3a^, -j- (1 — Sa'', 

>nc en éliminant a et è on trouvera 


a = ^ (c^a® — 3 a^), 


PRÉCIS D’ÜNE THÉORIE DES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


t 


Ja = ^(l — G^a^). 

Si tlonc a est une racine de cette équation, on ain-a 


IJ a 




dæ 


:kü)X- 


Jæ 




■ ■s- 1 _ |('c2(;,ü_:3£,2).;._c3 _ J 


Généralement la quantité a sera, pour un m quelconque^ racine de l’i 
des deux équations 

( 110 ) x^ = 0, = 

où est la fonction de x que nous avons considéré dans le paragrapln 
du chapitre I, et qui est telle qu’on ait 


d. 9 L 


dx 

— - = 5 

,dXm Jx 


et en meme temps 


x^ — 0 pour X ■=■(). 


On pourra encore remarquer que si l’on désigne par a une racine de = 

sera racine de l’équation ;/•,„ = J-p Pour prouver que a satisfait à 1’ 

des équations (110), il suffit de remarquer qu’on a (S9): 

(111) = (a^ — a^)“(æ^ — a^), 

où c£„, désigne la même fonction de a, que de x. En multipliant 
deux équations (109, 111) membre à membre, il viendra 

(111’) [pfx±qcpx{JxyY — {p(px± qfxYÇJxY = (ru’* — «^)®”‘(;c^ — al). 

Oi' on tire des mêmes équations 

2)‘^{fxy — cy{(pxy{.dxy = (x® — a^y* . h’, 

li étant une fonction entière. De là il suit que l’une des deux tonctioiif 

pfx-\~q(.px{/Ixy^., pfx — qq)x[Jxy 

sera divisible par (æ^ — a^)“; donc en divisant l’équation (111’) par — a 
on aura un résultat de la fomie 

r^ — y{Jxy = x^ — al, 

où l’une des fonctions r et p sera paire et l’autre imjiaire. On doit c 
avoir d’abord p = 0, et ensuite r^ = x^ — al, d’où a„,~0, ou a„ — ^. 
ciproquement, si l’une de ces équations a lieu, il est clair par la forme 
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Liation (111) qu’on pourra satisfaire" à l’équation (109). 11 est à remar- 

r que dans le cas que nous considérons, (i ne pourra jamais être zéro, 
ic il n’existe pas de fonction de la troisième espèce, exprimable par des 
étions algébriques et logarithmiques. 

Le cas particulier le plus remarquable de la formule générale (104) 
celui où 71 = 2> et m, = = mj = 1 . Dans ce cas, en faisant a ^ 

3 = — on aura 


2 ) 


^ na -f ^ Ha, 

n 1 I ^ 2 


Ja 


lia ft .wx — 


|lo 


^ fx . Jx 
^ fx — cpæ . J X 


fx=.x^ ax^ (px = b, 

3) <( de sorte que 

{x^^axy — b\l—x^^){l — r:^x^) = {x^--~X){x^—af) (a^“ — «^), 
Il l’on tire, comme dans le paragraphe 3 du chapitre I, 


^ 1 — ’ 


4) 


Ja -|- a 




a«i«2 


;./5: 


r, a a^a^. 


1 deux parainètres a, , «g sont donc arbitraires. 

Comme cas particulier on doit remarquer celui où est infini. (.)n 
a dans ce cas 

. 1 


«a. 


ILS 


pourra donc réduire l’une à l’autre deux fonctions, dont les paramèti 

t respectivement <^7 Lfi formule correspondante pour effec.tuer cette, 

action est: 


5 ) 


/7a + /7 ( — ) = ôJa: -f I -f - log . 

\ ca j ' ^ Ja ^ xJa — aJx 


r trouver toutes les fonctions réductibles l’une à l’autre, il sufKt de faire 
s la formule (104), n=2. Cela donne 


3) 


m, Ha, + m, ^ na, = (i.mx — \ log 


fx -J- giÆl . J X 
fæ — cpx . Jx. ’ 


es paramètres et sont liés entre eux par l’équation 
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ais il est clair que y ne pourra avoir aucun facteur commun, ni avec r, 

avec '/•g, donc il faut que le numérateur de la fraction rationnelle — soit 

visible par et par îq; mais ces deux fonctions ne pourront s’évanouir 
L même temps, donc on doit avoir 

21 ) ^ = r^r^v = rv, 

étant une fonction rationnelle de æ, qui ne devient pas infinie en atti’i- 
lant à X une valeur qui donne r = 0. Soit y = ^ , où et q sont deux 
notions entières de x sans diviseur commun, on aura évidemment 

e 


Î2) 


donc 


2 dy _ _ qdp—pdq 

^ dx dx 


ela fait voir que v est une fonction entière. Or je dis que v se réduira, 
une constante. Désignons par m n les degrés des fonctions p et f/, et 
Eir j .1 et r ceux de 6 et v. Cela posé, il y a trois cas à considérer: 

1) Si m> n. Dans ce cas Téquation 
l23) {(f — c^p'^) = 6^(1 — x^) (1 — 

it voir qu'on doit avoir 

4m = 2 /y. ~-|-4 ; 


ais comme on a 


s'ensuit que 


)11C 


i, puisque 2m ~ 


me 


dx 


f l = -j- »?. — 1 , 

V < 2m — fl — 1, 

V < 1, 

j/ = 0, 


pai- conséquent v constant. 

2) Si n > m. On aura de la même manière 
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4w = 2/fc-)-4, 2n — f.i = 2, 

v<2n — f.i — 1, î/<l, y — 0, 

<louc aUiSsi clans cc cas v sera égal à une constante. 

3) Sï n = m. Dans ce cas il peut arriver que le degré de l’une 
fonctions 

soit moindre que n = m. Soit donc par exemple 

a—p = <p, 

ofi le degré de cp, que nous désignerons par m — k, ne pourra sui-passeï 
(.)u aura en vertu de l’équation (123) 



4m — k = 2, U 4, 

d’oii 

2 7)1 — f.i = 2 -|- A;; 

maintenant 

si l’on substitue la valeur de q— p-|-(p, on aiu-a 


Ü P'k — pk> _ pdcp — (pdp 

^ ilv ■ dæ 

donc 

-f 

11 

§ 

+ 

1 

1 

11 

S 

1 

b- ‘ 

si /t! > 0, c 

d; 

6 — j — y zzm 7M — j — "ïïh Je 2 ~ 2 Kïh Jo 2 ^ 

si k = {).. 

Dans le premier cas on a 


y — 2'//^ — — 1 = 1 — = 0, 


et dans le second 

V = 27)1 — ,a — 2 = 0. 

Le degré de la fonction entière o est donc dans tous les cas égal à 
e,t par (îonsécpient v sc réduit à une constante. Ln la désignant pai f 
aura 

du 

( 124 ) " = 

41t‘.la posé, l’6([aatiuii 

(1 - f)(l - = [^]‘ «-*(1 - *’) (1 - 

donnera celle-ci : 
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25 ) ^ ^ . 

’ y(r=:^î) (i_c'2y2) i(ï—x^){i—cKv^y 

: problème est ainsi raniené à celui de satisfaire de la manière la plus 
éuérale à cette équation en supjiosant y rationnel en x. En intégrant, on 
lU’a 

L26) 5) (y , c') = « . cô(æ, c) -j- G. 

iii comparant ce résultat à ce que nous avons démontré dans le chapitre II, 
n aura ce théorème: 

Théorhme VIII. „Si l’on a une relation quelconque entre un nombre, 
uelconque de fonctions elliptiques, et qu’on désiguie par c le module de 
une d’elles prise à volonté, parmi les autres fonctions on en ti’ouvera au 
loins une, de module c', et telle qu’on ait entre Zes fonctions de la première 
'spèce^ correspondantes respectivement aux modules c' et c, cette relation 
•ès simple 

c5(î/, c') = « . tS(a;, c) O, 

ti y est une fonction rationnelle de æ et « une quantité constante." 

Ce théorème est de la plus grande importance dans la théorie des fonç- 
ons elliptiques. 

Il s’agit maintenant de trouver toutes les valeurs de y et des modules 
et c propres à satisfaire à l’équation (125). Si la fonction y contient des 
uissances de x supérieures à la première, elle jouira d’une certaine propriété, 
ni conduira à son expression générale, en supposant connue la solution 
impiété dans le cas oîi y ne contient x qu’à la première puissance. C’est 
ourquoi nous donnerons d’abord la solution pour ce cas. 


§ 2 . 

Solution du problème dans le ais où. u — . 

a' (f X 

En substituant cette valeur de y dans l’équation 

dx j ’ 

en n’est plus facile, que de trouver toutes les solutions possibles. Je vais 
ulement les transcrire: 

I. c' — ±c, y = ±x, y = ±~^, « = + 


y (1 - y^) (1 - C'Y) = (1- x^) (1 - ' 

\ 
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II. 

g' 

= ± 

1 

T’ y= 

± 

'i/= 

= + i, , 

X 

; = + c, 



III. 

g' 

— ± 

Il + Vc / 

ij 

=:± 

1 + Vc 

1 — l/c 

1 4- X'\i G 

l X y c 

« — ±il 

/-i(i+yi)=. 

IV. 

/ 

G 

= ± 

/ 1 + V i 
iïLlyc j 

’ i/ = 

= ± 

1 — yë 

1 + yë 

1 V G 
xy 0 

6 = ± 1*] 

/-i(i_i/ï)-. 

V. 

t 

G 


l-i-c 

i+V— 


= ± 

1 -j- y — cj 

1— V— c 

\-\^xy — 6* 
i+Æ-y— « 

S =: + 'b 1 


VI. 


-±( 

l + V— c' 


=:± 

1 — V— c 

1 y — ^ 

6 zi:i: + "b 1 


g' 

1— V — 

1 ’ 

1 “b V — G 

l + Æ-ÿ— c’ 


(.)u voit qxie le module c' a six valeurs différentes. La fonction y en aura 
douze, car à chaque valeur de c' répondent deux valeurs différentes de y. 
Ces formules nous seront utiles pour la solution du problème général. 


§ 


Propriété (jêtiêrale de Ut fonetlou, rationnelle (pd s(itUf(dt à une 


équation de la Jornie: 


dy dx 

: =€ . ‘ 
J 'il J x 


Soit pour abréger 

■|/(l-,ÿ*)P-c'y) = ,-/'y et |/(] -*>)(] - cV) = e/a:, 


réquatioii (3 25), 


h laquelle il s^xgit de satisfaire, ])reudra la forme 


(127) 


dff d.v 

J y .J,e 


oii y est supposé fonction rationnelle de x, Boit 
(128) y = lyx 

la fonction cliercliée. Bi, en réduisant i/jx h sa plus simple expression, la 
variable x y entre élevée jiiscpi’à la fP'"' puissance inclusivement, nous dirons 
pour abréger (pie ipx est une fonction rationnelle de x du degré /o Ba 
forme générale sera donc 

^ -^U) "b jiix A^>x-‘ *-[- • • • -|" 

P{) “b “b . . . _j_ 



le numérateur if ayant pas de diviseur commun avec le dénominateur, et les 
deux coefficiens et ifétant pas nuis à la, fois. 
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Cela posé, si Ton coDsidère x comme fonction de y, réquatioii y = ipx 
donnera pour jLt valeurs, qui seront nécessairement inégales, en supposant 
y arbitraire. Il est évident que toutes ces valeurs de x sativsferont egalement 
à réquation différentielle 

dy dx 

J'y ^ Jx 

En désignant donc par x et x' deux d^entre elles, on aura en même temps • 

dy dx' 


Donc, en égalant ces deux valeurs de 


dy 

Xy' 


on aura 


dx' dx 

Jx' Jx 


Une telle relation aura donc toujoxxrs lieu entre deux racines quelconques de 
l’équation 

7J = XpX. 

Il est facile d’en tirer une équation algébrique entre x' et x. En effet l’in- 
tégrale complète de cette équation est en vertu de l’équation (36) 


(130) 


X 


xJe -|- eJx 
1 — 


5 


e étant une constante, 
tion y — ŸX^ on aura 


donc 

(131) 


Maintenant x et x' étant tous deux racines de ré([na- 
y=ipx, y=ipx\ 
i/zæ' = i//æ, 


et puisque y est variable, cette équation doit nécessairement avoir lieu pour 
une valeur quelconque de x. On aura donc immédiatement c;e tliéorème: 


Théorhne IX. „Pour qu’une fonction rationnelle y de ;c, du degré //., 
puisse satisfaire à une équation différentielle de la forme 


dy dx 


il faut que cette fonction y reste invariable, en mettant pour x, a valeurs 
différentes de la forme 

xJe-\- eJx 
1 — c^e^x'^ 


e étant constant.^^ 
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Ce théorème nous conduira, comme on va voir, de la manière la plus 
simple à l’expression générale de y. Il s’agit seulement de déterminer les 
valeurs convenables de la constante e; car celles-ci étant trouvées, rien n’est 
plus facile que de détenniner ensuite toutes les autres conditions nécessaires. 
Occupons-nous d’abord de la recherche de cette constante. 


§ 4. 


Déternmudmi d-e toutes les racines de L' dquatwv. y — i/wr. 


Faisons pour abréger 


(132) 


Bx = 


1 — 


nous aurons d’après ce que nous venons de voir (131), 

(133) yj{dx) = ipz, 

oh le signe du radical Jx est évidemment arbitraire. Je remarque mainte- 
nant que cette équation, ayant lieu pour une valeur quelconque de x, sub- 
sistera encore en mettant pour x. On aura donc 

yj \6 {O'x} ] = tjj iOx) = ifjx. 

En mettant de nouveau Bx au lieu de x et ainsi de suite, on aura 


■■rfj(B”x) = etc.. 


B B' 


X. 


y=ziyx — yj(Bx) = if>(B^x)=zy)(B^x)= • ■ • = 
oh l’on a fait pour abréger 

B'^x = BBx, B^x = BB^x, . . . etc. B'^x-. 

Ue là il suit que toutes les quantités de la séi’ie 

(134) X, Bx, B^x, . . . B^x, . . . 

seront des racines de l’équation y=^yjx. Maintenant cette équation n’ayant 
qu’un nombre limité de racines, savoir il faut nécessairement que plu- 
sieurs des quantités de la série (134) soient égales entre elles. Il s’agit de 
savoir si cela serait possible. Pour cela il faut d’abord avoir l’expression 
générale de B’‘x en fonction de x et e. Regardons pour le moment e comme 
variable indépendante. Alors ou aura en vertu de l’équation (132), 


d(6^ai) 


1 — 

(««-tr) 
.7(él’‘-i.r) 


d(^S”—^x) , de 

I Je 
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Il mettant dans cette équation successivement n — 1, n — 2, ... 2, 1 au lieu 
^ 92, et en supposant, ce qui est permis, que les radicaux 
. . Jx ont les mêmes signes dans deux équations consécutives, on 

Lira sur le champ 

d(6'^æ) \ 

d(8”'x) Jx ' /le 

Sela posé, déterminons diaprés les règles du paragraphe 4 du chapitre I 
ne fonction rationnelle de 6, telle que 


n aura 


lais si Ton fait 


de 

je,, Je 


d(0^K'G) dx I 

'j^Ô^J jx~^ 


de,, 

Je,i 


X 


X Je,, + e.„Jx 


n a 


onc 


dJ dx , de,, 

J x! jx ^ J Bn 

d(e'^x) dx' 

j\e^x) ~ ~jj ’ 


ette dernière équation donne la suivante: 




,x'Je'-\-e'Jx' 


i (/ est une constante. 

Pour déterminer cette constante, faisons 6=: O; on aura alors (\/=() 
Je„=l, Donc la valeur de Y deviendra: — x^ et ])ar suite celle de 

'x sera 


d^^X: 


X Je' -f; e' J X 


ais ayant 6x — x^ on aura encore donc 

xJe' 4- e' Jx 

X - • 

\ 

îtte équation devant avoir lieu pour une valeur quelconque de rr, ne*, 
nirra subsister à moins qu’on n’ait sépai’ément c' = 0, = donc on 


c’est-à-dire 

(135) 
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-T - ^<^,1 f-n ^ 

i — c'^e.læ^ 

Telle sera l'expression de 6"x pour une valeur quelconque du nombre entier 
n. Comme on le voit, elle a la foi-rae que doit avoir une racine queleonque 
de l'équation _?/ = Y/x. 

Cela posé, soient 0'"x et deux quantités de la série (134), égales 

entre 'elles ; il en existera toujours d'après la remarque faite plus haut. On 
aura donc 

d”‘+’‘x = Û’^x, 

mais d™'''"® est évidemment la même chose que 6”{6'”x), donc en mettant x 
pour il viendra 

(136) 6’^x = X. 

Une telle équation doit donc toujoui’s avoir lieu, quel que soit x. Si elle a 
lieu effectivement, il est clair que la série (134) ne contiendra que n termes 
différens, car, passé les termes se reproduiront dans le même ordre, 

puisqu’on a — etc. Si l’on suppose, ce qui est per- 

mis, que w, dans l’équation 0'‘x — x^ a la plus petite valeur possible pour 
la valeur donnée de c, il e.st clair également que les n quantités 

(137) X, é*æ, 0^x, . . . 6”~^x > 

seront nécessairement différentes entre elles. (Jar si l'on avait par exemple 

ô’^x = 

il en résulterait 6^‘'x = x, ce qui est contre Thypothèse, attendu que u est 
moindre que n. 

Il s’agit donc de satisfaire à l’équation 

6'“‘x = X. 

En y substituant l’expression de donnée par la formule (135), il viendra 

t'y xi Æ 

\ — 

Or il est impossible de satisfaire à cette équation pour une valeur quelcon- 
que de X, à moins qu’on n’ait séparément les deux équations: 

(138) 

et réciproquement, si ces équations sont satisfaites, l’équation Q"-x — x le sera 
également. Or je dis qu’il sera toujours possible de satisfaire à ces deux 
équations à la fois. 
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D’abord si n est impair, les deux quantités et seront des fonç- 

ons rationnelles de e, comme nous l’avons vu chapitre I § 4. Si donc on 
ésigne par e une racine quelconque de l’équation 

L39) = 0, 

suffit, pour satisfaire à l’équation = 1 , de détenniner le radical J e 
e telle sorte que 

140) ■ 

près avoir mis le second membre de cette expression sous la forme d’une 
mction rationnelle en e. C’est ce qu’on voit en remarquant que si e„ = 0, 
i quantité .d — — e^)(l — c^e,t) ne pourra avoir que l’une des deux 

aleurs -|- 1 , — 1. 

Si au contraire n est un nombre pair, on a vu que sera une fonc- 

• jdi • 

on raiionnelle de e, de même que En désignant cette dernière 

ar f„, on doit avoir, en vertu des équations (138), 

L41) = 1. 

►r je dis que si e est une racine quelconque de cette équation, on aura à 
i fois e„ = 0, En effet ayant 

V i .j 

T en tire en carrant, 

ï — el=l—c^el, 

; cela donne 

= 0 , 

ir r/ est différent de l’unité. Or ayant e„ = 0 et on aura évidem- 

ent -de,^=l- donc etc. 

On pourra donc satisfaire à la fois aux deux équations 

e„ = 0, = 

l’on aura toiijours valeurs différentes et convenables de e, car en vertu 
is formules (51, 55) les équations e„ = 0, £„=:1 seront du degré en e. 

Il s’agit maintenant de choisir les valeurs de e qui rendent toutes les 
quantités x, dx, . . . d’'~^x différentes entre elles, car cela est une seconde 
ndition il laquelle doit satisfaire e. 
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Or poiii’ cela il suffit de rejeter toutes les valeurs de e qui pourraient 
donner — æ, oti /r est moindre que n. On pourra toujours supposer 
facteur de n. Eu effet soit h le plus grand commun diviseur de n et ■»., 
on pourra trouver deux nombres entiers et n' tels que 

fl 1.1 =zn'n-\- h. 

Or l’équation d^x = x donne 

= X, 

donc 

e^'»+^x=x=$^ô“''^x-^ 
mais en vertu de 6"'x=:Xj on a encore 

= æ, 

donc enfin 

0^x = x\ 

donc, si df‘x — x^ on aura encore 0'‘x = x., où k est diviseur de n. Donc 
il suffit de rejeter toutes les valeurs do e qui pourraient satisfaire en même 
temps à ces deux équations 

- Vc,, = 1, 

où fl est un facteur de n- et il faut nécessairement les rejeter toutes, car si 
l’on a = on a nécessairement d'‘x = x. 

Ainsi on déterminera aiséineut' une équation en c, dont toutes les raci- 
nes donneront des valeurs convenables de cette constante. Si n est un nom- 
bre premier impair, on a //.= !; donc la seule racine qu’il faut rejeter de 
celles de l’équation e„~(), est celle-ci 

e = 0. 


ün aura donc — 1 valeurs convenables de e. (Jar l’équation e„ = 0 est 
du degré 

Il y a une remarque essentielle à faire sur les cpiantités 

ai, dx, 61 “a;, ... 


c’est qu’on aura toujours eu même temps 

/ 1 Cl \ /J ni "b n »i — 


(142) 

En effet, on a (43) 


1 — 


, 61 "-"‘a;: 


1 — 


X O r « ( . 


mais = 0 , donc 
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On atira également (42) 


m + — m 


0, 


donc à cause de on aura 

En substituant ces valeurs de dans l’équation 

^ ^ 1 __/*2n3 ..,2 ’ 

on aura précisément la seconde des équàtions (142). 

Si l’on multiplie entre elles les valeurs de 6”‘x et 0’‘^”x^ le produit 
sera l’ationnel, et l’on trouvera 

76 * “* (i«:n 


0^''x.6'‘-’’‘x = 


1 — 


( 148 ) 

On aura de même 
( 144 ) 

Ces formules nous seront utiles dans la suite. 
D’après ce qui précède, les n quantités 

X, ex, e'^x, . . . e'‘-^x 


e«>x + . 


sont différentes entre elles, et racines de l’équation y = ijjx. Ijc degré fi de 
cette équation est donc égal à n, s’il ne surpasse pas ce nombre. Nous 
verrons plus bas qu’il suffira de considérer le cas oîi fi — n. On pourra 
même supposer n premier. 


§ 


J )éle.ntiuiutk»i de ioides les valeurs de y qui /luurront répondre, aiui: mêmes valeurs des racines, 

lorsquun eu eounaît nue seule. 


Pour simplifier la solution du problème général, voyous d’abord si plu- 
sieurs valeurs différentes de la fonction y et du module <•/ pourront répondre 
aux mêmes racines de l’équation yz=xpx. Kien n’est plus facile que de dé- 


terminer toutes les valeurs de y et c'. En effet, soit )fjz= -^*., où j) et q 
sont des fonctions entières de z sans diviseur commun. En désignant par 
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œ, æ', x" . . . X 
toutes les racines de l’équation 

y = -ipx^ 

on aura 

P — 9.y = {'^ — 

où. a et 6 sont des constantes. Soit maintenant y' une autre valeur de y 
qui répond aux mêmes valeurs de a;, x\ x" . . . , on aura, en désignant par 
P et les valeurs correspondantes des fonctions p et g-. 


donc 


p' — q'iy' — {a' — b'îj') (z — x) {z — x') {z — x") . . . (z — , 


p — <iy <^—by 


p' — î'y' «' — b' y' 

En attribuant à z une valeur constante, il est clair que cette équation don- 
nera pour y' une expression de la forme 

y y _ 

a' + fy' 


( 146 ) 


y 


où cc, /?, a', /?' sont des constantes. En désignant maintenant par o" le 
module qui répond à y\ ou aura en même temps 


donc 

( 14 ( 1 ) 


dy^ , diü dy dæ 

VÇL ~ ‘ Jx ’ J'y ~ * Jx ’ 


dy' e' dy 

~~ « ’ y(l — .y^) (i-c'=*y^) ' 


En sxibstituant l’expression de y' en y, on aura les équations nécessaires 
pour déterminer y\ c", P. Ce problème est précisément le même que celui 
du paragraphe 2. On voit donc qu’une seule solution de l’équation 

dy dx 

Jy Jx 

en donnera sur le champ cinq autres, rpxi seront en général différentes entre 
elles. La fonction y aura toujours deux valeurs correspondantes au même 

module c', savoir y et - / • 

’ «y 
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Solution complète du problème demis le cas où j.i — n. 

Supposons iiiaiiiteiiant que l’équation y = yjx n’ait d’autres racines que 
celles-ci : 

X, 6x, ô^x^ . . . 

ce qui arrive toujours lorsque /t est un nombre premier, comme nous le 
verrons plus bas. On aura alors, si p et (j signilient la même cliose qu’au 
paragraphe précédent, 

(147) P — qy = (a — by) (a — x)(z — dx) (z — d'^x) . . . (z — d’‘~^x) . 

En attribuant à z une valeur particulière, on aura une expression de y dans 
laquelle tout est déterminé, excepté trois quantités constantes. Nous allons 
voir qu’on pourra toujours les déterminer de sorte que l’équation diftérentielle 
proposée soit satisfaite. Pour cela considérons deux cas 'selon que n est un 
nombre impair ou non. 


Cas I. Si n est un nombre impair. Faisons dans ce cas M = 

Alors l’équation (147) donne, en attribuant à z la valeur particulière zéi’o, 

b'y=- — (a — hy)x. 6x . O'^x . . . 


a 


d’où 

(148) 


V 


.•(! . ftf . . . . m'-x 


U ^ h. X. ex . e'^x . . . e'^/^x 
En l’emarquant maintenant qu’en vertu de l’équation (143) 


■ c^elx^ 


il est clair que l’expression précédente de y sera une fonction rationnelle de 
X du degré 2,u.-|-l; donc, puisque cette fonction reste invariable, en met- 
tant pour X les 2 /t -|- 1 valeurs 

æ, 6^x . . . 

ce qui est évident à cause de d'^'^'^'^x — x., on conclura que l’équation (147) 
a lieu eu mettant pour y cette fonction et pour et ^ les valeurs corre- 
spondantes en z. Cette équation pourra s’écrire comme il suit: 


(149) P — qy = {a — by)iz — x){z — 6x){z — 6^>^x)(z — 6'^x){z — d‘‘f^~^x) . . . 

. . . (z ~ e>^x) {z — 0^+»a;). 
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Gela posé, faisons 



et désignons les valeurs correspondantes de y par 


^1 (^1 

Comme on a pour ces valeurs de æ, Jx=:0, il s’ensuit en vertu des deux 
équations (142) du paragraphe 4, que 


d 


— m 


X: 


âH /î 

— c^x^el. 


J 


d’où l’on voit que les facteiirs du second membre de l’équation (149) seront 
égaiix deux à deux, en faisant abstraction du premier facteur z — x. On a 
donc 


(150) 


I P — qa = {a — ha) (1 — z) . 

2> q/3 = (a hft) (1 -j- z) . p’-*, 

p—qy = {a — hy) (1 — ez).(j"\ 
P ~ q<y = (a — hâ) (1 4- cz) . 


où P, p', p”, q'" seront des fonctions entières de z du degré a. Mais puis- 
qu’on doit avoir 

(151) = 2^)(1 — c^2^), 


les équations précédentes font voir que les quatre constantes 
vent être les mêmes que celles-ci: 


+ 15 




7 


a, l3, y, d doi- 


et si <!ette condition a lieu, les quatre équations (150) en donneront évidem- 
ment une de la forme (151), et par suite on aui’a 


(162) 


dy d\T 

J'y 'Jx ’ 


en vertu de ce qu’on a vu dans le paragraphe 1 de ce chapitre. 

Comme il suffit de connaître une seule valeur de ?/, nous pouiTons faire 
par exemple 

(163) « = 1, /9 = -l. y='~.. 


Cela posé, il nous reste à satisfaire à ces équations, 
pour un moment 


Or si l’on fait 


73 * 
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æ(x^ — e^) — é|) . . . (æ® — e^) 


(154) = 

l’expression de y deviendra 


(155) 


a' a. cpæ 


h' h . (px ' 


d’où l’on déduira, en remarquant que ç)( — x) — — (pXj et faisant x=l^ 

. 1 1 

5 î 

c 


^ c ’ 


<.' + <.^(1) „_a’-a,p(l) .,_*' + ‘‘'ï'(4-) ,V_ ‘'"(v 


/.'-ifU) 


donc en vertu des équations (153), on aura 

a'-6' + (a — &)9(1) = 0, a'^b' — (a-i-b)(p(l) = 0, 


V 


f U \ KJ 

of ^_L a T 


9 


h' 


— 0, (p 


0 . 


Il est impossible de satisfaire à ces équations à moins que l’une des 
quantités a', h' ne soit zéro. Faisons donc a' = 0, on aura en même temps 
h = 0. Donc deux des équations précédentes donneront 


h' 


— =zcp{l) = e'.<f 


d’où l’on tire la valeur de c', savoir , 


<r\ 


La valeur de y deviendra 


a cpx 


/ 1 \ 

Quant aux valeurs de ^(1) et de (p _ j on aura en vertu de l’expression de (px, 


(p{l)-. 


1—e^ 1—eî 


1 — 


i — i — c^(?| 1 — 


V’i ' „ ^Su+Ï 


1 1 — 1 — G^ei 1 — c^e,j 


cV+i 1 — ( 


1 — ei 


donc 


1 

i 


<p 


C®i“+lqD(lj ’ 


et 


.'-0^--[<^(l)]^ cp{l): 


Yg' 
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Pour avoir enfin la valeur du coefficient e, il suffit de faire x = 0, après 
avoir différentié l’expression de y. On aura 


dy 

d,T. 


I 2 â 9 <■> 1 

:±e ejes . . . e; -^, 


y (1) ' 


mais comme on a 


dx ~ Jx 


il en résulte, en faisant æ = 0, 
donc on pourra faire 


dx - 


s = e^e-^el . . .ei 


Yc' 


D’après ce qui précède on pourra maintenant énoncer le théorème suivant: 


Théorème X. „Soit e une racine quelconque de l’équation e 2 ^+i = 0, 
mais qui ne puisse être racine d’une autre équation de la même forme 
< 22 m+i = 0, oh est diviseur de Cela posé, si l’on détermine 

la fonction le module c', et le coefficient «, d’après les formules 


(156) 


ci“+i x(e^ — (e| — («| — x^) . . . (e| — 

ÿ^;' — c^e\x^Y(l — c^e\x^) . . . (1 — 

_ ,2^+1 [ il - (1 -zÊ) (1 -3) ■ - il - «4) r 

i (î— (F— c®e|) (i X e^e[j . . (F ^ / ’ 

£ = -y.je^e\e\ . . . 

Yc' 

on aura toujours 
dy 


~~ = + f 


dx 


V(i - py (1 - c' 3^ - ' y(i - F*)yr- y ‘ 


en déterminant convenablement le signe du second membre.“ 

Connaissant ainsi un système de valeurs de y, c', £, on en aura cinq 
autres, d’après ce qu’on a vu dans le parag-raphe précédent, à l’aide des 
formules du paragraphe 2. A chaque valeur de e répondent donc six sy- 
stèmes de valeurs de y, c’, e. On aura même douze valeurs de y, car à 
chaque valeur de g' répondent deux valeurs différentes de cette fonction. 
Nous reviendrons plus bas à la question dix nombre total des solutions qui 
répondent à la même valeur de y . 

Pour donner un exemple des formules ci-dessus, soit y. = 1 . Puisque 
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dans ce cas 2/.t-[-l=3 est un nombre premier, on pourra, en vertu de ce 
qu’on a vu plus haut, prendre pour e une racine quelconque de l’équation 
63 = 0 , excepté la racine zéro. Cette équation est, en vertu de la formule 
(53), qui donne l’expression de ajj, du huitième degré, savoir: 

0 = 3 — 4 (1 4- c®) e" -1- 6 — c V. 

La quantité e étant une racine quelconque de cette équation, on aura 

dy ^ ^ dx 

y(r_y2) ~ ^ /(i— .«2) ’ 


1 — e^ y 
1 — ch^ 


l/e ç, cŸc x(e^ — x^) 


Puisque est déterminé en c par une équation du quatrième degré, le mo- 
dule c' pourra l’être également. Cette équation est • 

(c'—ey=4Y^(i — y^y. 


L’expression générale de y, donnée plus haut (156), est sous f()nne de pro- 
duit. Rien n’est plus facile que de décomposer cette fraction en fractions 
partielles. En effet, puisque les racines de l’équation 

0 = — — . . . ( 2 ^ — ej)4;/(l . . . (1 — r.^-r’.y) 

Ve' 

sont les 2// -|-l quantités suivantes 

X, 6 x, d^x . . . B^^x^ 

la somme de ces quantités sera égale au coefficient de divisé par celui 

de et pris avec le signe — , donc 


x-\-Bx-\-d^x-\- • • • 






donc, en vertu de l’équation 

=i4w- 

on aura l’expression suivante de y: 


e -t K MX l I 2 zf 6 , X I 2 Ca ‘ X 

(157) + 


ïï “1 tj 


.æ \ y c . (■— 

— e^{q . . . ej. 


Cas IL Si n est un nombre j)Q,iT. Faisons n — Pnisqu\)n a 

\j Ji/ . Q 9 5 C/ Jü " ' - ■ IJ Q ~ , cf””* ? 

1 — 1 — chtlx^ 
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on aura, en faisant 




“t" 


X J — efj^Jx 


Cîette égalité ne peut subsister, à moins que n’ait une des deux valeurs 
zéro où l’infini. Uela donne lieu à considérer séparément ces deux cas : 

A, Si = -J- , on aura 

= . 

ex 


En substituant ô'^x au lieu de x, on aura 

(9^+”‘æ = + 


1 


c ( 9 “ æ - 


Les racines de l’équation y = \px deviendront donc 


i ^“**5 ... 6^ ^x, d^'^^x, 0^'^'^'^x, . . . 0“'“ ‘x, 


par conséquent on aura 

(158) P — <11} — (» — %) (2 — x) 1 2 q: ^ ^ | (z - 6x) {z — ô‘'*'“'“^x) . . . 

. . . ( 2 ,— — d^‘+^x). 


En désignant par a' et b' lés cocfftcicns de 2 ’*'““^ dans les deux tbne- 
tions eîitières p et on aura 

a' — h' y = — [a — by) | x ± -j- $x -j- 6'‘‘^~^x • -j- 6^~^x -f- 6'^*^x 

= iby - a) [ X ± + 1 --«T-pï- H h 


L’expression qu’on en tire pour y sera évidennnent une fonction rationnelle 
de X du degré 2p, et puiscpi’elle reste invariable en mettant pour x les 2,it 
quantités*) 

X, é>x, 0^x, . . . d‘^^~^x, 

l’équation (158) aura lieu en mettant pour 'y cette valeur et pour y> et q 
les valeurs coi-respondantes en 2 . 

Nous allons voir qu’on aura uiie valeur convenable de y en faisant 

a = 5’ = 0. 


*) On a 


b' b(x + 0x-l-0‘'‘x q- . . . + 


et — 
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Cela donne 


1 , 2Je.x 


J ^ 


.>. + _L _|_ I I 

— cx^ 1 — <;2e2æ2^ ^ 1 — 

expression qui est évidemment de la forme 

a69^ .1 

^ ^ ^ 1 ^ 

Pour déterminer la valeur de remarquons que si Ton fait x=l^ y 

doit avoir une des valeurs: ±1, +“• Soit par exemple pour x=l^ 

c 

on aura 

(160)' ■ .1 = ^. 

Cela posé, faisons dans l’équation (158) x=l. En remarquant que u = 0, 
on aura 

q — p = {l — z){l + cz)(j% 

P étant une fonction' entière de z, car pour x—1 on aura 


. e'^x = 6^>^-”'x = 


1 — c^el 


En changeant le signe de z dans l’équation précédente, on aura, en remar- 
quant que q est une fonction paire et p mie fonction impaire, 

q^p = {l+z){l±oz)(}'\ 

Cela donne 

= (1 - 2^) (1 — c’*z^) (pp’)l 
Maintenant, puisqu’on doit avoir 

(161) {(f — P^){q^ — c'^^’*)~(l — !s^)(l — c’*z’*)r“, 

cela fait voir que la fonction doit être un carré parfait. Or on 

pourra toujours déterminer c' de manière que cette condition soit remplie. 
Faisons dans l’équation (158) 


on aura 


d>^^'’‘x=e^(d>^x) = d'^ ±~ =d 

ijX 


d>‘-^’"x = e'"x. 
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Si donc on désigné par a la valeur de y qui répond à — . les 

. V+c 

racines de l’équatioii a = i/zic, c’est-à-dire de 

p — aq = 0, 

seront égales entre elles deux à deux; donc p — aq sera un carré parfait. 
En changeant le signe de z, on aura p-\-aq^ qui par conséquent sera éga- 
lement un carré; donc en multipliant, on aura 

où t est une fonction entière de z. En faisant donc 


5 

a 


réqiiatioii (161) aura lieu, et par suite on aura 

V 


ch dz y P 

~~~ = 8 -- 5 ou ^ = V. 
J V J Z ’ 


c’est-à-dire, en cliangeant z en x 


d\j 

d'y 


dx 

Jx 


Pour déterminer le coefficient « on aura d’abord, en vertu de la der- 
nière équation. 


dy 


dx 


pour 'x=0. 


Mais Texpression de y donnera 


dx ~ ^ 




donc 


WY 


Le numérateur de la fraction qui exprime la valeur de y est décomposé 
eu facteurs; savoir si Ton fait y = d^ ^ on a 

p' = -1^ X{1 — c^e^x^) (1 — ... (1 — c^el_,x^). 

On pourra facilei>ient décomposer de la même manière le dénominateur q\ 
comme on va le voir. 

En divisant les membres de la formule (147) par y, il viendra à cause 
de a = 0: 


74 
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3ela posé, soit â une valeur de x, qui rende y infini, c’est-à-dire une 
acines de l’équation = 0. On aura 

q = h{z — â) (z — 6â) {z — û^â) ...{z— 


[1 suffit donc de connaître une valeur de â. Or une telle valeur est 
En effet, puisqu’on doit avoir y = ^^ et remarquant que 

1 


^ b x-{- do; 6^ iv ^ X 


311 aura 


r = x-\-dx-\-6-x-\- • • • ‘æ — 0. 

Soit pour une valeur quelconque de x 

-f- -f -f 

on aui-a évidemment, en remarquant que d^^x = x^ 

Po -{-pi +^*2 

Or je dis que si l’on fait 

1 

~ VT^c 

on aura 

Pm 1^7 

pour une valeur quelconque de m. En effet ou a d’abord 

e«x + Æ-, , 

' 1— c-e^,Æ- 

donc en mettant 6^x au lieu de æ, et remarquant que — ± 

+ 2 .3/ Cm 




En faisant maintenant 


' Civ(l—elx-^) 


m aura 


X 


2^c„ 


Y+( 


6 "‘x -f = — (e"^+/^x + e^>^-”‘x ) , 

t/(+c)(1 + cc^) ^ ^ 


it par suite 


Pm = 0 . 
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Oii pourra doue faire 


â 


1 

VTo 


En reuiaiTpiant que q' = 1 pour æ = 0, on aura, eu mettant dans l’expres- 
sion de q, X au lien de z, 


'Y M ^ 




^ 2^-1 J 


D’après ce qui pi-écôde on pourra énoncer ce tliéorème: 

Théorème XI. „Soit e une racine quelconque de l’équation = mais 
qui ne satisfait pas en meme temps h deux équations de la forme e„=r=0, 
oîi 7)1 est facteur de 2u. Cela posé, si l’on détermine les trois 
quantités y, c', s par les formules 


si 1 



, 2 Je .æ 

1 2Je^.x 1 

1 2/le^^x.x 

0 y ’ (ix 

1 {) 2 2 q , 2 

r 1 — ■!“■■■ 

1 1 — 


(1C2) 


-t- 


± ‘=‘=1 i±T+r-vv+i-Aî + ■ ■ 


2z/e„_i 




on aura toujours 


ây 


e . d.r. 


y(i y(,i 


Le cas le plus simple, do cette formule est celui où q. =:1.‘ On aura 

alors 


X , 2 y_+^! 

±cx^ ’ “ 1 + « ’ 

-. = (lyc) , - 

Après avoir déterminé par le tliéorème précédent un système de valeurs 
pour y, c', f, on aura cinq autres solutions à l’aide des formules du deuxième 
paragraphe de ce chapitre. 

B. Si 6^ = 0, le radical ne pourra avoir que l’une des deux va- 
leurs 4“ 1 011 — 1; ioi prendre = — 1, car si l’on avait 

en même temps = il en résulterait d^x = x^ ce qui n’est pas. 

Mais comme on a 


± c 1 ± 


(Iff-l) 


^ = (l±c) J 

dy 

yn 
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ela donne 

$^^x = — X, 

t en mettant 6’”x au lien de x, 

= — 6^x. 

jes racines de l’équation y = 'ipx seront dans ce cas égales deux à deux, 
nais de signe contraire, et par conséquent ipx sera une fonction paii'e de x. 
ïln faisant 

P 

ipz = — j 
q 

)n aura 

164) p — qy = (^a — hy) {z^ - x^) [z^ — [Oxy] [2^ — — (ô'^-^xy]. 

Si l’on fait z,= 0, et qu’on désigne les valeurs correspondantes de et 
I par a' et h', on aura 

a' — h'y = ±{a — by)(x.dx.$^x . . . 6^~^xy, 

îe qui donne pour y une expression rationnelle du degré 2/,(. Connue dans 
Les deux premiers cas, on démontrera aisément qu’il sera toujours possible 
le déterminer les constantes a, 5, a’, h' de telle soi’te que l’équation 

du dai 

xl y /ix 

?oit satisfaite, en attribuant au module d et au coefficient t des valeurs 
îonvenables. Je vais considérer seulement le cas le plus sinqile, oh p — 1. 
Qn aura alors 

et par suite 


a' — Vy — ( — a -|- hy)x'^, 
a' + ax^ 

y — 


h' hx'-^ 

En mettant cette valeur dans l’équation 

dy dx 

J'y * //æ ’ 

)n trouvera facilement une solution, savoir 


165) 


1 -f- cx^ 

y = — ! , c' 

1 


' = 1 + 7 ’ e=ii-yc)Y—i. 


Jonnaissant ainsi une solution, on en déduira les cinq autres par les for- 
nules du deuxième paragraphe, de sorte que l’équation 
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dy dx 

J'y * Jx 

pourra être satisfaite des six manières suivantes: 


( 166 ) 


1 + c l + Vl— c + Vc^ — 1 

_ J 


i + « 1+yî 


-G^ G 


+yc^-i' 


§ 7. 

lîêdiiGti 07 i dit 'prohl(iï))e gfjiArcd au Gas oîi Ig degi^é de la, foiiGÜon oYttioimeUe y est 7m 

nomhre 'premier. 

Soit maintenant y = xpx une fonction rationnelle quelconque qui satisfait 
à l’équation différentielle 

dy dx 

J'ÿ~^llx' 

Comme on l’a vu dans le. paragraphe 3, l’équation 

y z=. yjx 

aura toujours n racines de la forme 

(167) X, dx, Ô'^'X, . . . où d'“‘x = x. 

Cela posé, désignons par x' une nouvelle racine, différente de. celles-ci, de 
sorte que 

ipx' = xpx = y. 

On a 

. yj(6’'‘x) = y>x, 

donc aussi 

%p{d'“'x') —ipx' — y. 

Il suit de là que les n quantités 

(168) x', 6x', . . . e^-^x\ . 

qui sont différentes entre elles, seront racines de l’équation dont il s’agit. Or 
toutes ces 7i racines sont différentes des racines (167). En effet, si l’on 
avait d^'x =6>'‘x, il en résulterait 

c’est-à-dire 

X = 

ce qui est contre l’hypothèse. Le degré y de l’équation y = yjx est donc 
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égal à 2%, ou plus g-rancl que ce nombre. Dans le dernier cas, si l’on dé- 
signe par x" une racine différente des 2m racines précédentes, on aura en 
même temps celles-ci: 

x% ex", e‘^x" . . . 

qui seront différentes entre elles et des racines (167, 168). Donc p. sera 
égal à 3 m ou plus grand que ce nombre. En continuant jusqu’à ce qn’on 
ait épuisé toutes les racines, on voit que ,«• doit être un multiple de n, et 
si l’on fait en conséquence 

fl — m- . n, 

les fl racines se distribueront en m groupes de n termes cliacun, savoir 



(170) P — 'qy = {a — by) [z — x) (z — Ox) (z — e‘^x) ... (2 — e‘“~^x) 

X(s — x')iz^ex')(z — e^x') . . . (z — 


X (z — (z — (a — e^x^’"~^^) ■ • • (z — , 

et d’après ce qui a été exposé dans le paragrapbe précédent, on pourra 
trouver une fonction rationnelle, y, ~ telle que les racines de l’équation 

Ih = 

soient les n quantités 

X, Bx, B^x, . . B’‘~^x, 

et que y, satisfasse à une équation différentielle de la forme 


( 171 ) 

Faisons 


d.Vi 

^(ï — .y?) (1— cî.y?) 


dû; 

y(i — (1 — 
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■p' et q' étant des fonctions entières du degré n- on aura 

(172) 2^' — ü'Vi = — ^'Ui) • • • (2 — 

a' et b' étant des constantes. 

En mettant au lieu de x successivement les m valeurs 


X, x\ x'\ . . X' 


(”!— 1) 


y ^ ^ nÂJ ^ 

et puis multipliant entre elles les écpiations qui en résultent, on obtiendra, 
en ayant égard à l’équation (170), 


(173) 

OÙ 


P — TU _ P — g Vx /P —g !h . . . P —g :y« 

a — hy a' — //ÿj a' — h' a' — b'ym 


2/2.1 2/3, • • • Vm 

sont les valeurs de la fonction y,, qui répondent aux valeurs 


de X. 


r,-'' 1) 


Cela posé, attribuons à x deux valeurs particulières a, /?, telles que 

(/;«=:0, = 

en désignant par 

7 *^35 ... ./^35 • • • ftm 

les valeurs de y, , respectivement correspondantes aux valeurs a 

et /? de æ, l’équation (173) donnera 

( = ^'{p' — «1 /ZO {p' — S'ZO • • • ip' — «m/ZOl 

i q = {p' — M {p' — M) • • - ip' — Pm q') , 

où A' et A" sont deux constantes. En divisant ji par 5', on voit que 


p 


wz sera fonction rationnelle de = ipi Z. En mettant x au lieu de z, 

g g 

on aura 

donc 

( 176 ) 


’P P 

j = v: 


A' 


^ (2/1 — A)( 2 /i— À)( i'l— /^3 )---(i/i — //») 


J. = étant constant. 


On voit donc que y pouiTa être exprimé par une fonction rationnelle 
de y, du degré m. 



592 


PRÉCIS D’UNE THÉORIE UES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Eu couibilulut uiaiuteiiaut l’équation (171) avec celle-ci; 

dx 


qui doit avoir lieu, on aura 


dy_ 

J'y 


^ Jx ’ 


(176) 


dy 




y(i-y^)(i-c'V) *1 y(i-2/D(î-«!yÜ 


donc la fonction rationnelle eu et du degré m, doit satisfaire à cette 
équation, iléciproquenient, si cette équation a lieu, l’équation 


du dx 

jÿ = ^Jx 


subsistera également, car la fonction y^ est déterminée en x de manière à 
satisfaire à la formule (171). Ainsi le problème général est réduit à satis- 
faire de la manière la plus généi’ale à l’équation (176). Or ce problème 
est précisément le même que celui que nous traitons; seulement le degré de 
la fonction y en y^ sera vr, tandis que y^ comme fonction de aq est du 
degré m.w, qui est plus grand que m. On pourra donc appliquer à l’équa- 


tion (176) le même procédé c^u’à l’équation 


d,y dx 


' Jœ 


et il est évident 


qu’on parviendra ainsi à l’expression générale de ?/, car les degrés des fonc- 
tions successives vont toujours en décroissant. 

Supposons maintenant que le degré ,«• de la fonction y en x soit un 
nombre pi’emier. Puisque = on a nécessairement m=l, ii=n. 

Par suite 


y 


— A . 


Vi 


On connaît l’expression de y^ en x par les formules du paragraplie précé- 
dent. En substituant l’expression de. y en y^ dans l’équation (176), on dé- 
terminera à l’aide des formules du paragraphe 2 toutes les solutions pos- 
sibles. 

En vertu de ce qui précède on pourra donc énoncer le théorème suivant : 


Théorhme XII. Soit y une fonction rationnelle de x d’un degré quel- 
conque qui satisfait à l’équation dift'érentielle 

dy dx 

y (1 — y^) (1 — y (1 — x^) (i — c^x^'j 


on pourra toujours décomposer en deux facteurs n et m, dont l’un n est 
un nombre premier, tels qu’on ait 
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et 


dy^ dæ 

^ 1 _ 

y(i-2/^)(ï-.'y) y(r=^(i-«?ÿD 


y étant une fonction rationnelle de du degré m, ef y^ une fonction ration- 
nelle de X du degré n. 

Si donc on désigne par n, «g, . . . des nombres premiers dont 
le produit est ,a, et qu’on fasse pour abréger 


on pofirra faire 


z/(æ, c) = ]/(! — x^) (1 — c^æ^), 


djij dyy dy^^x dy^ dm 

liÿ, c') J{yy, Cy) tv-i) 17(^1, Cl) ^ Jx' 


étant une fonction rationnelle de æ du degré 7 ^, 

y% ~ - -- - - 

2/3 - - - - - - - 2 /a - - «a- 


Vy - ------ î/^_.i- - n^_i, 

y ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ y V ~ ~ '^v 

En vertu de ce théorème la solution du problème général est ramenée 
au cas où le degré de la fonction y est un nombre premier. On aura' tou- 
tes les solutions qui répondent à ce cas par les formules du paragraphe pré- 
cédent, et ainsi le problème que nous nous sommes proposé au commence- 
ment de ce chapitre poun-a être regardé comme résolu. 


§ 8 . 

la forrtie de la fonction y. 

Désignons par æ, x' x" . . . les racines de l’équation 

y =. xyx. 


Si l’on fait yjz 
( 177 ) 


L 

<z 


J? et <2 étant des fonctions entières de 2, on aura 


J? — yy = {a — hy) {z — æ) (a — x') (a — x") ... (a — 

75 
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et h étant des constantes. Cela posé, soit a une racine de réquation 
= 0 , on aura en faisant æ = a , 

178) ‘p = a{z — a){z — a')(z — a") . . . (z — 

ioit de même (i une racine de l’équation y — ^. Cela donnera, en faisant 
: — /3 après avoir divisé les deux membres de l’équation (177) par 


1 79) g_ = h{z — lS){z — — (i") . . . {z — 

les valeurs de jp et ^ donneront, en mettant x au lieu de z, 


180) 


y = A 


(.r — a) (æ — «')... (.r — 

(,« _ (,, _ ^’yTrrGT-Arÿi^^ ’ 


)îi A est un coefficient constant, qu’on détennine en remarquant que si l’on 

ait x=l^ y doit avoir une des valeurs ± 1 , ± ' 

Mais il y a deux cas à considérer séparément; savoir, il pourra arriver 
pie l’une des deux quantités a et 6 soit égale à zéro, et dans ce cas l’ime 
les racines des équations y = 0, y = -l- sera nulle ou infinie. 

Cas i)remie'i\ si 6 = 0. On aura 
’181) P — ^y = <^( 2 * — — *'0 • • • (2 — 

ït P sera du degré p, et q seulement du degré y — 1. En égalant le coef- 
icient de dans les deux membres, on aura 


’182) a' — i>'y = — a{x-\-x' -\-x" ■ ■ ■ -|-aé'““^>), 

x' et h' étant des constantes. Maintenant si 


/ xJe-\-eJx 

■ ^ 1 — cU^x^ 

ist une racine de y = ifjx^ la quantité 


xJe — eJx 


e sera également; donc si ces deux quantités sont difïérentes entre elles 
jour toutes les valeurs de e, y sera un nombre impair, et en faisant 
;t. = 2 M -|- 1 , on aura 


183) 


a 


Vy = — a 


Tj -“l 

2æzle^ 

1 1 

1 2 71' \ 


1 — G^e\æ^ 

r 1 — ' 

"T 1 — j 


Æaintenant si l’on fait 


cc = + 1, 



on doit avoir y = + 1 , y z=±- 
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d. ou. il 6st facilô de coucIuto ç[U6 o! sera ég’al à, zéro. Doue y sera ixue 
fonction impaire de æ, et de la forme 


y=Ax\ 1 


2 Je, 


2 Je,, 


Cela fait voir que 

q = {l — G^elz^) . . . (1.— 

Pour avoir jo, il suffit de faire dans l’équation (181) a—0, ce qui donne 


^ — az(z^ — . . . (z^ 

■v(el — — x^) . . . (e,l — æ^') 


donc on aura 

**(1 — . . . (1 — c^e^,æ'^)' 

Telle est donc la forme de la fonction dans le cas où le degré de son 
numérateur est impair et plus grand que celui du dénominateur. 

Si pour quelque valeur de e les deux quantités 

/üJe + æJe — eJæ 

1 ’ 1 

étaient égales, on ani’ait 

6rzz:0, on ^ = 

Soit d’abord <3 = -^, on aura x' = ±~i et par suite le s6cond membre de 

ex 

l’équation (182) serait une fonction impaire de æ, dont le degré serait un 
nombre pair. On trouve que cela donne o/=: 0; donc en faisant fi ==2n, 

ZlO/'N A I |ll 2 X jJ I I 2 X Cyi — 1 \ 

( 180 ) ,j=A[^± -, -f J _ + ■ ■ ■ + ) - 

et par suite y sera exprinié en produit de facteurs comme il suit: 

(187) 


«(1 — ô\ x'^) (1 — (1 — 

y — .,,(1 _ Je\ x^) (1 — cHl x^) . .Jl — 


Si au contraire. ez=0, on aura en même temps 


X 


X. 


Donc dans ce cas y sera une fonction paire de x. Mais alors le degré du 
numérateur doit être le même que celui du dénominateur, comme il est fa- 
cile de s’en convaincre; par conséquent l’expression (187) appartient à y 
toutes les fois que le degré du numérateur est un nombre ]iair et en même 
tenqis plus grand que celui du dénominateur. 


75 * 
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Cas second^ si a — 0. On aura alors 

P — — ^y{^ — ®) — x') ... (z — . 

En raisonnant comme ci-dessus on trouvera aisément que dans le cas 
oîi ,11 est un nombre impair, y sera une fonction impaire de x de la forme 


(1 — çS gf (1 — C" ^^) • • • (1 — 

■ ^ x{e\ — 'x^) (e\ — •'î'’®) - Cn — •*^) 


(188) y. 

Si y est pair, y sera une fonction impaire de x de la forme 

(189) y : 


: a. 


;(1 — c'^e\.v^) ... (1 — 

- (1 _ ()'2 ,..qT::'(i _ ôi .x^) ■ 


§ 9. 

De la fori.ctàon *2^^.!. 

Nous avons vu (chapitre I paragraphe 4) que l’équation différentielle 

■ f=(V+i)Jj 

peut être satisfaite, en mettant pour y une fonction impaire de x du degré 
(2 -m, - j-1)® qui s’évanouit avec x. En la désignant comme nous l’avons fait 
à l’endroit cité par et faisant pour abréger (2//- -f-l)^ — l = 2w, cette 

fonction, en vertu de ce que nous venons (ie voir dans le paragra])lic précé- 
dent, doit avoir la forme suivante: 


(190) 


x{e.\ — .T®)(g| — .rd) . . . C’I — •T^) 

«2/<+i — . . . (ï — 


et on aura en même temps 

fl91) ;n, ,=zAix-4- I - JL- . . . J — ^ 

♦ 

Four déterminer les coefficiens a, et J., faisons æ = -J-. On trouvera alors 

.4c ®” «162 el=z a. 

Si l’on fait x infiniment petit, la première formule donne 

x^^^yz=zae\el. . . elx, 

mais l’équation différentielle donne dans ce cas 

«52^+i = (2(«+l)a:, 


par suite 
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ae\el . . . = 

De même si l’on fait x infiniment grand, la seconde expression de 
donne = mais dans le même cas l’équation différentielle donne 


dx-2fi + \ 


dx 




eAx'^ 


(2,u+l)^, 

^ ‘ ‘ ^ cæ^ ^ 


donc 
( 192 ) 

Connaissant A, on aura enstiite 


2^« + l 


( 193 ) 


2 2 2 
<3i6o . . . S.'- 


2/^+1 


, a = c^ = c^-^"-+^'\ 


Les quantités e,, e^, . . . ont entre elles des relations remarquables 
que nous allons développer. Considérons l’équation 

®2^+l=.V- 

Les racines de cette équation sont les (2/i -f- 1)^ quantités 


xJ«i + J X x.de^ + Jx 


x,jRn±_e.,^/Jx 


4 \ ^ n>. ^ 


Soit 6'.. 


l'îî/é/fl - I - • • 

'ï ^^2 .y l’une quelconque décos racines, les 2/f. -|-1 quantités 

J. C ô it’ 


X, 6x^ 0‘^x 


d^fx 


seront encore des racines et différentes entre elles, si l’on prend pour e une 
quantité cpii n’est pas racine d’une équation 

^2»!+1 

oîi 2 to-|- 1 est facteur de 2/./ -|-l. Soit de même 

„ xAe' A-dJx 

q“_r^272,,,2 


une autre racine, on aura encore les racines suivantes; 

^i£c, 6lx^ . . . 6l'‘x^ 
qui seront différentes entre elles. 

Cela posé, faisons 


on aura en général 


ifi{6”'x) = i//(dî;r), 
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lels que soient les nombrés entiers m et h. En mettant pour œ, on 
ira 

)nc toute quantité de la forme 

6\6^x 

ira racine de l’équation ij = ')px. Je dis maintenant que si l’on attribue à 
et m toutes les valeurs entières moindres que 2q. -|-1, les valeurs qui en 
îsultent pour la fonction B\d'^x^ seront toutes différentes entre elles. En 
îet, si l’on avait 

d\d’^x = di6”''x.f 


en résulterait, en mettant pour x et remarquant que ^ 

dld”'x = 6iX, 

O posant ra' = TO -|- 2 jit -J- 1 — 

Cela donne 


Il posant h" = — lc-\- k\ c’est-à-dire 

d”'x = dfx, 

b par suite 

e’‘'^‘x = Ol'f‘'x. 

laintenant, puisque 2/y.-[-l est un nombi’e premier, on pourra faire 

7cV = (2,u+l)/?+l, 

onc 

est-à-dire que d^x serait une des quantités 


æ, $x, . . . 6^'^x, 

3 qui est contre l’hypotlièse. 

L’expression 6\B'^x a donc (2p. valeurs différentes et par consé- 
iient ces valeurs seront les racines de 'l’équation 


X, 


v+i 


■y- 


oit maintenant 


x' = B\x^ x” = B\B”‘x^ x"' = B'^x. 
n aura, en regardant e et e' comme variables. 


clx' 

' éa' 


dx , , de.' 

■ + '‘ji’ 
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dx" 


dx , de 


Jx'" Jx I "''Je 

En mettant dans la première formtile x"' aii lieu de æ, %' se cliangera en 
æ", donc 

de' 


donc 

et si Ton fait 


d^ti" 


Jx" ~ . 

Jx"' > 

dx" dx 


Jx" Jx 

Je 

de' de/J 

de 

, . 11 / — ___ - 

'je' — ^Jel 

J no . 

Je 

dx dx 

1 de,; 

K 

1 



de 

''3e' 


dCf)i 

de^n 


^ ü 


Si donc on fait 
( 194 ) 
on aura 


dx" 

Jx" 


Cjji J ej! -|- (^// 

1 c^e^'^iVi- " 


d. 




U'X . (6('i 

2Jx -d^viflc 


d’où, en supposant que et Cj' s’évanouissent avec e et e', 

X Je ~f" k — 


( 195 ) 








Toutes les racines de l’équation pourront donc être représentées par 

cette même formule. 

Donc pour connaître toutes les racines, il suffît d’avoir la valeur des 
deux quantités e et e\ qui sont deux racines de l’équation 

0 . 


X. 


'2^+1 


Toutes les racines de cette équation 


X. 


'^^+1 


0 , 


lesquelles, par ce qui précède, sont les quantités 


0 , ± Cl , + «2 , . . . ± e„ , 

sont donc exprimées par la formule 

. k J 

en donnant à m et /c toutes les valeurs moindres que 2 -|- 1 . Il est facile 
de voir qu’on pourra exprimer ^ en fonction rationnelle des deux quanti- 
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S e, e'; clonc"on voit que toutes les racines de l’éqnation = pour- 
nt s’exprimer rationnellement par deux d’entre elles et par le module c. 

Si l’on veut exprimer à l’aide des fonctions d-^^x et dx^ un pourra 

faire d’une manière fort simple. En effet, en remarquant que le dernier 
rme d’une équation est le produit de toutes ses racines, on aura sur le 
ïamp 

.96) . X . ex . 6^x . . . 

xe,x.e,âx.e,e^x . . . e.o^^x 
xBix.eiûx.eie^x . . . eie^^f^x 


x'eTx.ei^Ox.ef^e^x . . . efe^>^x. 

1 'ifl 

§ 10 . 

T)e V équation 

D’après ce qui précède les racines de l’équation sont exprimées 

ar j en donnant k m &t h toutes les valeiu's moindres que Une 

e ces valeurs est zéro, savoir Co q. 

En divisant le numérateur de la fraction par æ, on aura, en cga- 

nt le quotient à zéro, une équation 

.98) P=0, 

1 degré 4,a^-|-4/t. Je dis que cette équation peut être résolue à l’aide 
équations du degré 2,«-|-2 et du degré 2/,<.. 

Soit P une fonction quelconque symétrique et rationnelle des quantités 
, En mettant pour ^^ 3 ? • • • % leurs expressions en fonc- 

ni rationnelle de e, , p deviendra de meme une fonction rationnelle de cette 
,cine. Faisons 

99) p = (pei, 

» 

L aurai évideiunient 

00 ) (pe^z=(p6.^~(pe^= ■ ■ ■ =(pe^^, 

nations qui auront lieu quelle que soit la racine e. Cela posé, mettons , 
. lieu de e, il est clair que 


n a aussi 
.97) 
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63 , 63 , . . . 63 ^ 

se cliaiigevont respectivement en 

^2ïn,2 J ^3ï«,3 7 * * • ^2/£mj2/4' 

Donc on aura 

( 201 ) = 

Formons l’équation 

(2021 J ~~ ~ ~ ~ • • • (i^ — 

^ I — 2-3 = 0, 

(loi (Jn ■■ ‘ <h/i+i aei’ont des fonctions symétriques et rationnelles de (/-e,, 
ipco j, . . . (pa^/t,!- pourra les exprimer rationnellement en c. En 

effet, il suffit d’avoir la valeur de 

( 203 ) • ■ • -\~{(p^^2n,iY=ih- 

En vertu des équations (200, 201) cette quantité pourra s’écrire comme il 
suit : 

2,«P4= {(pe,Y (ipcç)'' + {(pe.,Y + ---+((/n-v)' 

-1- {(pe^^jY “h {9*-'o,'iY H“ {^p^‘o,^Y H~ • • • H- (f/’<3o,a^)* 

+ {(p^^i.iY H” H“ (^^^3,3)* + • • • 


H-(f/>%,i)’'^4'(9’V/3)*H-(9’v,3)*H~ • • • H-(9 ’v^,3^)^- 

Oi’ le second nienibre de cette équation est une fonction rationnelle et sy- 
métrique des racines de Téquation Pz=z0; donc on pourra exprimer p,, ra- 
tionnellement par les coefficieiis de cette équation, c/est-à-dire par c. 

Ou voit donc que les coefficieiis de réqiiation (202), P? • • • 
seront des fonctions rationnelles de c. Donc une fonction symétrique quel- 
conque des racines 

<h 1 ^'2 7 • ^2^ 

pourra se déterminer par le module fq à Taide d’une équation du degré 
2/x--j-2. Cela posé, faisons 

(204) (e — e,) (e — . . . ‘{e — = 

• • • -]- id • +Po = ^• 

Les coefficieiis , ji, , jij , . . . seront des fonctions rationnelles et symé- 
triques de e^, 63 , . . . < 33 ^; donc, comme nous venons de le voir, on pourra 
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S déterminer à l’aide d’équations du degré 2^-j-2, Ainsi, pour avoir les 
icines de l’équation P=0, il suffira de résoudre des équations du degré 
/Li et 2,«-|-2. 

Ce qui précède est susceptible d’une application importante. Le module 
, exprimé par la formule (156),. est, comme on le voit, une fonction ration- 
elle et symétrique de e, 63, . . . Donc, en vertu de la propriété 
émontrée précédemment, on pourra déterminer le module c' en c à l’aide 
’une équation du degré Cette équation ne paraît guère résoluble 

Igébriquement, excepté lorsque 2,i<.-[-l = 3. Dans ce cas elle sera du qua- 
•ième degré. 

En appliquant le tbéorème XII à l’équation 




(2, U -|- 1) 


dæ 

Jx 


n aura, en remarquant -que le degré de la fonction est (2/i-|-l)^, et 

-|- 1 un nombre premier. 


dA' 2 «+ -i 2;tt -j- 1 (ly 


(2,u-|- 1) 


dx 

Jx 




étant une fonction de x du degré 2/t-|-l, et une fonction de y du 

lême degré. On aura 




X. 


'2/( + l ■ 


G = G 


Vd 

(1- 




(l-c^ 

e^x 




y(e'^ 


y^)-- 


y'^ 


y c' 

(1- 


(1 — 


..(1- 

c'^e. 

’ly^) 


(JL 

— e^' 

l-el 

1 


2 


- 0 

li- 

-cV 

1 —Pe'l 

• • ï. 

~c^e%] 

r 


y 2 ^+ 1 1 

' 1 - 

— e'^ 

1 — 

1 

-e'% ' 

r 


L> 

A- 



. . 


) ’ 



C ^ + 'i .> 

4 — , e-el . . . 

ic' ' 


est déterminé de la même manière en c' que- e l’est en c. Doue, si l’on 
tiange c en c’, e se changera en e! . De .là il suit que l’équation entre les 
lodules g' et c doit rester la même si l’on change simultanément g en g' 
: c' en c. ‘ 

Puisque g' dépend d’une équation du degré 2,u-[~2, ou pourra donner 
la fonction y, 2f,i-\-2 valeurs différentes. 
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Des transformations différentes qui répondeyit à un même degr'é de la fonction y. 

Soit 

_ + 

> 

dy dæ 

Supposons B premier et d’aborfl ,«=1. Dans ce cas le module c', en 
vertu des formules du paragraphe 2, aura six valeurs différentes, et la fonc- 
tion y en am-a douze. 

Si jLi = 2^ ou aura toutes les solutions possibles en combinant les deux 
formules (163, 165) avec les six fonnules du paragraplie 2, ce qui donne 
18 valeurs différentes du module c. 

Si l’on fait 





^*2 


2Ve 


G» 


2V~c 

1-7’ 


ces 18 valeurs s’obtiendront en mettant dans les six fonctions 


+ c, 



± 


1 — y'c]^ 
l + Vcj ’ 


± 


1 -f- l/c 
ï-l/c ) ’ 


± 



1+y-c 

1 — y — c 


2 


î 


les trois quantités c,, au lieu de c. 

Si fl est un nombre premier impair 2w-[-l, ou aura d’abord 2«-|-2 
valeurs du module c/ qui répondent à la forme suivante de y: 

c"+i , .r.(e7 — .r7) Çel — æ®) . . . {ef — 

y^' (ï — ■ (1 — 

Or de chaque valeur de y de cette forme on déduit, en vertu des six for- 
mules du paragraphe 2, cinq autres valeurs de la forme: ' 

, 1-j-l/c' l + ,yl/c' 1 — Vc' 1 + yl/c' 1 — V — c' l+yV — c' 

i—Vc' ' ï+ ;y Vc' ’ 1+ yy ’ ÏTyÿ^ ’ ïTv^' ' yf^y:zy ’ 

i-pyzi^' 1 j-yyzÿ 
1 — y — c' iip^y — d 

auxquelles répoiideiit respectiveuient les modules: 

7G-'î= 
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1 [ 1 — ii-\-yo'Y n-\-V-c'Y ii—V—o'y 

c' ’ li+y?j ’ li-y?]’ ii-ynyj ’ ii + yny] ' 

On aiii’a donc en tout 6(2%-]- 2) — 6(/t-|- 1) valeurs différentes pour 
le module c . On en aura un nombre double pour la fonction y. 


§ 12. 

Résolniion de Uéqnatiœi y — xpæ. 

L’équation algébrique y = yix, où yix est nire fonction raiionnelle quel- 
conque de æ, satisfaisant à une équation différentielle de la forme (205), 
jouira de la propriété remarquable d’être résoluble par rapport à x à l’aide 
de radicaux. C’est ce qu’il est facile de démontrer à l’aide de la foi-me des 
racines de cette équation. D’abord .si le degré y est un nombre composé 
w . TOj . «2 . . . ??v, on pourra faire comme nous venons de le voir dans 
le § 7: 

y yv=^pv-iyv-i, ■ ■ ■ y^=y'^yi, .!/i=V'«5 

y'y, y^v-ii • • • V’i) y désignant des fonctions rationnelles respectivement des 
degrés «y_i, . . . Wi, w, ces derniers nombres étant premiers. Ou aura 
donc la valeur de æ en y à l’aide de la résolution de v-y i équations des 
degrés ... n„ respectivement. Il suffit donc de résoudre l’équation 

y=iyjz dans le cas où le degré y e.st un nombre premier. Si ,n----2, on 
aura l’expression de x par les règles connues. Soit donc y impair =:r;2//™|- l. 
Alors les racines de l’équation y=z=yjx seront les 2// -[-l quantités 

X, ÔXj O^x . . . 

Cela posé, soit (f une racine imaginaire de l’équation 

jv+i 

et faisons 

V=:x-^S . ôæ.-j- .e^x 

t;' = x -f d . + (IL -f . . . 4- ex. 

En substituant pour les quantités ô'^x leui's valeui's 

O 

.Tz/e^— e„Jm 


et remarquant que 


m 
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il est clair qu’on aura 

v = 'p-\-qJXj v'—p — qJx, 

‘P et q étant des fonctions rationnelles de x. Cela fait voir que vv' et 
sont des fonctions rationnelles de æ; or je dis qu’on pourra 
exprimer ces quantités en fonction rationnelle de y. En effet, en vertu de 
la forme de v et v', il est clair que si l’on fait 

vv' =.(px, =zfx^ 

les deux fonctions (px et Jx ne changeront pas rie valeur si l’on met pour 
æles'2,u-|-l quantités 

X, dx, . . . d‘^^'x. 

Donc on aura 

(px = 2 (</>»• + <P^-^ H H- f = v 

= 277^t H 

Ces expressions des quantités v?./, «oiit des fonctions ration- 
nel les et symêtri<iufis des racines de l’équation donc on pouiTa 

les exprimer rationnellement ])ar les coefficiens de cette équation, c’est-à- 
dire en y. 

Faisons donc 

vv' = s 


s et i seront des fonctions rationnelles de ?/. On en tire 


2^+1 
/ 


\ 2 + V 






On connaît donc la fonction v. Cela posé, si l’on désigme par v„, u, , 

. . . v.j^^ les valeurs de v qui répondent respectivement aux racines 1, d', (P, 
d'®, . . . d'^'“ de l’équation = 1 , on aura sur le champ 

X = • • • “h ^2//.) 5 

6-x = {v, + â-^v, -f H 

ce qui est l’expression générale des racines. 
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On aura ainsi une classe très étendue d’équations algébriques de tous 
s degrés qui seront résolubles algébriquement. Nous n’entrerons pas ici 
Mis des détails sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs à la se- 
mde partie de ce mémoire, où nous en donnerons des développemens 
lendus à cause des belles propriétés des fonctions elliptiques qu’on en peut 
^duire. 

Comme cas pai’ticulier on pourra remarquer l’équation 

Li désigne la fonction rationnelle de x dii degré fi\ qui satisfera à l’é- 
iiation 

(Ix^ dx 

On en pourra donc toujours tirer la valeur de x en y à l’aide de ra- 

icaiix. Si // est un nombre impair, on pourra donner aux racines cette 

)rme très simple: 

1 i i .1 

x = j [ay + + q, JyY-{- (p, + q,JyY H h , 

^ Pli P^i Vs •• • sont des fonctions cMtières impaires de y du degré y , et 

lî Î 2 5 Ss • • • d®s fonctions paires de y du degré y — 3. jiV» ^t <•/,„ seront 

éterminés par l’équation 

pi — ql (1 — y^) (1 — chf) = 

ü o,„ est une constante, savoir une racine de l’équation x^, = 0. 


CHAPITRE V. 

Thé orie géAiêrale de la transformation des fonctions elLiptiqnes 'par rapport 

au module, 

A l’aide des théorèmes que nous avons établis dans les chapitres précé- 
ms, nous pourrons maintenant donner la solution de ce problème: 

Etant proposée une fonction elliptique Æun module quelconque^ exjirimer 
'■tte fonction de la manière la plus générale en diautres fonctions}'- 
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§ 1- 


Condiiioü générale pour la iransf&rmation. 


Soit proposée une intégrale de la forme 



ou deiïiande s’il est possible d’exprimer cette intégrale par des fonctions al- 
gébriques, logaritlimiques et des fonctions elliptiques, dont les modules sont 
Cl, C3, . c„i., en sorte qu’on ait; 


I 


rdx 

Jfx 


Ay.ippxi-\- -j- F, 


'OÙ J-i, A2, . . . A„, sont des constantes, iCi, a;^, . . . des fonctions algé- 
briques de a;, et V une fonction algébrique et logaritlnnique ; i/Zi, i//^, ... 
désignent des fonctions elliptiques ayant respectivement Ci, 0^5 • • • <^m ponr 
modules. 

Cela posé, cette équation donnera en vertu de la formule (86); 


j ‘V/.y • '/'s^3 ■ -\-hn- y 


les quantités 
de même que 


Ui, Z/s, ^3, • • ■ ym 

Aiîlx Aip'i Atnijin 

Jx' 'Jx' IJx' ■ ■ ■ ~Jx 


étant des fonctions rationnelles de x. 

Si l’on suppose, ce qui c.st permis, qu’il soit impossible d’exprimer 

r rcLc 

J Jx 

par nu iioiubre moindre des fonctions il est clair qu’aiicmie 

des quantités ?/i, ?/y, . . . ne pourra être constante. 

On doit donc avoir séparément, eu vertx.i du tliéorème démontré dans 
le premier paragraphe du chapitre précédent, 

ll/iü (■lî.v clit/ 

.■■ n ^ ^ 5 *^4 ~ i 5 * * 4 ' à 5 

j/ lîu ^ ^mym * ^ 


où «1, £2, . . . £„ sont des constantes. Cela donne en intégrant, 
^ (^ 1 5 < 5 i) “ «1^^? y = h^^y ■ ■ ■ ®(!/m 5 
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Oh aura ainsi une classe très étendue d’équations algébriques de tous 
SS degrés qui seront résolubles algébriquement. Nous n’entrerons pas ici 
ans des détails sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs à la se- 
Diide partie de ce mémoire, où nous en donnerons des développemens 
:endus à cause des belles propriétés des fonctions elliptiques qu’on en peut 
éduire. 

Comme cas particulier on pourra remarquer l’équation 

«A. = 

ù désigne la fonction rationnelle de x dii degré p", qui satisfera à l’é- 
uation 

dx 

JXft, ' J.x 

On en pourra donc toujours tirer la valeur de x en y h l’aide de ra- 

icaiix. Si // est un nombre impair, on pourra donner aux racines cette 

)rme très simple: 

1 i L ^ 

a: = — [«2/ H- (B + <h^y)^ H h (P/e_i + -^yf ] , 

b jpi , jpa ? 2^3 • • • soîù des fonctions entières impaires de y du degré y , et 

15 Sa? Ss • • • fonctions paii’es de y du degré y — 3. p™ ^t q,,, seront 

éterminés par l’équation 

pi — yl (1 — 2 /') (1 — c'y') = (y' — eiy, 

b e,„ est une constante, savoir une racine de l’équation = 0. 


CHAPITRE V. 

Théorie générale de la transformation des fonctions elliptiques par rn.pport 

au module. 

A l’aide des théorèmes que nous avons établis dans les chapitres précé- 
3ns, nous pourrons maintenant donner la solution de ce problème: 

proposée une fonction elliptique d’un module quelconque.^ exjtrirner 
die fonction de la manière la plus générale en Æ autres f onctions. 
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§ . 

. CmulitioTi générale 'pour la transformation. 
Soit proposée une intégrale de la forme 

t 

'rdx 


/ 


Jæ ’ 


on demande s’il est possible d’expiimer cette intégrale pai' des fonctions al- 
gébriques, logaiitlimiques et des fonctions elliptiques, dont les modules sont 
Cl, Ca, en sorte qu’on ait; 

j — • ■ • “h ~h ^ 1 

'OÙ -d-i, ^ 2 , . . . A„ sont des constantes, æi, ... æ„, des fonctions algé- 
briques de .t:, et V une fonction algébrique et logaritlimique ; i//,, . . . i//„ 

désignent des fonctions elliptiques ayant respectivement Cj, c^, ... c„, pour 
modules. 

Cela posé, cette équation donnera en vertu de la formule (86); 

'Jæ ~ "f" ■ ■ ■ H” • WmUm 

les quantités 

Vil 2 / 3 , 2 / 3 , •• • Vn 

de même que 

. -^1^1 

Jx ' Jx' 17 * ’ ■ ■ ■ 




étant des fonctions rationnelles de x, 

Bi Tou suppose, ce qui est permis, qifil soit impossible d’exprimer 

f rdiü 

j Jx 

par un nombre moindre des fonctions i/q, ... il est clair qu’aucune 
des quantités y, , , • • • Vm pourra être constante. 

On doit donc avoir sépai’ément, en vertu du théorème démontré dans 
le premier paragraplie du chapitre précédent, 

dy^ dx dy^ dx dy,^ dx 

Jiyi Ax ’ Jpy^ \ Jx ’ JmVm ’ 

OÙ « 1 , « 2 , . • • sont des constantes. Cela donne en intégrant, 

®(2/i, ^0 — «1®*, «/(2/2, = . . . Cô(y„, c„)=:«„£Sæ 
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sauf line constante qu’il faut ajouter à chacune de ces équations. On pourra 
donc énoncer ce théorème; 

Théorème XIII. Une relation quelconque entre des fonctions elliptiques, 
ayant c, pour modules, ne pourra subsister à moins qu’on 

n’ait entre les fonctions correspondantes de la première espèce, cette relaîion 

( 206 ) fi}(x, c) = -^«)(yi, Ci) = -^w(y2, 03)= • • • c,„), 

oîi fj, fg, • • • €», sont des constantes et . . . y,„ des fonctions ration- 

nelles de la variable x. 

On pourra donc encore satisfaire aux équations suivantes: 

, «5(0;, , c) = e' â 5 (a 3 . Cl), 

©(«s , c) = is(æ, C2), 

tD(æ„, c)==f'’“^fl)(æ,c„,), 

«1, æ^, . . . étant des fonctions rationnelles de æ; ou bien, si l’on désijjme 
par G et g' les modules de deux quelconques des fonctions entre les([uelles 
on a une l’elation, on pourra toujours satisfaire à l’équation 

( 208 ) cO(x', c') = Éâî(æ, c), 

en supposant x' fonction rationnelle de æ, ou x fonction rationnelle de x'. 
Cette équation donne 

tlx (Lu ^ 

Soit maintenant x' fonction rationnelle de æj si r' désig'ue une fonction ra- 
tionnelle quelconque de x', on pourra transformer ?■' en une fonction pareille 
de X. En la désignant par r, on aura donc r' = r. Donc ou multipliant 
l’équation différentielle ci-dessus par r', on aura, en intégrant 

— r-’— E 

J (je', c') J ~J{x, c) 

Quelle que soit la fonction rationnelle r, on pourra toujours, comme on sait, 
exprimer 

rdx 
J(x,c) 

par des fonctions elliptiques des trois espèces avec le module c. On aura 
donc ce théorème: 
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Théorème XIV. Si une fonction elliptique quelconque cpx^ ayant c 
pour module, peut être exprimée par d’autres fonctions dont les modules sont 
^' 2 ? • • • pourra toujours exprimer la même fonction cpx par des 

fonctions elliptiques d\in même module c, c étant Tun quelconque des mo- 
dules Ci , ^ 2 , . . . , et cela de la manière suivante : 


( 211 ) 



r dx 


? 


où y et r sont des fonctions l’ationnelles de x. 


La contiuuation d’apres un manuscrit inédit. 


En vertu de ce tliéorènie tout ce qui concerne la transformation des 
fonctions elliptic^nes par rapport an module se. réduit à exprimer l’intégrale 

r dx 


I 


J(x,cj 


par des fonctions elliptiques. 


§ 2 . 

Transformation des fondions de la première et de la seconde espèce. 

Supposons (f abord (jue cpx soit une fonction de la première espèce, de 
sorte qu’on ait 

r dx 

JM' 

Dans ce cas la fonction r se réduit à une constante, et on aura par suite 

(212) «)(y, o') = 6 . â>(x, c), 

où y est rationnel en x. Cette équation est la même que celle-ci; 

dy dx 

V(y,c') 

Nous en avons donné la solution dans le cliapitre précédent. Passons aux 
fonctions de la seconde espèce: 


77 
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'U aura alors 

ilS) 

iomiue y est une fonction rationnelle de æ, l’intégrale du second membre 
araît contenir des fonctions de la troisième espèce, mais nous verrons qu’on 
eut toujours la rédiiire à une expression de la forme: 


J. . «j(æ, c) -j- .B . tüo(x, c) -j- V, 


ù V est une fonction algébrique de x. Il y a un moyen bien sinqile de 
rouver cela, savoir en différentiant l’équation 

(ü(i/, c') = ï.tü(æ, c) 

lar rapport au module c. Cette équation revient à celle-ci: 

f dy{l —y^)~^'(l — o'^y^f'^' = £ f dx{l—x^)'^l — e‘^x^) ^ 

in la différentiant par rapport à c et remai-quant que les trois c[uantités y^ 
', 6 contiennent cette quantité, on aura 


f 

^ dc-j 


y^dy I dy 1 de 

(1 — J (2/, c') “T de ‘ I/(ÿ,c') de 




Liais on a 


r æ dæ 1 x(l — I 1 r ( 1 — X rfa; 

J (1 — J (xy e) — 1 J(x^ g) 1 — c^J c) ^ 

_____ _ yH J r ~y 

~ j^;?) 


f 


(l-e'^y^)J(y,cO-e'^-l J(y,c') 

Cn substituant on aui'a 


de' 
■ de 


- aio(y,cO' 


.'/a-ro 




-'(y; O 

ce 


+ 


dy 


do J(yj,e'^ 
GS[x,e) — c) • 


.r(l 


t de là en mettant pour io{y,c') sa valeur ccùlæ, c), 
214) nioQ/, c y — c) — [— c) ~\~Pi 

h l’on a fait pour abréger 
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-4 = « ! 1 — I _ 

} g' de' (i — c'^) \ c'dc' ’ 

(215) / 

ÆzlO* . 1 , 75 <1^1!!!) _ y(i— y") 

e de' dû J (y ^ 6*') ' J Çxy g) J g') 

Or on pourra parvenir plus directement à Texpressioii de ct5o(?/, c'), sa- 
voir en décomposant la fonction rationnelle en fractions partielles, 
feoit X a nn facteur du dénominateur de on aura 

■’/’=ô;é5i+iê7;+s. 


(21(1) 


OÙ A et 7i sont (les constantes. En faisant _ 7 y = ~-) on trouve d’après les 
règles connues 


A = - 


1 


Or si l’on met dans l’équation 

ilij 


B 


(f' a 


dæ 


' %c') ' A(x,c) 


au lieu de _?/, il viendra 


cfn 

(218) (1 — x^) (1 — «^'r^) {(p'xf = [{(pxy — 1] [{(pxy — c'^] 

z=e\(pxy — e\l^c'^) {(pxy^s^c'\ 
En y faisant x = a on a (px = 0, donc 

(1 _ a^) (1 — G^a^) {(p'ay = s^g'\ 

De meme si l’on différentie l’équation (218) par rapport à æ et qu’on fasse 
ensuite x. = a^ ou aura 

2(1— o7) (1 — (p'a . — [2(1 + c^)a — 4c^a^] {(p' ay = 0 ; 

on a donc 

r 1 (l -a^)(l-o^« ^) _ 4 


(219) 


I 


cp^ a — (1 + ^ 


{(p'ay ” 

En vertu de ces valeims de A et de il est facile d^avoir 1 expression de 

/ du . .19 dy dx 

7 / En effet, en multipliant 1 expression de y^ par ^ J{xjc) ’ 



viendra 


f-tÈL — Jn, f ) , 2«^_- (1 +J'l) « ( 

J ^0/;'’') j i (.« — a)^ f" .r — « j 


)r si l’on différentie la fonction 


, r Sdæ 

+ ‘J 2(^,7) 


J (x y g) 


X — a 


+ 22 92 

c a — ex 


(hv. 




n trouvera 

dr - - I , 2^-11+^) « 

j {æ — ay 1 x — a^ 

onc la première des intégrales du second membre de l’équation (220) est la 
lême cliose que 

^ ^ ^) + 0. 


•onc l’expression de 


/: 


fj/'ÈL 


deviendra 


y^dy 


1 ) J(x,(^ 


r sdx 


In désignant donc par Uj, «3, . . . tontes les racines de l’équation 
~ zzz O5 on aura 

Î2 1) çG cOo(y, G ) =: fie"(x)Q (Xj G^ \^G^{ct \ ~[— a\ • • • -|— e'^lc ^ cD (;r^ c) 




I 

i h est une quantité constante, savoir la valeur de y pour 

Cette formule répond î\ une fonction rationnelle y du degré p, savoir 

y = h b" ~ b — «2) b — "«« ) ■ • • (■' •-• — « ^) . 

{æ — fflj) (æ — «2) {x — as)... (x — ’ 

ais il y a deux cas qu’il faut considérer séparément: il pourra ar- 
ver que l’une des quantités et sera infinie. Soit d’abm-d 
lors on aura k = 0 . Dans ce cas la fonction y sera une fonction impaire 
i X, dont le numérateur sera d’un degré moindre que celui du dénomina- 
ar. Si p. est pair, on aura en mettant 2p pour p, 

,, — , ■<! - (nx) (1 - • • • (1 

■> II- ôixd ) (1 - ’ 
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et la formule (221) deviendra 


(222) , 0 = 2, + . 

+ jrJrr. + î::^|jP+ ■ • ■ +r2^|p|- 

Si U est un nombre impair, on aura en mettant 2p-[-l pour /y, 


1 


(223) 


y 


(1 — (1 — ... (1 — e^rt af .a‘^ . . . a 


K'J:y : \"y‘ . 
ei/ 


.r{al — .r-') («| — . . . {af, — .r-’) 

et la formule (221) deviendra 

(224) €o'^û)„(v/, r.') = (2 ,(( -)- l)r;-tü„(a:, c) — 2r.“(a? -f- «1 -j- . . . af^n){x, c) 

-|- Sir.--'/ (æ, r) j — .--L... - i . 

Supposons maintenant = 0. Ou aura alors k = ^j. La fonction y sera 
impaire, mais le dénominateur sera d’un degré plus petit cpie celui du nu- 
mérateur. Pour avoir les formules qui répondent à ce cas, il suffit de mettre 

1 

c.z 


dans les deux équations (222, 224), ^ ^ au lieu de x. t.lela donne 


tu 


{x,r) = 



dz 


-f-(S(z,c), 


2 

a a)n 


= -h • 

Donc en substituant dans la formule (224) et mettant z=.x, 

(225) f r!'^tû„(y, e.') = {2u -f 1) a) — 2ir(al _[_ a; a.f,)û){a\ e) 

-f 2 X ^ (a-, c) j ] ^ 

L’expression de y sera, en vertu de la formule (223), 

« .f(af — Æ^)(cï| — .r**) . . . (a^ — Æ^) 

y — TTCff- ’ 

Pour donner un exemple soit 

= Ykfc ’ y = + = 1 + c ; 
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lors on a fi.=z'2,^ et la formule (222) donnei'a, pour p. = 1, 




c(l +c)_ 
:-~2 — «>„ 




2 ' 1 Ép ex- 


Transfcn'mation des femetiom de la troisième espece. 


Soit maintenant 


1 - y--) 


n{y,e\a'). 


, dy T dx 

iii mettant pour sa valeur s-j - — on aura 


77 ( 2 /, c% a') z= £ 


k 


:4) ^(.,0) 


Pour réduire le second membre aux fonctions elliptiques il faut déconi- 
oser la fraction rationnelle — en fractions partielles. Soit donc d’abord 

= 1 ^ - , 

a — y ' — æ ^ — æ ‘ — x ‘ a — 

à il est clair que h' est une constante. Pour déterminer -dj , . ou 

Lira (F abord 

. (a — x) 

A — ~ pour x=:a. 

a — y ^ ^ 


eJ{y,G') = ^J{x,c), 

Tnc en faisant a3 = c7. et remarquant que la valeur de y deviendra alors o/, 


par conséquent 


sJ{a',G') = ^-J{a,G), 


J [a, g) 


£j(a'y g') 
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(227) 


1 

a' — y' 


; ¥ H- ■ I ^‘2^ -I . . . 

eJ{a'yC) I — x ' — x 


c) ( 

af, — x j 


Jliii désignant de même les racines de l’équation a'-\-i/ = 0 par b«, . . . 
h ^ , on aura 


. J I I 

^ eJ[a',c')'\ b^ — x' h^~ 


1 c) I 

(' 


Eu ajoutant ces valeurs de et -, j~- on aura celle de — Mais 


a ^ — //•" 
dy 


il suffit de considérer la formule (227). En la multipliant par et in- 

tégxant, il viendra 

(228) J 

Cela posé, ayant — : 


et iü et 


a + X 

■■ 2‘z:“.:2 ’ 


011 en tire 


/< 


dx 

(a — ■•?■) _/(.(■, (!) a 

De même on aura 


a ^ J — .'ir).J(Xj( 


f ia' - yij{y,d) “ V +/ - ' 

Donc la formule (228) donnera en substituant 


(229) 


Zs, U) (a:, c)-\- JE Tl {x, a, g)-\- JE J (a, 6 


X dx 




Les intégrales (pii entrent encore dans cette formule seront, comme on le 
voit, exprimables par dos logarithmes. 

On aura par conséquent 


(230) 


.J [a' 


c\ a') = h ®(*, ») + ^ rT(;x, 6, a) + , 


11 est à remarquer que cette formule ne contient pas de fonctions de la 
seconde espèce. 

La fonction de la troisième espèce ri(y^c',a') est donc ainsi réduite à la 
fonction de la première espèce w(x,c) et à ,« fonctions de la troisième espèce. 
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Or je dis qu’on pourra toujours exprimer les ft fonctions du second membre 
par une seule, ü’est ce qui est facile à prouver à l’aide des formules établies 
dans les chapitres précédens. D’abord si l’on détermine une quantité a de 
sorte que l’équation 


{^fxf — {çpxf [Jix, c)]^ == (æ^ — «î) {x^ — — aj) — a^) 


soit satisfaite, fx et cpx étant des fonctions entières de æ, dont l’une est 
paire et l’autre impaire, on aura sur le champ, en vertu de la formule (104), 


y. DÇ») 
a 


n (æ, c, a) — hjio (æ, c) -|- ~- 


/7 (æ, c, a) — log 


) Dp/.', c) 1 


Donc en substituant: 


(231) ^nij,c',a') 


— j— ^2) ' 




+ »' 


, 1 loo- ) 

I /a' ./.■,«)( 


Quant aux coefficiens des puissances de x dans les doux fonctions fx et <px^ 
ils sont déterminés par les ft, équations suivantes: 


fa,-{-(pa,.J{a„c) = 0, 
fa.j (p «g . («g , c) = 0 , 


■f <0 — 

auxquelles il faut ajouter celle-ci: 

fa -\-(pa. D(«, c) — 0, 

pour détenniner le signe du radical ../(a, o). 

On peut encore réduire les fonctions du second membre de l’écpiation 
(230) d’une autre manière: on pourra les exprimer par rime quelcoiuiue 
d’entre elles, comme nous allons le voir. 

Soit a l’une quelconque des quantités cq, «g, ... cq,. Alors comme 
elles seront les racines de l’équation 

a'=y=tfj(:x), 

elles auront, eu vertu de ce qui a été démontré dans le troisième para<^‘ra~ 
plie du chapitre précédent, toutes la forme 

a J (e^ c) e J (et, c) 

1 — c^e-^a^ ’ 



PEÉCIS D’UNE THÉORIE DES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 


617 


où e est une constante indépendante de a. Soit donc 


(232) 




<É y C) — [~ 65^ C) 


on aura en vertu de la formule (112) 

0, a.) = ri(x, c, a) 


+ fi. dix, c) + n(x,c,e,.) + log S. 


La forniule (230) cleviendi’a donc en substituant 
(233) — (^^1 H~ /^i H~ /^2 • • • ~h ®(® J 

+ 4^ n(x, c, a) + X 4^) n{x, o, e.) 
log Si -|- log ^2 4" • • • “l" log S fx-\ ■ 

Je dis maintenant que JT /7(æ, c, <3„) se réduit à zéro. En effet, si 

l’expression de est racine de l’équation a' — y~0, elle le sera encore en 

mettant — e„, pour e„ . Si donc //. est un nombre impair, les termes qui 

composent l’expression JS /7(a:, c, e„) sont deux-à-deux ég’ales et de 

signes contraires. Si /<- est un nombre pair, l’expression dont il s’agit se réduira 

à un seul terme ri{x^ où e est zéro ou l'infini. Si e est nul, 

ce terme le sera de mêiiie. Si <3 = ^, la valeur correspondante de est 

+ — , donc en vertu de la formule (115) 


78 



XXIX. 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES. 


Journal fur die reine und augewandte Mathematik, lierausgegebeu von (Jrdlc, Bd. 2, Berlin 1827. 


Théor'è'ine. Si la somme de la séide infinie 

• • • 

est égale à zéro pour toutes les râleurs de x entre deux limites réelles a et 
/5, on aura nécessairement 

«0 = 0, (Zj = 0, ag = 0, . . . a,„ = 0 . . . , 

de sorte que la somme de la série s’évanouira pour une valeur ([UoUxuique 
de X. 


Problème. En supposant la série 

X Cüq — I — Q/^X “I — O/^X^ — j — ■ • '■ 

convergente pour toute valeur positive moindre que la quantité ])o.sitive a, 
on propose de trouver la limite vers laquelle converge la valeur de la fonc- 
tion /x, en faisant converger x vers la limite a. 

Théorème. Si l’équation différentielle séparée 

a dx (ly 

a (i X y x'^ ô x'^ Ë a -p (i y -p 7 'T -p èy-' ey''^ ^ 

où Cf, /5, d, «, a sont des quantités réelles., est algébriquement intégrable, 
il faut nécessairement que la quantité a soit un nombre raiionnel. 
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Problème. Trouver une intégrale algébrique des deux équations séparées: 

dy 

V3 -|- 3 30 "^ yà — 3;^^ -|- 

dy 

ÿi -(- y 1 — ^ 


Journal fiir die reine und angewandte Matlieniatik, herausgegeben von Crtlle, Bd. 3, Berlin 1828. 


Problème. Le nombre ^ — 1 peut il êti-e divisible par p. étant 
un nombre premier, et a un entier moindre que a et plus grand que l’unité? 



EREATA. 


Page 50. 


Dans la première et Tavant-dernière formule les signes des seconds mem- 
bres doivent être changés. 


lisez 


Page 154^ dernière ligne, ait lieu de 

Page 163, 

Page 185, 

Page 192, ligne 13, en descendant, au lieu de e 
Page 237, 


1 

a — X 


dernière ligne, au lieu de lisez 

ligne 3, en descendant, au lieu de 3[/(ll) -|- 11 . ^], lisez 3[/(ll) -j- 11 . |]. 




lisez e 


n II ^ 


m m 


ligne 12, en descendant, au lieu de ô'zz — a sin y — -l- sin 2y -f- -J sin ~ . • 
lisez ô' — — («sin cp — sin 2 g) -f- -J sin 3 g) — • • • ) 

Page 239, ligne 6 et 7, en remontant, au lieu de lorsque h est égal a zéro ou compris 

entre 0 et -|-cxd, et lorsque k est compris entre 0 et — 1, lisez: lorsque h 
est compris entre 0 et +oo, et lorsque k est égal li zéro ou compris entre 
0 et — 1. 

Page 265, ligne 13, en remontant, au lieu de F a, lisez Fa. 

Page 277, ligne 3, en descendant, au lieu de cpxz 


e c 


lisez (f æ =: 


CO ( 7 ) 

9^1 


CO (D 


Page 313, 
Page 343, 

Page 357, 

Page 419, 
Page 458, 
Page 582, 


lignes 3 et 4, en remontant, au lieu de en , lisez en . 

ligne 10, en descendant, le numérateur du dernier facteur doit être 

1 

[mco — (/Li — û>i]^ 

ligne 8, en descendant, au lieu de ^ cc^ ^ 

ligne 3 et 4, en descendant. Effacez les exposans 2. 
ligne 9, en remontant, au lieu de c', lisez partout . 
ligne 12, en remontant, au lieu de y(l — e^ z'^) . . . (1 c^e^^z^)^ 


lisez ( — l)<“+^y(l- 





Page 582^ ligne 7^ en remontant, au lieu de 

lise. — : : 0 


. ^/__i 

r ly+i 

Page 582, ligne 3, en remontant, au lieu de \ - ^ — - , lisez 


7 ia y- 

1 


e^ el. . ,e;. 


e ei ... et. 


Page 586, ligne 5, en remontant, au Ueu de 


Page 586, ligne 3, en remontant, au lieu, de 


-}/ ±c 


, lisez 


V+c 


2 zfe„ 


lisez 


2z/é?, 




y(+c)^l±C(?^) y+c(l±ce^) 


Page 589, ligne 3, en descendant, au lieu de. — ^ — ~ , — — - 


1 + y 1 — e : 


lisez 




c±y'c 


c + y-c^ — 1 


.i+yi— « 

Page 613, ligne 9, en descendant, au lieu de «^ = 0, lises — 
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1. 


LES FONCTIONS TRANSCENDANTES , N ^ 

rt“ cC 

EXPRIMÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Si l’on ditférciitio pliisienr.s fois de suite lu fonction -X' -~ » on auru 


a 

Xd-’ 

a 

(la 

(la 

a 


iUv^ 

“ da^ 

(//>X ^ 

a 


da^ 

da'^ 

d'*X ^ 

a 


da‘^ 

’ det™ "" 


V 




-- 2 . 3 . 


,?i + l ' 


où le signe -|- a lieu, lorsque n est pair, et le signe — j lorsque n 
impair. 

On en conclut récipnxpiement 
1 

1 


d: 


dd 2 ^ 


(la 


+ 


1 


2 .da^ 


d-^ 2 -- 

■ 2.3:iA> + 


esl 


'l'oiivo IL 


1 





+ 


Lp-^L{a) 


1 :2 . 3 ““ “ 2 . 3 . . . (7. — l)da^^-^ 


)r on a ^^ = Lia) 
•apport à a, 


^ dx. Ou eu tire, eu dinéreutÎMiit 

iU — 1 


..._ r ,7^. 


(la 

iP:s 

ila"^ 


,,,a — 1 


, dx^ 

æ — 1 ^ 


Ud J„ ..-1 


ikd 


d^-i V 
(la 

En substituant ces valeurs, ou aura 

^ ““ ~ io 




• ^ ^,^.a— 1^ ,^ . 

1 ™ i^LJL/^ 


X’ 1 - t 




1. f 

■2-3j„ --'Y" 


1 r^l'“-l(/;f)3'‘- 

Jo ~ “ 


2.3.4...(2n-l)^„ 

V 1 _ r 1 

- „-2«+i — -1 2.8 4.,.2njg X— d ^ 

Eu géiiéi-al, quel que soit «, ou aura 

/ - 

a“ I(a)t/o ■'« — 1 
Désignons — t p,^^- Jj(a^a)j nous aui’ous 


dx. 


dx. 


LKS FONCTIONS ÏRANSCKNDANTES i Jf-J, etc. 

/.(«,«) 


( 1 ) 


1 

^^--ï " 


g.fH i 

En développant - en série infinie, il viendra 




l 


1 \«--l 


or 


■ ~ P'^' conséquent 

L{a, a) = ^ + ("-gp H- H h C'i 


OÙ (J e«t uiic constante indépendante de a. Pour la trouver, faisons da 
(1) a=l^ ce qui donne Z/(l,a) = 0 et =;r'^=r: 1 ; par conséquent 


(J Z 


.-iJ't'-r:,. 


On tire de là 




oïl a peut être positif, négatif où zéro. On a 




1 


1 — (a- 


l 


1 


2.3 


1- - -|- et( 


Snlistitviant cette valcui-, on aura 
L{a,^ a) =■ 


ru 

/ \ y (JLc. E 

^ 0 1 — X 


«+2 


dx 


Considérons rexpression 


En développant ^ ? ■ on aura 


/ 


1 


or 


J; dx~\ 5 




LES PONCTIONS TRANSCENDANTES > -S'> ’ • • etc. 


J L£_1_ dx = F {h -f 1) i 1 + 


— I — I 

2*+i r jjt+i r 44+1 


onc enfin 


cj'j — . (a 1) • +_A).. f 1 _j 1 I } I 1 ]_ 

o;j__ - J- ^2“+'- ^3“+i ‘ 4“+i ^ 


- r(a) 
2 .r(a) 

' 2.3. i 


^ 2“+^ 3 «+^ ”1” 4^+2 ~i~ 

^ ^ ^cf +3 I 3^ + ^ + 4 rTTa + 


T on a /"(a -|- 1) = a /’(«), J’(a-|-2) = a(a-j- lj./’(a) et en général 7’(«-|— A") 
= «(a -|- 1 ) (c -|- 2 ) . . . (a-]-/c — l)7'(a). Substituant ces valeurs, on obtient 

L (a, a ( 1 + -f H ) 

_ a (a 4- 1 ) 1 1 -j- + P 4-4 4 - j 4" ■ ■ ■ ) 


(1-1)^ 
■ 1 : 2:3 


!(« + !)(£ 


1 2a + !> H~3« + a ~\ 4a + a |— • • • 


Si Ton pose a infini, on aura 


i(oc, a) — 1 + ^ + 3â + 4« + • • • ’ 


lonc en clésig-nant L(oc^a) par L'[a) 
L{a^ a) = 


Si dans la formule ( 1 ) on met au lieu de a, on aura 


T nn i 

L — ) a = — -r 

la ^ («) 


Fia) J 0 




i'aisant æ''=^,.x devient =^", dx=^ay"~^, l- 




ar suite 


- 7/?, 

y 5 a 

a 


f 

Fia) J 0 


£«-i 

1 ' ^ 







On tire de là 
L 


- 5 a 


% 

LES FONCTIONS TKANkSCENDANÏES A' ) Js’ Jr ' • ’ «te. 


T(»)V. “y + ■/■(<.) J. ---yVAr-*'»' 


Si niainteuant m — 1 < a, ce qn’on peut supposer, la fraction -4“ q 


A 


est résoluble en fractions pai'tiellos de la forme ^ On aura donc 


1 — Cÿ 


L 


) a 


\4X-r: 


•[ r(«)' 


/ 


Si l’on développe - en série, on voit que 


1 \«— 1 


1 \- 


y 


1 \“ 




1 V'-i 


or 


1 1 . ^ - 1 y’‘ dy = ^ donc 


y 




dy — ./'(«) 1 -j- -|- -j_ . . . , 

\ -J '/ “a: 


donc en désignant 1 4 - 

cl UlY-^ . 

Y-, y ■dy=.r{a).L\a,r)- 

on obtiendra donc enfin : 

. l{''\ a] = aA [A . U {a, c) + A' . L\a, c')'4- A" . L\a, c" ) + etc.] . 


La fonction L [ Yi , a peut donc, lorsque m et a sont des nombres en- 


tiers, être exprimée sous forme finie à l’aide des fonctions /'(a) et L'{a^c). 
Soit par exemple m=l, a = 2, on aura 


.1 fl 1 \"-i 


T^^ 2 " r ^—y h ^ 7 _ 2 “ 

(|, — j (.y— 

On a par conséquent A = — 1 et c= — 1 , donc 

X(4-, a) = -2'‘. L'{a, - 1.) == - 2 " ( ] - ^ + 1 


dy. 



’ LKS FONCTIONS TRANSCENDANTES A’ J- ) ^ • eU'. 

Lorsque a est un nombre entier, on sait que la sonnne de cette série 
)eut s’exprimer par le nombre n ou par le logaritlime de 2. Soit a—1, 
,n a ] _ 1- -f- X __ 1 _| =: log- 2, donc 1) = L{\) == — 2 log- 2. 

En posant g = 2, on a 1 — ‘ — q.> ’ tlonc 

y/- 2 

On peut en général exprimer i>(4-,27z) par — Jl/yr"'', où M est un 
lombre rationueL 


SUE L-INÏEGRALE DEEINI1< 




clæ. 


Dans les lîlxercices de calcul intégral de M. Legendre on trouve l’ex* 
pression suivante 


( 1 ) 

donc 




0 


log f — u;)'' '^djc, — lug- Va -|- lug /'c — log /’(« c). 

t' 0 

En diflércutiant par rapport à a et à c, et remarquant que 


(la 


d = La-C 


011 aura 






Lci J J {et — ^ 


IjC — fj (ci — j— c). 


Ces deux équations combinées avec Féquation ( 1 ), donnent 

Ta . Te 


J:c=[/.«- /.(a+(0]4l+;) 



Süli L’INTEGRALE DEFINIE etc. 


j — xy~H[l — x)dx — [Lc — 4 “ ^)] * 


ja dernière équation peut aiis^i se déduire de ravant-dernière en écdian 
;eant a et c entre eux, et mettant 1 — x à la place de 'x, 

1 
a 

a F {ci ) , 


Lonsque c=l, on a, à cause de L{l~\~a) 

( ir Ix .clx= V 

Jo 


, et r(a-]-l) 


’ésultat connu, et 


loue 


i x'' ^ Z(1 — x) dx — — 
J (J 


X(i4-«) 


/.(l -{-«) = — ’7(1 — X 

Eli développant (1 — en série, on trouvera 

dx 




J l ( t J dx — (o — 1) ^ j J,- j dx 

(i-i) - 2) r ^«+1 A 1 j , 1 ^, _ 

J 0 \ I 


)r 




j'x'‘-\i — xy-^iy~yix 


^^(« + 1)3 1 “ 






2.3 


(a-(- 3) 




uaLs j x'' '^(l — xy j dx = \^lJa-y-o) — La\ 


Ta . T( 


2) + 

_ 1 iV 1 I («-l)(«-2) 1 2)(.-y) 1. 

a '2 l(«+l7-r --2 ■(«+ 2 )=î 2:3^ («- 1 - 3)^’ ~1 

Soit par exemple c —1 — a, on a 

/. (a -|~ c) — La = — La J F{ci -j- c) =3 : 1 ^ 

Ta . Fc = Fa . F(l — a) = - : 


OUC 


SUK L’INTÉGRALE DÉEINIE etc. 


■La 


sin ayc et- 


tï I ciÇct — j 1 Cl(j^ — j— (jx I 

'(a4-l)^"l~2(aH-2)^^~“2.3.(a+3)2 + 


Soit a = •l'î on a — La =: 2 log 2, sin^ = 1, donc 


2îilog2 = 2^- 


3.5 


3.5.7 


32 I 2,5"* ' 2^3.7- 


2*. 3. 4.9a 


Soit a = l — æ, c = 2æ — 1, on aura en remarquant que ^(l — æ) 
= n cotTrcc, 


7t . cot nx 
1 


r(i-^«-’)-r(2.r-i) 


Fx 


(^2-xY 


■<-■ — 2 , (2 a- — 2)(2æ — 3) (2 a — 2) (2 a — 3) (2 a — 4) 


2(3 — .i;) 2 2.3.(4 — Ap 

En écliangeant a et c entre eux dairs l’équation (2), on obtient 
Ta. Te 


+ 


[L{a 


■ Le] 


-\\ ^ I 


T(a-{~c) 

Eli divisant réquatiou (2) par celle-ci nienibre à membre, on aura 

c — 1 (c — 1) (c — 2) 


Ij (cl -j- 6 ') — X» (a) a • { a -|- 1 )2 

Hj (ci -|- 6‘) — L (c) 1 


2(« + 


a — 1 I (a — 1 ) (a — 2) 

(Xf~ïj2 ' 2~(7 + 2)2 ■ 

De cette équation on tirera, en y faisant c=l, 

j£/(l — j— et] — a 

donc en écrivant — a pour a, 


a (a — Ij 1 

1 Cl (a — l)(a — 2) 

2 2 ' 

^ 2.3® 


L{1 — a) : 


«(a -(- 1) a(rt -|- 1) (ci -|- 2) 


'^'r 2^ ' 2.3^ ' 

et en mettant a — 1 au lieu de a, 

lja = (a—l) — ^~~ -L (« — 1 )(« — 2) (a — 3) 

on tire de là 


2^ 


2.3s* 


Z/(l — a) — La — 71 . cot jt» 


2a - 


«(a + 1 ) — («—!)(«— 2) I a(«+l)(aH-2) + («— 1)(«— 2) (a-3) 


-r 2^ ' 2.3^ 

Si dans l’équation (2) on pose a=l, on aura 
\T,(c -\-V\ iOCi'il -Jî J'(l-l-c) — 1 (^‘ I 

Zv(l)J — g ^ 2^ ' 2.3® 


Tome II. 


2 



0 ^ 


SÜK L’INTÉGliALE DEFINIE etc. 


omine auparavant. En faisant c = O, il vient 

O — U ~ 2 > 4 >^ 




Nous avons vu que 

r*-‘(l (i )<&= [I(» + c) - La\ . 


Va . Tô 


[In ditférentiant cette équation logantlnniqueineiit, il viendra 

cl V dij (a -{-<■') dL(a) 


)r on a 


dLa 


+r(«+<=)-i(4 


(la 


\ JS’ -4- — L'(a) , on aura 

a- ’ ( 1 “ ^ 




dx 


fa . Fc 


= [(L'(a + c)-L'a) + (L(,<‘ + c)-La)‘]ÿ^^^-^y 

Si l’on désigne “ a P^-r L"a^ obtiendra pâl- 

ies différentiations répétées 

y — xy-^ ( l cZa— [2(/y'(«4-c) -!."«) + 

3 (L'ia + .) - lya) (L{a + c) - La) + {L{a + c) - La)'^] • 

j y| dx = (it(i. 

En ditférentiant l’équation (2) par rapport à a, on aura 


1 c-1 1 

~Y 


a 


1 («+i) 


:i + 


(«— 1)(«-2) 1 


(«-1)(«-2)(6— 3) 1 


1.2 («+2)» 


1 . 2.3 


(«q_3)^ + - 


j (1 — a) ‘ -y 1 dx 


2.3 


1 c— 1 


ï (a+ ï)'t 




( 6 --l)(c— 2 ) 1 («~l)(«- 2 )(c- 3 ) 


1.2 (a+2)'^ 


1 . 2.3 




.i ~t“* 


t en général 


SUR lyiNTÉGRALE DEFINIE etc. 


Il 


/ x"" ^{1 — ^ j 1 

J 0 

— / a I 

Or la fonction 


1 \“' 


dx 


1 e—1 1 («_l)(c— 2) 1 

«“ 1 + " ''1.2" '(«+2)' 




: + 


1.2.3 («H-3)“ 

j dx CkSI exprimable par les fonctions 


r, i, L\ L'\ . . . U“ donc la somme de la série infinie 

1 c— 1 1 I (c-l)(c— 2) 1 

" («+2)“ 


rt“ 1 («+!)“ ' 1.2 

est exprimable par ces mêmes fonctions. 

Il y a encore d’autres intégrales qui peuvent s’exprimer par les mêmes 
fonctions. En effet, soit 

( ^"^) 

on obtiendra par des différentiations successives par rapport à c, 

dx = (p'c^ 


[^(l-cr)]^| 

i.-) 


l'v) 


et en général 


dx = (p'" Cj 
[? (1 — dx =z c. 


Or on a 9 (a,fi) = (— 1)" 
on obtiendra l’expression générale suivante, 


donc en sxibstituant cette valeur 


ni Jlïli:!! 


Ta . Te 


et cette fonction est, comme nous venons dé le voir’, exprimable par les fonC’ 


tions 1\ L, L', *L", . . . 


€ 


2* 
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suit L’INTÉGRALE DEFINIE etc. 


On sait que 


(A) 


l- 


1 \“-’- 


dx = fa . 


En différentiant par rapport à a on aura 




d Fa 


Fa 


il l Fcc -r i 

QY — — z=z La — G, donc 


da 




clFa Fa dlFa 

da da ^ * da 


dx— T a, {La — (7) ; 


en diffërentiant encore, on aura 


dx=ra[{La-q^-IJa)]. 

Une expression générale pour la fonction 

I 

dx 


/.nrn 


peut se trouver aisément Comme il suit. En ditférentiant l’équation 


fois de suite, on aura: 


tZ Z l’a T /--J . 

or — ; — = La — O, donc 


1 1“-' I „ 1 V‘ 


a~ \ dx= 


Ta 


da'“ 


da 


J \ La — rj] da 


donc 


l fa = J [La — C) da et fa = e 

J (La — O) da 




d'^e'^ 


da'‘^ 


fonction qui est exprimable par les fonctions 7', L, L\ L" . . . L’T^ 
Si l’on met à la place de x^ on a = uL=zi[ — y)^ 


dx = é' dy] donc 


[ i.—yY YK—y)T<^''dy-- 

J —oo 


ou en changeant ^ en — y 

0 . 




~ 4 


n Y 


SUR L’INTÉGRALE DEFINIE etc*. 


Faisant y = z\ on a d}j = ^ d{]j)“ = hj=^h^ 


et par suite 


f 

^ 0 


(fey‘e- 


M 7„ /F-'« — C9*< 

'cZzr=a”+i- ^ 


(la'" 


1 


Si l’on met a an lieu de — ? on aura en posant 


r 


" « 7 1 ^rr/1 

,dx — — T 

a \ a 


en posant n=l^ 

p{^ 

Si par exemple a = 2, on aura 


a- 1 a 


L i - (7 

a 


r 


e-=‘'-dx = ^ 7’(i) 


: i fn et J" i ( ^ ) e-- dx = y, -7 (C + 2 log 2 ), 

en remarquant qxre L{\) — — 2\og2. Il faut se rappeler q\ie la coirst! 
G est égale à 0,57721560 . . . 

Si dans l’équation (A) on pose x — ÿ\ ou trouvera 

/I Va . 

y .y”~ ^y — 'na'’ loi’sqiiû est positif, 

Ca 


j Y j % — ’ lorsque n est négatif. 

En diiférentiant cette équation par rapport à r/, on aura, lorsque n est poi 


r^t-i 
J 0 


1 ni 1 


ll\ 


Va 


(ia — 0— log»)- 


Soit = ou trouver} 


./: 


x“~^ Ix . dx =■ -- {La — C — log ??,), 


ré.sultat qu’on peut aussi déduire .xisément de l’équation 


1 „/l 


l ( dx= .r / 


a-* a 


L 


■C 



III. 


SOMMATION DE LA SÉRIE ÿ = (p(0)-\-<p (1) « + cp (2) + r/ (3) æ» h T («) 

n ÉTANT UN NOMBRE ENTIER POSITIF FINI OU INFINI, ET f/>(w.) UNE 
FONCTION ALGÉBRIQUE RATIONELLE DE n. 


La fonction (p[n) étant algébrique et rationnelle, elle est résoluble en ter- 

B 

y est donc résoluble en plusieurs séries de 


mes de la forme An^ et 
la fonne 


(a ^ 11 ) P 


p = A.O'^ Ax-\- A.?>“ ■ ■ • -\-An'‘x'^ et 

^ afi ' (a-)-l)/^ (a^2)^ ^ (a-|-3)C’ 

La sommation de la série proposée est donc réduite à la sommation de ces 
deux séries. 

Considérons d’abord la quantité jp. A . 0 " étant une quantité constante 
et A facteur de chaque terme de la série, nous poserons 


p — A.0“ 
___ 


= f{a,x). 


On a donc 

/(ci:,æ) — æ-|-2“a;^-|-3“æ®-|-4"x*-[- • • • 
iivisant par æ, on a 

. . . -j-w“ ; 


SOMMATION DE LA SERIE y = (p (0) (p (1) x ^ p ('/ù) etc. 


en multipliant par dx et intégrant, il vient 

en comparant cette série à la précédente, on voit que 

dx z=f{a — 1 , æ) ; 

dilférentiant et multipliant par æ, on tire de là 
OU en écrivant /a au lieu de /(a,®). 


dx 


fa-. 


æ .df{a — 1) 
clæ 


Connaissant la valeur àt f{a — 1), on peut en déduire celle de y*(a). 
Mettant a — 1 au lieu de a, on aura 

en substituant cette valeur dans l’équation précédente, il vient 

— : 

mettant de plus a — 2, a — 3 etc. au lieu de a, on obtient 


.X . df (a — 3) 


dx 


f{a — 2)=- 




f{a — 4): 


JL: — 5) 

dx 


/(2)^ 


dx 


./(i) 


X . df(0) 
dx 


Substituant ces valeurs ou trouve 

x.d{ix.d(^x ..d(x.df(0)...))) 

- 

On a ainsi la fonction fa déterminée par la fonction f(0). Or on a 

f{Q))=zX-\-X^-\-X^-\-X^-\- • ■ ■ -\-x'‘ = .^^ — 
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SOMMATION DE LA SÉRIE y = f cO) + (1; æ -| (p (n) x'\ etc. 


. d ( ûi .d{æ...d 


X (1 £C ’^i) 


/(a)^x-f + = ^ ^ 

Il connaît ainsi la fonction /(ce), et par suite on connaît de même la fonc- 
onjp. Si la suite va à rinfiiii, on a f{0) = -Y~^^ et par conséquent 


.dix . d [x ...d 


• • • — ^ 

n faisant successivement a = 0jlj 2, 8 etc., on aux'a 


;/-2æ'/-3æ» + 4æ^ + 


1—x X 


(i-^y 


a;-|_2^a;‘^-f 3V + 4^x‘'H =='- 


X . d ( X . d - 


X (1 + .•(;) 

Ti-#' 


Considérons ensuite l’autre série, savoir 

+ 7«X9v + '/TXlîvr H h 


" a“ (a+l)“ ^ («4-2)“ I («4-3) 
Il multipliant par x'^ et différentiant, on avmi 

d{Fa.æ") , x“ , 

clæ "T” (a+l)“~^ ' (a-|~^)“~’ 


(a 4- »'•)“ 


à— r H h 


+ — 1 

(it -j- 7iy^~~^ 


cl {Fa . x^^) _ _1 / 1 _| __Æ , 

dx 1 ' (a-\- 


>n voit par là que 


-1 I (a4-l)“-i I («4-2)“-^ 

diFa.x»') „ ,-n/ -.N 


{tl -|- 11) I ’ 


a multipliant par dx et intégrant, on obtient 

Fa = 1) . 

•n peut donc déterminer a par F (ce — 1), 

En mettant maintenant ce — 1, ce — 2, etc. au lieu de ce, on aura 

F {a — 1) , 


SOMMATION DE LA SÉIUE y = Ÿ (0; + (1) “"i h '/ (’V e‘<=- 
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F {a — 2) = 


j dx . F (a — 3) 


F {2) : 


fdx.'x'‘-^ F (1) 
x“ 

fdx . Æ"-! F{0) 


F{1) = 

On peut donc déterminer F (a) par F{0), car on aura par substitution; 

= /v ■ ■ ■ m, 


or 


1 — 

(0^ zm 1 — j— X •— j-- x'" * * * ~|“ X ^ '■ — • ^ ~ 5 donc 


Fa : 


1 Cdx Çdx l'dx rdx.(x'‘-'^ — x«+ 

,f« J X J "x ' ■ ■ J j i-x 


«) 


Si la série va à rintini, on a F{0) = , et par suite 


Fa 


1 l'dx l'dx 

J ~xj liF 





Les cpxantités constantes dues xxux intégrations successives doivent etie des 
valeurs particulières des fonctions F(0),F(1), F(2) . . . F(a). ^ 

Ayant ainsi déterniiné les fonctions fa et Fa, on en tirera aisément la 

somme de la série proposée 

(f (0) -j- (p (1) X -j- ^ (2) x^-\-(p{p)x^-\- h (p («) æ“. 

Le procédé dont on a f;iit usage pour trouver la somme de cette série 

à l’aide de la série + 

nation de la somme de la série 

2 =/(0) y (0) +/{1) 9 (1) +/(2) 9 (2) ■ +/(») V W 


à l’aide de la série 

/(O) +/(1) * +/(2) H h/(«) 

où fn désigne une fonction quelconque, et (pn une fonction rationnelle, 
effet la série 2 est résoluble en plusieurs séries de la forme 


A(/(l)æ + 2“/(2);«^ + 3“/(3)a:®-l- • • 


A' 



/(!)-"• 

(a+l)“ 


/(2).y_ 

'(a+2)“ 


-j- %“/"(%) æ’*), et 

I \ _ 


En 


ïome II. 
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SOMMATION DE LA SÉRIE y = y. (0 1 y. ( Ij æ -j [-(f (n) x '' 


Cite. 


Si l’oii pose /(O) -]-/ (1) -j-/(2) -j- • • • -j- /(•«) x'‘ = s, on trouvera 

cisément de la même manière que ci-dessus: 

■( 1 ) æ + 2 “/( 2 ) -f 3 "f{B) -] [- n^f^n) x’‘ = 

/(!)_ ,._L /(2) .,.^1 .. I 

U “T (a + i)^ ^ (a-l-M)“ 




Soit par exemple 




273" 


2.3.4 


aura 


a -1-1 


+ - 


« + 2 ' 2.3 a+3 


7 + 


1 

fl («-l)j 

(« — 1) (« — 2) (rt — 1 ) (a — 2) (a — 3; 

/6‘ 1 

1 cT 



I Z' 

= — / dx . e 
et'" J 



IV. 


SUR UEQUATION DIFFÉRENTIELLE dy + {j, q,j ^Tf)(lx = 0, OÙ p,q El 
SONT DES FONCTIONS DE m SEUL. 


On peut toujours réduire l’équation dy [p qij -\- ry^) dx — 0 ^ à x 
autre de la forme 

dy -\-{P-\-Qy-) dx — 0. 

Première méthode. Soit ^ = z on aura 

dz -j- dr' -]- (p -|- qj-' -|- r'^r) dx-\-z{{i-\~ 2rr') dx -|- rz^ dx = 0. 

Pour que le terme multiplié par z disparaisse, il faut poser q-\-'2,rr' — 


d’où l’on tire r' 


( 1 ) 

donc 


Cette valeur étant substituée pour r', donne 
dz ( P — i ^rzA dx = 0 ; 


dz-^{P-{-QzJ)dx = i), 


où P=p 


dq 1 




4r dx 2 t 
Soit y = zr^ et par conséquent dy 


Seconde méthode, 
on aura 

T'dz-\~pdx-\-z [dr' r' g[dx) z^ T dx =. 0. 

Pour que 2 ; s’évanouisse, on fera c?r' -j-r'gcZo: ==: 0, d’où Ton tire 

, — J qdx 

nV /J J 


r'dz -j- zc 


3 * 


îO 


SÜli L’EQUATION DIFFEEENTIELLE dy {p qy-\-o^j^) clxr^=i) etc. 


Ün substituant cette valeur pour r' on aura 
2) ^ 2 : -|- (p -|- z^) dx = 0. 

Si donc on peut résoudre les équations (1) ou (2), on peut aussi résoudre la 
proposée, et réciproquement. 

L’équation (2) est résoluble dans le cas où ron a 


ar on a alors 


onc 


l'qdx — F qdx 

P 6'^ z=iare ; 


dz 


a + 


dx: 


t de là 


l'C tang ~ = ^ ipdxe'^^^ 

va Va J 

z= — tang- J 2 ) dx ^ ; 


laintenant pe' 


g-f s*** . 

donc 




y=- 

- "j/a. e 


1 

.Va- 

f frix 
je P 

"" = ar ê 

— J qdx 

î 

donc 




2 F qdx 
G 

CIT J qàx 

~ P ' “ 

Fÿ 

T ar 

log , 

® P 

qdx Z 

-"S- ir 

dp 

V 

II 


L’équation dy -|- {p -[- qy -[~ dx=z0^ deviendra donc 




dr df \ 

rdiü pdæ ) 


y+Kf 


dx = 0. 


t son intégrale sera 


y = —'\/~ tang [f^rp dx J , 

1 bien, en mettant pour la tangente son expression exponentielle, 

1 ^'^fdxy^r 


y- 


y 


Z- 

r 


1 + 6 


2 Jdx y — pr 


Soit par exemple p — — r = — , on aura 


suit L’ÉQÜATIOIS DIPFÉRE3SIT1ELLE dy + (y + rpj + ) dx = O etc. 


/ 1 «2 \ 

' X :r. / ’ 


y- 


1 — e 


dx 


1+. 


1 — ai;® 

~ l + ai;® 

J a: 


En supposant 2 > = »” et /• = *”, ou aura et 


/;> 


J , h .- fpr=fx 


m-\-n 


(Ix: 


r<U. ~ pdn^ 

, 2 


donc 


‘ 7yi-{-v.-\-2 

dy 4- I æ“ -f |(« _ m) -f + ?y^ ) Jæ = 0 , 




ir- 


X " tang I c ■ 


?/? “h 2 




Soit n — — m — 2 , on aura 

% + (»“ — {m -[- 1 ) -4 j dx : 


: 0 , 


y = — tang- (le -f- log x) = — 3 ';’"+* tang (log h' a:), 


d’oïl l’on tire 


1 


Si dans l’équation ( 2 ) on inet r la place de z, on aura 

dz -|- (r -|-p 0-^“'^“’ z^) liæ — 0 , 
et puisque y — ; on- a 

-h {'P + TJ + ?■?/') = 0. 

Lorsque = 0 , on a dy -j- {q]J = 0 , 

dz = — r . Jæ, z = — cZa:, 


y- 


Telle est donc l’intégrale de l’équation 

% ~h (îZT/ “h ’’ 7 / ^)dx = 0 . 

Si dans l’équation proposée on fait = r, ou obtient 
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SUR L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE dy + (v + <iy + àx --= 0 ‘etc. 


donc 


or 


cdy {c-^ 2ay -\-'y^)pdx = 0, 


dy 


-j- 2ay -\-y^ 
dy 


dy 


y^ -\-2ay-\- G 2~\/a^ — c — g y — g 

log (.!/ + « — y< 


donc 


■ I pdx = - 


g 

2V1^- 


la — G 


log (y-^a-^-^a} 


ou bien 


et de là 


- fpdx— log ( ~ 

J \y a cd — g 


2'j/«- — c 


y Ci — Va^ — G ±y a'^—c ffdx 

y a-^ya^^ — G 


y 


= _a + ')/a^ — < 


:e 




1 — e 


1. ]/a- — c J]pdx 


Dans ce cas, T équation (2) devient 

~ J2^dx 


ce 


__ Jpdx 

-f- 6 y 


mais on a 


donc on aui'a 




y * (/dx j^2^dx 


zy e 


l’2)dx 


Z = e 


— a + — r: 


l—e Va- -r.fv, U I 


Si Ton fait p=.\^ ce qui ne diminue pas la généralité, on a 
x-\~h^ et par là 

^ Z^jdx=:0- 


CG 


i(x-irh^ 


Z~6 


a-h \Oj — c 


O J ”-j — j/^î 


1 — e~ 


- (a; -j- y I 


Lorsqu’on connaît une valeur de y qui satisfait à réquation 

“h {’P “f" y.y “f* '^if) = ^5 



SÜIi L'ÉQÜATION DIFFÉRENTIELLE dy + ( p -\- rpj rtf- ) ‘hj = ^ ote. 
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(jTi pourra aisément trouver l’intégrale complète. Soit y' cette valeur pai’ti- 
culière. On fera y=y' -{- z, et on aura 

dz + dy' + (l? + qij' + (2 + dx = 0. 

Or par l’iiypotlièse on a dy' qy' -\-'>‘y'")dx-=^ 0 'i donc 

dz -j- [{q + dx = 0 ^ 

d’oîi l’on tire en intégrant 


f(q+2rÿ')dx j' — J\,2+'Jr7/) dx ^ ’ 

je q*ckü 


mais y — " 2 — |— y , donc 


Soit par exemple 




/ ___ ^ 

y— y 

'-^y “f" ~\~^y" I = 0. 


Faisant ,, on tonivera 


et de là 


h — 1 ~j— cil) --j— cb — 0 , 




iV " 1 


d„uc;,- = ji-“7“ prfculière, et 


comme oi. a 4=-'^ /■ = ». l’intégrale eo.nplète de l’équation proposée est 

/‘dx 

— ! i + V( ™ 

^ ) 2« — |/ 1 26- ) O \ .V 


et en effectuant les intégrations, 


y— ( 26- — 


ï— 1 ri 


I i i V( } 


7 :+ g + 

1/(1 — a/^ — U 


où k et G sont les constantes arbitraires dues aux intégrations. 

Quoiqu’on puisse, comme on vient de le voir, résoudre plusieurs cas en 
employant des substitutions convenables, il semble pourtant plus commode pour 
l’intégration des équations différentielles de cliercber le facteur par lequel l’é- 
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SUR R’RQUATION DIFPJÎRENTIELLE di/ ^ ip-\-rpj -\-ry^ ) dx = 0 etc. 


quation doit être multipliée pour devenir intégrable. Soit z ce facteur, de 
sorte que l’équation 

zdy -[- 2 (jJ -j- ) dx — 0 

soit une différentielle complète. Ou doit avoir, comme on sait, 

çfe _ d[g(p + 'Z.'yO] ^ 

d X dy 

et en effectuant la diff'érentiation, 

£=(i'+®*)-|+%2- 

Soit 2 — e'', on aura 

dr , , év . 

*=(i>+®-)^ + 2æ,. 


Quoique cette équation en général ne soit pas moins difficile à résoudre que 
la proposée, elle peut néanmoins servir à découvrir plusieurs cas particuliers 
dans lesquels celle-ci est résoluble. 

Supposons par exemple que r = «log(a-|-/ 5?/)5 où a est une quantité 
constante, et et et /? des fonctions de x seul. En substituant cette valeur 
de r ou obtiendra 


aa' y 
a-f/ïy 




— 2qy = 0, 


où ct' = -^ et ft' ■■ 


dy 

dx 


En multipliant par ct-|-/3y on aura 


aa' — af^qj -|- (a/3’ — 2aÿ) y — -j- S/î^) = 0, 

d’où 

aa' — a(3p = 0, a/3' — 2aq = 0, afSq -|- 2 jSq = 0. 

La dernière équation donne a==: — 2, et en substituant cette valeur dans les 
deux autres équations, on obtiendra 


a' — /3jp = 0, /S' -\-aq:=0. 

Si de ces deux équations on tirait a et /3 en p et q^ on parviendrait à une 


équation différentielle du second ordre; .mais on ti’ouve p = atq: 


d' 


si donc ces deux conditions ont lieix, on a r = 
Il suit de là que l’équation différentielle 


' log {a j^y ) , et par suite 


■dy-\- 


a' y 


y^\ dx = 0 



SUR L’ÉQUATION DIPPÉKENTIELLE dy + (j) + a>J + ry-) dx = U, etc. 


peut être intégrée, et que le facteur qui la rend intégrable est 


L’intégrale sera 


c’est-à-dire 


fx — 


: 0 . 


/* (« + fy) 

Pour trouver Jx, il faut clifférentier, ce qui donnera 


/ + (« + - j + '(« , 


mais dy : 


a(i 


dx^ donc 


fx 


■V JL ±ÆAlMy 


a/S 


d’où en réduisant, 

fx: 

L’intégrale de l’équation 
sera donc 

d’où l’on tire 

U 

Supposons f z= a = , on aura 


y^(a + yyy afa + fyy—^^ 
_ 1^' 


T et 




% + I -J — ~-~y'^dx = 0 

J(ÏT») +JaW‘^ = ^'’ 

■ + ‘ 




y 


on aura 

dyf 

/ 

\ P dæ~ 


dp 

pdi\i 


c- 


j dx 

J 

Voy. Meniorie délia società Italiana t. III, p. 236. 



SUE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE {y^s)dy + {pJ^qy + Ty^)dx = 0. 


Cette équation peut toujours être réduite à la foriîie 

zdz — |— {P — Çzj dx 0. 

A cet effet je pose = donc dy=zda-{- l3dz-{-zdft-^ donc en sub- 

stituant: 

{a-\-s-\-(3z) (da -)- zd(3 -\-/3dz) -j- {p-\-qa-\- q/3z -|- ra ^ -\-2r a/3z-\-r[3'^ z'^) dz = 0 ^ 
ou bien 


Z — J — 


« -)- s 


dz^i-P- 


(s -|- a) da -j- {p -j- î'cc -j- î'a dæ 




(« + A') dy-py [da +(q + 2m) d.^■] 




rdx -f- j z^ = 0. 


Pour que cette équation soit de la forme zdz -j- (P-j- Çz) dz = 0, on doit 
avoir les deux équations suivantes: 


donc 


et rdz-l- 


: 0 , 


■S, (3 = e 


- J rdx 


P={p~ qs-{-rs'^)e'-^''‘^ ^ Q== q~2rs 


(Is 

cix 


frdx 


Si donc dans l’équation {y-\-s)dy-\-{p-\..qyJ^r 7 f)dx = Q, au lieu de 
y on met a-\- I3z = — s-|-ze , on obtient 


SUR L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE (y + s) dy + {p -f- ® + ry^) dx = 0. 


zdz -j- ( j> — qs -J- rs®) e + 1 2 — 

Donc, si cette équation est résoluble, celle-là l’est de même. Cela a 

P — qs rs^ z=. 0 ^ 


ds \ frdx 

ô /S 


dx — 0- 


on bien si 


Dans le premier cas on a 


ds 


q^-.2rs — ^ = 0. 


-h U — 2r.s — ^ dx = 0, 


dx 


d’ob 


2 =j 1 2ns -fA _ 2 j dx ■ 


et dans le second cas 


d’où 


Z6?2 {p — qs-\- r.s^) e t?æ 0 , 

Z = 1/2 l'{qs — P — rs^) (Ix . 
L’équation différentielle 

{y + «) % + (î--? — — 0 

a donc pour intégrale 


y- 


et celle-ci: 




S 7 

e dx : 


(?y -f .s) dij + yi -f ( 2r.s -f j y + ry 
a pour intégrale 


dx= 0 


9 , Sds 2 frdx ^ 

rs ^ — 


On peut anssi donner une antre forme à réqnation 

zdz -f- dx =. 0. 

En mettant y-]- a an lien de 2 on a 

(?/ -|- a) {dy -j-- da) [P^- <9 ^ ! 

c’est-à-dire 

{y d) dy -j- ada -[- Pdx -|- Qadx y [Qdx -j- da) = 0. 
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SUR L’ÉQUATIOK DIFFÉRENTIELLE {y + s) dy + (p + fpj + ’7/^) = 0. 


n posant maintenant 


1 aura 


’ (^doû — |— d(x — 0^ 011 a — J^^doo^ 

[y — f dy “ 1 ~ Pdx — 0 , 


dB 

— J 


t en faisant — J" Qdx = R et par conséquent Q — 

{,j + B)d^ + Pdx = 0, d’oîi dy+y^<2x=0. 

i Toii fait Pdx = dv^ on a 

dv-\-{y -\-fd) dy = 0. 

Je vais maintenant cliercher le facteur qui rend l’ équation 

ydy-\-{p^qy)dx=0 

ne différentielle complète. Soit 2 ce facteur, on aura 

d(gy) _ d [g (y -|- qy )'\ 
dœ dy ’ 

U bien 


dy 


Oit z — e'"^ on aura 


)onc 


dz dr dz dr 
— =Z-Y~ et ~j- = z-j-~ 

dæ dx dy dy 




Stxpposons r = a-\-(Sy^ on aura 


» I -£ + J' il I - ( 3 ’ + - î = " ’ 


’est-à-dire 

)n en tire 


dy 

dx 



/ da 
\ dœ 

r=o, 

da 

dx 


2/5 = 0, 25/5 + 2 = 0, 

t par conséquent 

— c, a=z — cj'qdx^ — cp-\-q — 0. 
iQ facteur cherché sera donc 

gr_g--'= (»+/«+ 


SUR L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE (y + s) ây + (p + qy + ry^-) âx = 0. 


Soit maintenant on aura 


donc en développant 


^;r--22rM-.vb:r — /5^Z— 2^/ — 2— jü/5 = 0. 


On en conclut 


2 < 27 == 0 , 




j/ = c, ^=2cl'qdx^ q-\-2cp l'qdx = ù, 

2c l'dx{(il‘qdx-\-pi) = 2c.fqdxfqdx — ' 


L’équation deviendra donc 


et la facteur sera e’', oti 


2c JqdiV 


: 2c / adx / qdx 


— 1 — qydx — Oj 


-|- 2caj I qdx -|- cy"^. 


Faisant et écrivant — c au lieu de 2c, on a 

^ ■ J qdx. .v+c 


+ ^ ) ^ 5 


et le facteur deviendra 


Lorsque a = (), on a 


1 — (ai+ 7 / + rO- 

6 

X -j- a 


dx = 0, 


j| _ (xJi-y)‘ 

et le facteur sera - e " . L’intégrale sera donc 


1 r •7 1/' A 

- - / ye dy -|- / ir = 0 , 


ou bien 



0 


SUR L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE [y + s) iy + (p + qy + ry‘^) dx = 0. 


(ÿ 

y e ^ Jy Fx = 0. 

Supposons en général 

r-=a-\-a^y-\-a^y^-\-a^y^-\- ■ • • 
m aura en différentiant successivement par rapport à x et à y: 



~ — «1 “h 2a2Î/-[- 303,7“ -|- • • • ^ 

lin substituant ces valeurs dans réquation 

it réduisant, on obtiendra 

+ (%' - (’"' - 1) ^“-1 - ) y''~" 

— (« — 2 ) — (« — 1) 2 ^0, ] 7 "“' H 

h ( ^ — 22«2 — 323 «3 ] 7' + I — ijai — 22103 J 7 — y -~ f > o^ = 0. 

i)n a donc les équations 

3jCty^ ^ (^'CC ^ (IjCt / -1 \ r\ 

~dÏG~ 0, 1) ^ etc., 

7|f — 2702— 3 p 03 = 0, ^ — <2 «1 — 22? 02 = 0, 7-|-j>ai = (). 

/"oilà w-|-2 équations, mais comme le nombre des quantités inconnues n’est 
[ue n-\-\^ il restera après l’élimination de celles-ci, entre p et y une équa- 
ion de condition, qui par. conséquent doit avoir lieu pour (pie le facteur 
»uisse avoir la forme supposée. En intégrant on aura 

o„ = s, nj a„qdx, «„_3 = (??, — l)f a,,_,_pidx -\- n f a„pdx^ 

cCn-s—(n — 2 )fa„.._p 2 dx-\-{n— l)f a„^ypdx, . . . 

a-n-r. = {n — m -f- 1) f o„__„,+i ydx -|- (re — m -\- 2) J dx, . . . 

cx-i = 2 J'a^qdx ^ l'aÿpdx, a = l‘a,^qdx-\-’ 2 , j'a.^qydx, 7 = 0, 

Il bien 

U ^îi — 1 J* qdx, Ojj — 2 — 71 {fl G^qdx j^q dx — j — l ‘pdx, 


SUK L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE (y + sj dy + (y + qy + ry^) dx = (l. 


a 


_3 = n{n — 1) (n ^ — 2) c Jqdx jqdx jqdx -|- n {n — 2) c Jqdx jq)dx 

-\-n{n — 1) c jp dx Jqdx e 

Soit par exemple « = 3 , on aura 

aÿ = c^ a^-=2>cjqdx^ ai = &cjqdxj qdx-\-^G jpdx^ 

a = 6c jqdxjqdx j qdx 3c Jqdx Jpdx -j- 6c Jpdx Jqdx. 

L’équation de condition deviendra donc 

q-^QGp) Jqdx j qdx 3cp Jptdx = 0. 


I 

q . _ 1 _ dr _ dx dï‘ _ 

+ dx~ (a + fyY ’ dy + 


on aura do 


/ da I dfi \ 

■ d [-^ + * ^ j I ( P _+ qy) 


(a + fy)^ 


(«+/:?# 


q = 0, 


d’où, en réduisant 




da 


dx 


(3(2 2 a/5 <2 --j- a^q — ftj) — 0 ; 


donc 


cZ/i , ,, da 


dx 


:+y’'/ = '’' -;£-A + 2»A=0. «*2-/%' = 0; 


donc 


- fqd^y ’ 


_i/ yr ‘^“—1 1 / . 

' qfqd,x dx ’ P 


d P 


et par suite 


i/ 


qfqdx d P 


Si Ton fait q: 


P dx qjqdx Jqdi 
d(^ 




== 0 . 


(i'^dx 


on aura 


.fL _|_ S 2o 


d/l _ 


dx ' ^dx 

d’où l’on tire successivement 


/? dx 


0, 


a = C/3^ + i- 


C 


n thx ) 


3 + Y 5 


SUli L'JilQUATION DIFFERENTIELLE {y -j- s) dy -[- Q; -{- qy -}- dx = 0. 


(O/3’ + S-)"î-A»=0, p = -(aiti)Î5: 


als B = - , donc 
jqd.c 


ï> 


c 





Il rendra donc l’équation 

2 /% + 


6 ' 

2 



TJ 


dx = 0 


itégrable en la multipliant par le facteur où 

C ... y 


a-\-[iy 

'aisant ^ = 1 on aura 


LJ, J 

{fqdæf ^ /îd/i' 


ydij-{- 


c 


(iü + a)^ 


il (^■h<^)+2/ 


dx = 0. 


t le facteur deviendra e d+ay- _ a = 0 et G=ia., on a 


^ + V + + = 


_L+Jtj- L 

t le facteur sera e"®' 


Supposons maintenant r = a log' (« -|- ftrj ) , on aura 

d(i I d^ 

(Ir _ + dr _ a(i 


xr conséquent 


dæ a-\- fy ’ dij a-\- (Sy ’ 

i2==0, 


da . d^ 

■{V^TJ) 




<^ + [J y 


en réduisant 




da 

diü 


',/3q — I3 q'^~a ^(3 — aq = 0 ] 


me 


)nc 


0, a~^~apq — ftq = 0^ apft aq = 0-, 


clx 


(3 = c, « — Jqdx, acp-\-^^Gt^^Jqdx—0, p = — qjqdx. 


kiUU L’ÉQUATION i^lFFEUENTIELLE (y -|- &-j dy -}- (y -|- qy -j- ry'^) dx = 0. 


L’éqiiatiuii deviendra donc 



et le facteur «era 


Soit 5" = 1 , ou aura 

y — I “h — y I L facteur sera | ~h H~ !/ 1 ? 

mais l’équation étant lioiuogèue, la résolution ne présente aucune difficult 
Soit ensuite î‘ = alog(^-|-«)T'®nog-(^-|-a'); donc 


dî* ^ iîx 1 ^ dx di 


da , da' 

I dx LU/ Lb I ib 

d.v ÿ-\- a r y q_ or' ’ % y ql « i y + or' 

d« , d(d \ 

^ ~\U [ 


( d« , da' j 

) dx I ^ fL'C 1 / I V / ft I a' \ 

i/ y+a [// + «+// + «') “2 = 0; 


donc en réduisant 

y" ( î' “ + ^) 2 ) 

+ y ( i "^dæ “ “ 2 + «'« + « + a’) j 

— ]j [aa -|- a' a) — (laa — 0. 

Ou aura donc les trois équations suivantes 

® ’dx ' 'dx — (os + od -|- 1) 2 = 0 , 


dx "t" dx — “t" ^y)'P *1 + ^y) 

JJ [aa' -|- a' a) -\-<jaa' = 0. 

La première équation donne 

aa -|- a' a' = [a -|- a' -|- 1) y 2 j 

donc 


=(i + “ O, 

Eu substituant cette valeur dans la seconde et la troisième équation on 
tiendra 


ol 
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SUR L’ÉQUATION DIB'’FÉRFNTIELLE (ÿ + s) dij -]- il> -j- qy + ry-) dx =(i 


—2 (« + 

011 bien 


X T ^ 

a 


- -j- a {cl' -\-a-\-l) Cl' 


■{ct-\-a')p 


— I j qdx — {a + 1) C6 + "h 1) ^ J — 

^Sipy\U^-a[^ + a\ 


-j-a. (a'H-a+l)2'+2((“4-l)^ + ^)) — + 


(«+1)^ 

a' 


l(7clx = 0, 


P Cl — I J- ( 1 ”j~“ C(^ I Cjf^ clx ^^7" Cl r-c I LJ^Cl 1 




Soit a-^ a' = 0^ ou cl' = — cl^ on aura 

^ J qdx^ a<l — <ij<ldx = i), 


et en intégrant 


(fa , q rt + 1 _ ^ 

L_ ^ _ — ^ — 0^ 

clûù ' Jqdæ a ^ 

P qdx Ç (j[ dx 

a 4-1 ^ J qdx r qdx y 


a = — — e 
a 


î r ^ J qdx y 

/ e 


or ff ‘f = 
jjqdx 

c’est-à-dire 

ou bien 


logdcidx)] donc 


(«+ 'i-)J\ fqdx)qdx _ 


(a -f 1) [ C-j- I { Jq dx)-\ a -[- 1 p 
a Jqdæ' "" 2(6 


' — i 1 +T' / H“ 1\ 


a'==z7 1- 


niaintenant on a 


qaa* 

— ^ f 

aa' + a' a 

4 Jqdx 


2h y 1 


7 a =:=(). 


Æ ; a- 



SUR U’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE .(y + s) dy -j- gÿ + ry”-) dæ = O. 


Il suit de là que l’équation 


y<k + 


j_ 

4 j‘<] (Lv 


Jqdx- 


2k 


fqd.r , 


-(- qij [ dx = 0 


devient intégrable quand on la multiplie par le facteur 

y + h J qda, + j “ 


En faisant r/ = 1 , reqnatîou deviendra 



et le facteur sera 


'y_±± 

tii) 

+fl 

V + 1 1 

(1 — 

H-f 
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)ETEKM1NATI0N D’UNE FONCTION AU MOYEN D’UNE ÉQUATION QUI 
NE CONTIENT Q,U’UNE SEULE VARIABLE. 


1 . 


La fonction fx étant donnée, tvonver la fonction (.px par- réepiation ■ 

cpx-\-l=:(p (fx). 

U)it X = i/zy et fx = \p (?/ -j- 1) , on aura 

n bien 
i’est-à-dire 


jipxpij-l-, 


loiic en intégrant 


ù xy désigne une fonction périodique quelconque de ?/, de sorte (pui 

■ xiii^'^)=xy- 

)r xjjy — x^ d’où Loti tire y = ''ipx, et par conséquent 

1) (px = 'yjx-\-x (V®)- 

1 s’agit maintenant de trouver la fonction 'ipx. Cela se fait connue il suit. 
)n a x = yjy et fx = ip(y-\- 1)] donc 

2 ) . ([/{y 4 - 1 ) =fyy. 
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Voilà une équation aux diffévences finies, d’où l’on tire xjjy^ et cette fonction 
étant connue, on a 

x—\py d’où y — 'ijjx. 

Par ce qui précède on voit que le problème est toujours résoluble, et qu’il 
a même une infinité de solutions. 


Supposons par exemple fx = x'\ l’équation (2) deviendra 

V'0/+l) = (W/)’‘- 

En mettant ici successivement vy-[-l, .V-j-2, etc. à la place de ?/, ou aura 

V-/ (?/ + “) = ['/’ 0/ + 1)]" ~ 5 

V' (?/ + 3) ^ [</' (,?/ + 2)]’* = 


et en a'énéral 


V’O/ + *)==(</'!/)’ 


En faisant ,V = 0 et i//(0)==:a, on a = et par suite pjy 


or 


loû' «r 


yty — X ; donc a =z x , (Voh n , et 


loff a 


log* log* æ — log log a 


donc 


IjJX : 


log log X — log log a 


logM 


L’ équation (1) deviendra donc 

log log X — log log a 


cpx= \-x 

' log 71. ' 

ce qui donne la fonction cliercliée. 


log log X — log log a 


loo; ■?/ 


Si Ton met x'' au lieu de a-, on aura 




log log — log log a , / log log x"^^ — log log a 

■ ' ^ ^ ‘ “ ^ * “h^ 


log 7^ 


log 7t. 


log 71 -f- log log X log- log a ^ ~t" 


log 71 


log 7h 


-1 + 


log log X — log log a 


log 7i 


- + ;c U "h ■ 


log log X — log log a 


log 71 


1 — I — cpx. 


La fonction a donc la propriété demandée. Le cas le plus simple est celui 
ou xy = 0 et a = e^ log 6 étant =1; on aura alors 
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2 . 

CoiTsidéroiTs en général réqnation 

F[x,(p{fx),(p{>i>x)]=0, 

F, f et 1 /^ sont des fonctions données, et où l’on clierclie la fonction cp. 
Soit fx — y^ et = l’équation devient 

F(^x,(py„(py,^,)=^0. 

it (plj^=.u^^ on aura cpy — et par conséquent 

F(x^ Mj, 

ï l’équation fx — y^ on déduit x — 'fy^] donc en substituant cette valeur 
,ns l’équation yjx = yt^-^^ on obtient 

3 cette équation on tire et par conséquent aussi x—'fy^^ en fonction de 1. 
3tte valeur étant substituée dans l’équation F(a:, = 0, donne 

) M,, 

e cette équation oii tire u^ = dt = (p[y ^). Faisant y, = 2 , on trouvera 

= 'y^'i donc enfin 

cpz — ei^y;). 

Exemple. Trouver la fonction cp déterminée par l’équation 



{cpxy = (p{2x) -j- 2. 

1! 

II 

et cp{2x)=u,^, = (p{y^^,), 

n en tire 

(“T = “«+1 + 2. 


= — 2. 

apposons 

1 1 

t(> J Cl ~T — J 

' a 

me 

2 1 1 

U . 2 Cl “-T- -ÿ- î 

en général 

ç> f> 1 1 1 
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Ayant x — y^ et 2x — on a y,^^=z‘iy^^ d’où l’on tire 

y, = c.2^-^ = x-, 

donc 

2 ‘-‘ — A,. 


Cette valeur étant substituée dans l’équation 



Cl t — 1 1 i) t 1 

Cp QO Zt ^ et — 1 — Qj 

donne 

X X / 1 \ iC / 


ç)a; =; « “ -j- rt “ = Itt “ 1 -|- la 

011 bien 


On a en efïet 



(/,- ^ h-^y ^ 2 . 



YII. 


ROPRIETES REMARQUABLES DE LA FONCTION ÿ=(p.v DETERMINEE PAR 


'ÉQUATION — = fy ÉTANT UNE 

ONCTION QUELCONQUE DE y QUI NE DEVIENT PAS NULLE OU INFINIE 

LORSQUE y — d, «j, a^, . . . a,„. 


Soit pour abréger {a — ,y)(«i — y) . . . (a,„ — y') = \yy^ on aura 


dx 



Ün diftéreutiaut ou aura un résultat de la forme 


_ P dy _ jP 
dx'^ dx fy ’ 

)ù P est une fonction qui ne devient pas inbnie loi'sque \py = 0. Eu ditfé- 
entiant de nouveau, on aura 


le niènie 


f^^y _ P yy_ 

dx^ ^ dx 



(Py Pa dy Pj d^y p d,y P.) -.i 

(fr* V 4'y fy ' fy 

etc. 


il P, Pj, P,, P 3 etc. sont des fonctions de y qui ne deviennent pas infi- 
ies lorsque ipy = 0 . 


PJROPRIÉTÉS KEMARQUAPLES J)E LA FONCTION etc. 


(Jela posé, considérons l’équation 

• • • 

^ yjy {v Q i-\- Q v'‘ Q 

où Qi^ Q.2-1 Ç-ji Qi sont dos fonctions qui ne deviennent pas iuli 

lorsque xfnj ■=■(). Supposons que y ait une valeur qui rende yjy égal 
zéi‘0, par exemple y = a^ ou aura 

cp[a-];-v) — a-\-v^Q^ ~h Qi ■ 'i 

Ç.j, etc. sont ici des constantes, et a est la valeur de x qui répom 
y=i:za^ et qui est déterminée par l’expression 

J Vf!/ 

La fonction (p(a~\~v) est donc une fonction paire de v. On a par co: 
qnent 

y («-|-p)^ (/)(«-- y), 

d’où l’on déduit, en mettant a — v au lieu de y, 

(p (2 a — y) — (f v. 

Cela posé, on a de même 

(p (2a I — v) — (pv, 

en désignant par l’expression j donc aussi 

(p(2a — v) — (p(2a^ — y), 

d’où l’on tme, en mettant 2ai — v au lieu de y, 

(.p (2a — 2a, -j- w) = </■'«, 

ce qui nous montre que la fonction (.p est périodique. De là on déduit 
suite sans peine 

(p [± 2n (a — a,) -j- y] = «pw , 
n étant un nombre entier quelconque. 

On a de la même manière 


cp[±2n(a — a.^)~\-v]=(pv, 

donc 

(f [± 271 (a — a,) -j- y] = cp [± 2», (a — a^) -|- v\ 

d’où 

(p [y ± 27i(a — a,) ± 2wi (a — a^) ] = (pv. 

Tome II. 
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PKOPUIÉTÉS REMARQUABLES DE LA FONCTION etc. 


n général on aura 

■v = (p[o-{-2n{a~ a^)-\-2n^{a — a.^-\-2n.,{a — a.i)~\ 1- 'in (a — r/ , 

, Mj, «2 etc. étant des nombres quelconques entiers positifs ou négatifs. 
'U bien 

où «1 -f- ^''2 ~h • • • “f" = 0- 

Si l’on suppose que (ph = 0^ on aura, en faisant v--~k^ 

(p (/i3-|- 2na -[- ~h • ' ' ~h 2vq„a,„) = 0. 

'n peut donc trouver une iiitinité de solutions de l’équation 

(px = i)^ 

ivoir 

x = k-\-2 (««-l-'Miai -(- • • • 
où 

On peut aussi trouver une infinité de valeurs de x qui rendent (px 
ifinie. En effet il suffit pour cela de cùaug-er y eu -- dans l’équation 

■ J V V'ÿ ’ 

de clierclier ensuite par la métiiode précédente les valeurs de x (pii ren- 
mt Z = 0. 


Pour éclaircir ce qui précède je donnerai un exemple. Soit fy — \ 
(/=!— ^' = (1— y)(l-f-y), on aura 


X 


-I 


dj) 

-y . =-■ = arc siii 7/ , 

ii-f . 


me 


y =1 sin X — ipx. 


ins cet exemple on a a=l^ a^ = — 1, «: 


iy 1 ^ 1 ■ 




i;, , on a donc 


1 7C ' 



\ 

1 2- 

\ = (p 

(■2 

+■.) 


= cp 1 

^ '/C 

r2 

H- V j 


cp {n v) = (pv, ,(pv = (p {v ± 2nn), 0 = (p{± u/r). 


YIII. 


SUR UNE PROPRIETE REMARQUABLE D’UNE CLASSE TRÈS ÉTENDUE DE 

PONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Soit y line fonction de déterminée par réquation 

s et t étiuit deux fonctions entières de x. Soit de même 


on aura en différentiant 


y* rydx = ivy^ 


I (U ,, dv \ I , ay 


or t y; =: — sy^ donc 


i (It \ I , 

’' = d<£— ’ +'s 


Cela posé, soit v-. 


on aura 


æ — a ( a * — a)'^ 

OU, en faisant t = cpx et s=fx^ 

cp' X — fæ cpx 

^ X — a (x> — a)^ 



i SÜR UNE PROPRIÉTÉ REMARQUABLE D'UNE CLASSE TRES ÉTENDUE etc. 

r on voit sans peine que 

cp""a- f'"a , 


cp'.- 

v.-~fx 

_^P'' 

a— fa 

/V/ L 

cp"'a- 

-f'a 

,r. ■ 

— a 

X 

— a 

-fcp a f a 

2 

1 

(px 


cpa 

1 cp'a 1 (p" a 



-af 

~~ (x 

— a) 

- ’ X — a * 2 

'■ 2 . 

3 ^ 

DUC 

on 

aura 










cpa 







-ay 

(i 

où 

l’on 

tire, 

en 

mnltipliant par 

ydx 

et 




cp a 

'2 .3.4' 


/« 


+ i?, 


viy = - <paj -faj^ ^ f liydx. 
Celfi posé, soit z , 

-J'Çr-ay’ 


on aura en clifférentîant 


dz 

(La 


DUC en substituant 

J £ 

viy ==: — cpa — ja . z ■ 

Soit z — qjj^ ou aura en substituant 


i/iidx. 


jliydx — viy = cpa .p - J- cpa . q J- + -pq .fa.. 


oit 




i aura en faisant ?y — 


... , dp 

q = ipa, I hy cix — cpa . fa 


>110 


s J Æ — a ^ J (« — ,r) I/W . <pt JJ cpa . f 

l—pp"a-f'af {\f"'ci-\f"a) {x—a) + | ^ ^ 


UlC 

■) 

i Ton a 


(Jx (1(1. 

ijui ’ 


.J'"a\{:.v-af + 


.4/( ''"'2.3- 

]je second membre de l’éqnation (1) peut toujours, comme on le voit, 
•e développé en plusieurs termes de la forme: 
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En taisant 

(px ~ G -[- a i» -|- -j- a^x"' -[- 

A' = ft + -h A®"" + 

il est facile de trouver 


A. 


:(n+l), 


■/?: 


W 2 +Î 2 + 1 ? 


on anva donc la fonnnle générale; 


(^) 


1 r ilw . div, r da 




m + îî + 1 


d'delà f , 

/ X ip x. dx. 

cpa.xpaj ~ 

11 tant remarquer que les intégrales jîar rapport à x doivent être prises de- 
puis une valeur de x qui i-éduit à zéro la fonction ipx.ipx, et celles par 
rapport à a depuis une valeur de cette variable qui réduit ?i zéro la fonc- 
tion -y- ■ 

ijHl 

La fonction yz=xpx éta,nt déterminée par l’équation 


V -P 


dij 

d. 


0 , 


il Cî^t clair qu’on a, 
donc. y est de la forme 


_ . fJ't 

J (px 


dx 


y =1 e 


Ipx 


eX 


(. 1 ; — ()')»» ’ 

-H?,, m-i, etc. étant des nombres positifs moindre que l’unité, p) est une fonc- 
tion rationnelle, qui s’évanouit lorsque tous les facteurs de cpx sont inégaux, 
si en même temps le degré de fx est moindre que celui de cpx. 

Supposons maintenant qii’on prenne les intégrales entre deux limites de 
X qui rendent égale à zéro la foirction (px.\/.ix, on aura 

(3) ^ = yjci ^ [(« -h 1) «»+„+, — fin+u+x] fpyx dx . ■ 

Si l’on donne de même à a iinc valeur telle que d-- devienne égal à zéro, 
on aura 

(4) 


0 =:S’[(«,-[- 1 )g„+„+« — /?,„+„+,] y»;” (/wJæ. 


a’” da 
J fpa . ipa 
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SUE une PROPEIÉTÉ remarquable D’UNE CLASSE TRES ETENDUE etc. 


Il y a Tin cas remarquable qu’il est important de considérer à part, 
avoir celui où 


n a alors 


onc 




-ipx — y- 




cly__ 

dû! 


. 1 

^ (Vcp^uY 


l’équation y (px ^ = 0 devient donc 

fx — 4- (p'x = 0, 


onc 


ftm i ~1~ 1) ' 




/équation (2) devient dans ce cas; 

,, — ■ r dæ ,/ — r da \ pii’^dm Ca^'da 

a) y(pa --p=,— y<px — + 2 ■ / 

’ J {x—a)Y(p«! J (a-i>;)Vcpa J '/'/•'bi A® 

Pour vérifier cette formelle dans un cas particulier, soit (px—1 — 
n aura a=l, c£i = 0, aÿ = — 1, 

dæ 


fl—a^ f f- 

J Qc — a)yi— J(a—,v)Vl—a^ 


= 0, 


;e qui est vrai,' car on a 


f _ _ dx _ 1 

J (æ — a)yi — 2l/i — 


log 


aæ — 1 + yi — a^Vl- 




da 


1 


loff 


aæ — 1 — y î — Y 1 — æ^ 
aæ — 1 -f- yi — yi — .vr 


rii) yï — 2VI — æ ^ ^ aæ — 1 — y 1 — a- y 1 — 

Si roii fait q)x = {l — x^){l — on a a—Y = r/^— — (1 

1 0, donc 

da 




/(l-a") (l-?»/) f -Wi-af) (ï_cV) (- ; - 

J («-a) y (l-Æ^) j (rt-.'i;) y (1 - 

^2 f ^2 f f a^da 

Jette formule contient implicitement les propriétés remarquables des fonc- 
ions elliptiques que M. Legendre a données dans ses Ex. de cale. int. t. 1. 
. 134 et sq. 


■^a?) 


IX. 


EXTENSION DE LA THEORIE PRECEDENTE. 


Soit y uue fonction qui .satisfa8«e à l’équation 


( 1 ) 


0 : 


+ + ,,,.2 H ’ 


<P,i 


s, Si, sq . . . étant des fonctions entières de x. 


J. m — 1 


Soit de inêrne 

/“ 7 I I I I ^ (P" 

J + à;- -I -h H- 

Oïl aura eu ditfcreiitiant : 

dv I d'üA (lu I dvAd'^u 1 d(ts,A\ 

”j = lay + (” + 1 -,ù + (" ‘ + si + ■■■+( »-> + .tJ - ) .ü-d + 


dA 


or 


dA^ U du (IA (/ 

'‘’’™ —~~^y •'’d "‘’d ,h,.i 


"”C/!æ“ ^ "SL; "Lli;-’ ’■■ ’ 

donc ou iuu'a en substituant et égalant ensuite à zéro les divers coeffic 






(Iv 

dx 


. dvi 

V =s,t r-> 

dx 


, dvy^ 


( — 


d(ts 

(Ix 



KXÏKNSION DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 


De là ou tire aLséiiieiit 


(Ix 


r = sA- 


il{sit) I (Z^(s2^) 


* * * — 'jr./w — 1 "• /7ry,Vl 


Gela posé, soit t = , et supposons que 

X Ci 




^ m — 1 I T '> 




s', 6'\, é'a etc. étant des constantes et iî, i^i, 11^ .. . des fonctions entières 
de X- il est clair que est la même fonction de a que l’est de x. En 
différentiant on trouvera 

— ( n^- /V „ J_ 1 ^ .. J_ . 




donc la valeur de — r devient 

^4) -Q^ciŸ + /'(m-f 1) 

sn faisant 


Cela posé soit 


J y (llli , rZ^jBo 


f ydi» 


ju aura eu différentiant par rapport à a, 

(Iz r ydæ 

da J (x — a) ^ ’ 

da^' ~ ^ 0— a'r 
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r 


y dæ 


or en multipliant la valeur de r par ydx et intégrant, on obtiendra 

- iza + '1- j dÉdf + • • • +'’■ ™ +Jiyydx 

en faisant pour abréger 

I % i I ^ (Z ”>-! (/ , 

H Z— z~zo- 

On a doue réqiiation suivante en ;2 


( 5 ) -x’ -J^ydx—s'zy-/, 

Supposons maintenant qu’on connaisse l’intégrale complète de l’équation 
différentielle qui détermine la fonction ?/, et soit 

y = Cl!/! + c,y., + c^y, j- 

cette intégrale. On trouvera alors, comme on le voit sans peine, 

^ —y'i Jlh da-\-y\^ Jp.^ da-\-y'.i da-\ \-y'm J'Pmdu^ 

où y'^, est la même fonction de a que y^, l’est de *, et jq, . . . des fonc- 
tions rationnelles de y\^ y '2, y'^-.-et de leurs dérivées, et des fonctions entiè- 
res de x'~\~J{^ydx de la forme 


, (P'^Z 


Vf.-- 


On a donc 


(6 


'ydiv_^^, jda-f^iix'+Jqydd) l'da.O.yx'+fQyd.'u) 


x—a 


y 


\-y 


■f 


f- • • • +y' 


^ r da.f)^{x' +fQ!ida) 

J ^ 7» 


Quant aux quantités ^23 on peut remarquer cju’elles sont déter- 
minées par les équations suivantes; 

^ — y\G-i_-\- y' ^ 6ÿ -\-y\0^-\ 1- y'„ 6 ^ , 


0: 


dy'i a I dy'i f. 1 dy'i a \_ \ d'/m a 

7 k + 7 Za + 7 k -I r ir- 


( 7 ) 


y ^ ù \ ^ ' ^ 2 /J I a ,y 3 1 I 


da" 


e -4- 0 I 17 0A L 7 

-2 ^ ( 




da” 


'i±e 4 - _j l 

— 1 1 1 dci^ — ^ ^ — î ^ • * 


4 »-lÿ '2 
da” 


da”‘-^ 




0^, 


0^. 
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EXTENSION DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 


Les quantités ^3, 0 ^ . . . sont donc des fonctions de a seul. Pour 
ppliquer ce qui précède, supposons m=l et m= 2 . 


1. Si m = 1, on aura 


donc — ; 


e même en supposant Xa — ^ 

X' = x = s,ty 

onc l’équation (6) deviendra 


siy 

âJ C(j 


est-à-dire 


X — a 


r ydx 


Hy 

f X — a 


V — a 

~+siy'iy J 

r da 

“"'•J 

1 (æ — a)y\s'x 


) IJ (Jj 'JU ^ 


y 1 


a même équation que l’équation (1) du mémoire précédent. 


2. Si = on aura 


.’où l’on tire 




, _ y a ü y i 

da J da y da ^ (fa 


)r des deux équations 


n tirera 


J_ _L i'. — 0 

' s'a da s'-> ^ ' ’ 

'^ 1 -Ùi _L £Jl 1_ ,/ n 

s', (Za ^ ’ 


1 ,' I s'_i I , _ , dy'_^ 

y 3 y 1 ,L,a r y a y 1 ,/^ 


, d//', , d?/2 

y^^iâ~yÆ 


(la ^ ^ da 

'/s 


ar conséquent 


On a de même 


f da /* -;i da 

e^zr:z—y\^e ‘ ■ e.^=^y\e . 


I i du 

X = vy~\-s^tf^- 


L- v = s,t— -V et s..t= ~- 

(IX X — a ' {^x — ay ' dx ^ æ- 


— donc 
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t \ t ày 


J 

i « sy J 


n 

^ (x ' 



T) ^/i^2 , 


,-B, 


cly 

dx 


L’équation (6) deviendra donc dans ce cas 



ou bien en faisant 



" / ds,^ 

1 1 

dÿ 1 

1 _i 

;'/^2 _|_ 


\ dx 

p~r*2 

dæ _ 

X — a ' 

(æ! — ay æ — a ^ 


..f 

pi 

P” 1 

O 

! 

H 


% =-, 

}d — a 


— a. * Çx 

1 


7 * 



) 


EXTENSION DE LA THÉORIE PRECEDENTE. 


j f /z.^a = y’il(~^Wdadx-^y’,Jl (jy da dx 


■ -J—a ^ 

+ y'^ï^j ^ — y'^p 'J 


da 
■a 

da 
— a 

I y' a'- — ?/ ■ -J^- 

da 


i-y'^. I/'. <2'f I 


ay 


[ l’on suppose Si=:0, «2 = 0 pour æ — et æ = æ®, on aura la formule: 

') / £ ^ ■“ fj's'i ^ ) ■ 


ans la formule (8) on peut faire ij ~y ^) -y]/ jf — 




Soit 

Z = 

. . . Ci-», 


1 ddÇà) «3 , /X4) I _ ^ 

— a (x — aY (^‘ — * (-«î — <iy^ ‘ ' \x — aY‘ ] ’ 


I 

— n. I 


, t^2 


étant (les fonctions de clierclions s’il est possildc de faire en 


rte que z satisfa-sse à l’équation 

dz r -, , , dy 


I _Sm 

//.i? W— 11 1 , 


—f(^y^'-^ 1- d^m-, I 

n difîérentiant l’expression de z par rapport à a, on aura 


da 


dai 
da 1 

1 

l“‘+* . . 

S+S) 

i.r(3) 

1 

. . 

^ da j 

\ m 

X — a 

r (a;—af 

(x — 

1» H 

' (x — a)^ 


+ 


\ydx- 


ne en substituant on obtient une équation de la foi’me 


KXVKNiSlVN DE LA THEORIE PRECEDENTE. 


OU 


-7— (J- 


/Î«X + Æ + rM+y(«. + 7£-“)l ns) 


da 
,x — a 




Çûi — ay 


^ccm ~\ry \ (^m—l “h 


dan 


da 


Tm 


y Ci in r(m-)- 1) 


(.^• — a)”- 


Or on a vu que 


O A 

1 J 

L J 

.q r(3) 

Q \ 

' æ — a ' 


r P "T 


0’ — a)”*+^ 

s TO 

{ai — + ^ ’ 


r(^)n-\- 1) ^ 


on a donc les équations suivantes: 


s'+/?«i+r$— 0, 


«'i+/5«2-hr 

1 , das] 

7 + *r) 

•‘5^2 -\~ d^3 H~ y 1 

f 1 (laA 

[“> + 7(„) 

s's -f- /3«i -j- / 

(».+ï) 


dCLr 


“h / = 0. 


Donc 

ou bien 


S'n § dCin + \ 

— — 

y y (la 


ÏV I 

C^n d,i ~j - J 


(la 


en faisant pour abréger — ' et -- = e. De là on tire 


z^- 

y 


îv I 

C^^n + l — d ^ + 1 -|- € a ,, ^2 , 


donc 


• fî'n “P + 1 ~h 


de ' 

O «^««+2 

d^n -|- 1 

1 ^ 0f,i_|_2 

da , 

da 

1 

1 

1 da^ 


Comme on a m~\-l équations et m -|- 2 indéterminées, on peut faire 6 cc 
stant; alors on a 


«« = (5'„ + f (5'« 


+1 


j 2 Q I d ^^n+2 

“fo" I * ' dâ ^ ' 
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EXTENSION DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 


est clair que r/,, est de la forme 

Çv I Cv ^^4,1 ..j.! 

«n ■— (K -[- * ^« + 1 




d^Ôn+s 


”h ^k+3 — 

En faisant n = 0, on anra 

0=<>+«f.--5 


«^^4+3 


O 


da^ 


' da ' da-^ 

13V Q ^dô-i I .. d^ôi d-h% 

+ 6f5'3 -36 


-]- e’^â,,, — 

)ette équation détermine la fonction y. 




En substituant au lieu de (f,, sa valeur — 
quation linéaire en œ. 

Ayant ainsi trouvé toutes les inconnues, on a 


j ^Vl 

“ d(i:»^ 


:=r.s^,co^ on aura, une 


ez ~X 




'où. l’on tirera la valeur de z. 


SUR LA COMPARAISON DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Soit y une fonction algébrique quelconque déterminée par l’équation 

(1) 0 = « -j- «i^-h «ai/" -f- • • • “h 

a, cji, «2 . . . étant des fonctions entières de x. Soit de même 

(2) 0 = <2 + 21 ^ + < 22 / 4 - 23 y' H h2m-i2/”~S 

«2, ÿi, (23 étant des fonctions entières de x et d’un nombre quelconque 
d’autres variables, savoir les coefficiens des diverses puissances de x dans les 
fonctions (2, (2i, ( 22 , etc. Soient a, a,, «g, . . . ces coefficiens. Cela j)osé, 

on peut tirer des deiix équations (1) et (2) la fonction y expiâmée rationnel- 
lement en X et en a, «g etc. Soit r cette fonction, on aura 

(3) y^T. 

En substituant cette valeur de y dans l’une des équations (1) et (2), 
on aura inie équation 

(4) . = 0, 

s étant une fonction entière de œ, n, a,, ... . 

Cette équation donne x en fonction des quantités a, a,, a.^ etc. En 
différentiant j)ar rapj)ort à ces quantités on aura 

la. caractéristique d' étant uniquement relative aux quantités a, a,, Ug etc. 
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SUK LA COMPAltAISON LES TRANSCENDANTES, 


De là on tire 


dx 


cl' s 
ds 
dx 


et eu multipliant par x)j où f désigaie une fonction rationnelle de y et 

(5) 


f{y, x)dx= — d' s, 


dx 


où ou a mis r au lieu de y dans le second membi’e. Ou aura doue, eu 
développaTit la ditt'érentielle cZ's, une équation de cette forme: 

(6) /(^, æ) dx — ipx. da -|- (fpx . da^ -[■' -■[-•••! 

(f x^ (ppx etc. étant des fonctions rationnelles de x, a, etc. 

Cela posé, soient æ,, x^, . . . x„ les racines de l’équation ,s = 0; ou 

aura, en substituant ces valeurs au lieu de x dans l’équation (6), n équa- 
tions semblables qTii, ajoutées ensemble, donneront celle-ci: 

y(yij *i) <^^*1 3 X2)dx^-\-- ■ ■ ■ 

— <fiX2-\- <pXÿ -f- • • • -f- (p^nj 

+ 1 “h ^1*2 “1“ *iPl®3 ~h ■ ■ • ~h 

“b (P‘jX>j -j— (p^x^ — [— • • • — j— (p,/x^ d(i,^ 

+ î 

c’est-à-dire 

fiVii dx^ -\rfiy-ii ^ 2 ) dx^ -j YfOnt *«) dx^ =.Rda-\- da^ -[- B^ da.^-\ , 

où i?, i?! , B 2 . . ■ sont, comme il est aisé de le voir, des fonctions ratiomrel- 
les de a, Uj, . . . . 

Maintenant le premier membre de cette équation est une différentielle 
complète; le second membre est donc aussi iminédiatement intégrable. .En 
désignant donc 

J' doj — j — Bj-^ dcb-^ — I — Bi^ dct^ — j — ’ * * } 

par (), il est clair que p est une fonction algébrique et logarithmique de 
», »!, «2 . . . . 

On aura donc, en intégrant et dé.signant Jf{y^x)dx par tpx^ 

7) yix^-\-yjx^-\-yjx^-\- • • • -^^f)x,^ = C 

Cette équation exprime, comme on le voit, une propriété de la fonction 
//æ, qui en général est transcendante. 


SUK LA COMPARAISON DES TRANSCENDANTES. 
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Les quantités étant des fonctions des variables indé- 

pendantes a, « 1 , «a • • • 5 il- ®st clair qu’en .supposant que le nombre de ces 
variables est /q on peut regarder un nombre /.i des quantités Xi , x^. . . x„ 

comme indéterminées, et les n — /t autres comme des fonctions de celles-ci. 
On peut trouver ces fonctions de la manière, suivante. 

Soient Xi, Xg . . . données, et faisons 

■p = (x — Xi) (x — Xa) (x — Xg) . . . (x — X^,), 
ou aura, en divisant l’équation s = 0 par une équation 

s' = 0, 

dont les racines sont les quantités x^^,, x^^a, . . . x„. 

Dans cette équation les coefficiens contiendront les quantités a, a^, cq 
• • donc exprimer ces quantités au moyen des quantités Xj, x^, Xg 

. . . x^. Cela peut se faire de la manière la plus facile en mettant dans l’é- 
quation (2) au lieu de x successivement x, , x,, Xg.-.x^,. En effet, on ob- 
tiendra alors /t équations linéames en n, cq, «a. qui serviront à les dé- 

terminer. En sub.stituant ensuite ces valeurs dans l’équation s' = 0, on aura 
une équation du degré n — p, dont tous les coefficiens sont des fonctions des 
quantités Xj, x^, par cette équation on peut donc déterminer les 

fonctions x^^. 2 ...x„. 

Il n’est pas difficile de se convaincre que, quel que soit le nombre p-, 
on peut toujours faire en sorte que n — p devienne indépendant de Ait 
moyen de l’équation (7) on peut donc exprimer la somme d’un nombre quel- 
conque de fonctions de la forme xpx par un nombre déterminé de fonctions 
de la même forme, savoir; 

■)//Xi -|- XfJX^ _j_ . . . _j_ xfJX^ = 0-|- (l/'Zi -|- pSa 4“ • “h 

en faisant 

— et n — ,a = y. 

On peut déterminer la constante en donnant à chacune des quantités 
Xi, Xa . . . x^, une valeur particulière. Alors la formule devient 

(8) () ipx\2-\- ■ ■ • 

— (/ — ifjz^ — — • • • — rpZy 

-\- ipz\-\- i/jz'ÿ 

en désignant par z'j la valeur de z,. lorsqu’on donne aux variables Xj, Xg, . . . 
x^ les valeurs x\, x\. . .x'^. 

Tome II. 
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SUR LA COMPARAISON DES TRANSCENDANTES. 


Dans le cas où ,« est plus grand que v on peut trouver une formule 
leaucoup plus simple. En effet supposons qu’on ait entre les quantités 
:i, Xa . . . les relations suivantes: 

9^ Cg 2/25 ^35 ... Cy 

iii aura aussi 

= 

lU bien 

i//æi -j- ŸX.2 yjx^ = ^ -\-'ipx\-j-xpx\^-\- ■ ■ ■ xjjx'^. 

Parmi les quantités cCi, fi — v sont des variables indépendantes, 

es autres sont des fonctions de celles-ci, déterminées par les équations (9). 
3n peut donc faire 

10) \px'y+i = 0^ xpx'y^^ = 0 . . .'ipx'^ = 0^ 

it alors on aura 

11) yjXi-\-xpX 3 -|- • • • -\-iiJX^ — () — (}' -\-xjjx' i-\- xpx\ -[-••• -\- ipx'y. 

Les quantités æ,, x^, x^. .-.x^ sont liées entre elles par les équations (9), 
nais comme ces équations contiennent pb-\-v indéterminées, savoir 

5 ^2 ? ^3 * • • 5 ? ^25 , 

1 est clair qu’on peut regarder les ,« quantités Xy^ x^^ x.^. . .x^ comme varia- 
jles. Les quantités x’,, x\y x\...x'y se déterminent par les équations (10). 
?our cela soit 

— æa, *3. . .a;^), 

)n aura les équations 

^Pl (^1? ^ 2 • • * ^ //t)? ^2 9^3 X 2 • • • ^ Gy Cpy (x 5 X 2 ••• X ^ 

Cy Cp^ X^ • • • ^'2 ^P2 (^ll ••• Gy (Py (x^^ X^ . • . 

3r les équations (10) donnent 

X y^l = , X y^2 •— /^2? • • • ^ /t ■— 


ai substituant donc ces valeurs, on aura les 

V équations 

suivantes : 



X %2 • * 

• ^ 70 /^15 /^2 

• • -Pf.-.), 


1 (p.,{Xy^ «2. . .X^) = (p.^(x\y 

æ'a . . 

.æV, /5i, i% 

■ • -Pf.-.): 

12) < 

cp.,{xy, X.,. . .x^) — (p^{x\, 

/ 

;>6‘ a . . 

■ ft, A 

• * • ftpi—r) 7 


f 

/ (Py{Xy, X^. . .X^) = (Py{x\y 

x \. . 

* ^ 7^7 ftn (^2 


[ui donnent les valeurs des quantités 

æ'i, x' 

2,, 3 • • • y • 

• 
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Ces équations sont très compliquées; il est plus simple d’employer la 
métliode suivante. 

En supposant dans l’équation = et = 

. . .x„ = Gy^ cette équation deviendra 

où les quantités æj , x^. . .x^ sont liées entre elles par les équations suivantes : 

(13) ÛXi = 0, ^æ2=:0, ^333 = 0 , . . . ûx^ = 0, 

(14) ÛG,—0, ÛG, = 0, 66,-0, ... 6c, =Q. 

Cela posé, si l’on fait x, = x\, x, — x',, . . . x, — x\,, et x',^i = p,, 
»' 9.+2 = /? 2 j • • • = on aura 


G= — -\-'ijjx\-\-yjx\-\- • • --^- ipx',, 



XpXi-\-ljJX.j~\- • • ■ 


= 6 

— p'-l-i/'Xi 


OÙ 'x! 

x', . . . x', sont 

déterminés 

par les équations 

(15) 

6x\ = 

0 , 

6x',: 

= 0 , 

1 6x's=0, . 

. . 6x' , = 0 , 

(10) 

6ft,= 

0 , 

6(3,: 

= 0 , 

II 

i 

II 

0 

(17) 

6e, = 

0 , 

6 g , : 


, 6 g , = 0 , . 

. . 6 g, — 0 . 


Désignons maintenant la fonction s par 6,^x, il est clair qu’on aura aussi 
0,x\ = 0, 6,/3, = 0, 6,e, = 0, 

pourvu que a, a^, a, .. . soient déterminés par les équations (16) et (17). 
On aura donc 

6,^x — {x — x'i)(x — x\^{x — a;';,). . . {x — æ',,) 

X («— A) (^ — (æ — /5,,) • • . (.'•-y — 

X (» — q) {x — G,) {x — G,) .. .{x — G„). 

En divisant l’équation ^,33 = 0 par le produit 

(33 — /?i) (x — (33 — /9^_„) (33 — q) (33 — C 2 ) ... (33 — G,), 

on aura une équation du degré v dont les différentes racines sont les quan- 
tités x\, x\ . . . x',. 

Dans ce qui précède il faut remarquer que si plusieurs des quantités 
ft\i A égales, par exemple si 

A=A=- • •=A, 


8* 
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SÜK LA COMPARAISOK DES TRANSCENDANTES. 


n aura, au lieii des équations 

.. . . 

elles-ci : 

= 0, 6\r^, = 0, d'\/3, = 0,... 6^^% = 0. 

La même cliose a lieu, si quelques-unes des quantités æ, , . . .x^ sont 

o-ales entre elles. 

Ayant ainsi déterminé les quantités x\, x'^, x\. . ■ x\, en fonction de 
[, c, . . . Cy, il est clair qxi’on jieut regarder ces quantités comme des va- 
lables et déterminées par les équations (13) et (14). Les quantités a;,, 
eviennent alors indépendantes et æ',, x\. . . x' ^ des fonctions de ces variables. 


AppUeaiwn de la théorie 'précédente. 


Je vais maintenant éclaircir la tbéorie précédente par plusieurs exemples, 
oit 

0 — (t ~j — ecpj. 

►ans ce cas on a m = 1 , et par conséquent l’équation (2) devient 
L8) Q z=q = a-\-a^x-\-aia? -[- æ” = .s, 

'où. l’on tire en dilférentiant 


-9) 


ydx : 


da -(- xdai “|- x^da-i ~j — • -j- da^^^i a 
às ai 

dx 


En désignant donc j'ydx par xjjx^ réquation (7) devient 
\px-^ -f- "4“ ipx^^= (>, 


0) 




cZsj 

dx., 


I J I 

~dx^ 


ds^ 

dx„ 


_.L 

1 dSn I 
dXa j 


da 


+ 

+ 




ds^ 

dx., 


^ I 

dx^ 


I 


^ dSn j 

dXn J 


I' 


1 iA 

I dxj^ 


X 




dXa 


„ îî -1 . 

f Jh 
I ~dSn~ i 

dXn J 
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Comme le nombre des variables æj, x^...x^ et celui des quantités 
«, Ui, est le même, toutes les quantités æ,, sont des va- 

riables indépendantes. 

De l’équation que nous venons de trouver, on peut déduire deux for- 
mules qui seront d’une grande utilité dans ces recherches. Soit d’aboi’d 
7j =. x’‘\ on aura 

La formule (20) deviendra donc 


( 21 ) 


en faisant pour abi-éger 
(22) .P,„ 


(x“+l -) 1- xZ*^) 

= — 


1 ^m + n—l dci ^^ — ,), 


.r» , , .Vf . , <; 

"t“ ri.. I (is^ “t • • • -f- 


tZSj 

dx., 


d6\2 
dx ^ 


ds ^ 
dx^ 


dXn 


Maintenant le premier membre, de l’équation (21) peut s’exprimer par 
une fonction rationnelle et entière des quantités a, n,, CL^...a„_^. En dési- 
gnant donc cette fonction par — Qm+n il- est clair qu’on aura 

ip 1 d H- 1 

Pn+k— — ;;qrj- 

En faisant m = 0, on aura 

P dQi_ 

àcik 


Or Q^=Xi-\-x.j-\-Xs-\~ ■ ■ • -\-x„— — La fonction Ç, ne contient 

donc que la variable On aura par conséquent 

P, = 0, P, ^ 0, P, = 0, . . . P„._, = 0, P„_, = 1. 

Soit maintenant y = 7 — , on aura 
^ {x — «)”’ 

Jydx = — = -ipP 

donc 

1 ( î; |_ 1- I- • • • -I - ] 

m — 1 \ («1 — a)™-i ' (æ2 — «)”-! ~ ' (x„ — ap-^ j 

=/(P<:« cZa -f P^« da, + P<^> Ja, H h . 

en faisant pour abréger 



62 


SUR LA COMPARAISON DES TRANSCENDANTES. 


pw_ 



1 ''' 1 

1 ‘■^ît 

(xx--ay^ 

^ ^ dx^ 




Si l’on fait 


1 


i=r = e' 


m — 19 


on aura 


P (le) ^ w— 1 

m— 1 * daj, 

Si m=:l^ cette équation devient illusoire; or dans ce cas on a 

J7jdx=z log [x — a)^ 

donc si Ton fait 

if = — a) (x.2 — Cf) . . . (x ^ — Cf) = ( — 1 )’' (a cq cf cf^-j- -••-]- - 1 - 

on aura 

pm ^ 


dt 1 
cZ% t 


a-|- % Cif-(“ a2 + • • • + a.n^i 

Dans l’équation (20) la fonction ç est en général une fonction logarith- 
mique et algébrique, mais on peut toujours établir entre les quantités x^^ x^ 
etc. des relations telles que cette quantité devienne égale à zéi'o. 

En effet soit 

0 — — cT — X —j— — |— • • • -j— • cci (et —j— X “-j— Ci^X'" ^ ““I — i^f^) »s* ; 

on aura en différentiant 

djS 


donc 


et 


0 = I j dx -\-a^{da~\~x da^ -|~ x^ da^ 

7 a (da -f- æ dai /v^ dch-i -| \- 

y ax — - 


ds 

dx 


'ijJXi -f -Ipx^ -] 1- xfJX„ = (), 

Q étant en général une fonction entière, qui s’évanouit lorsque le degré de 
a est moindre que celui de Dans ce cas on a donc 

( 23 ) yjXi~\-yjX2-\- • • • -^'ipXn'= G. 

Les quantités æ,, x^, Xg. . .x^ sont liées entre elles par les équations 

_J_ /y.^' - - 


2 


I— 1 
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a -[- a-ï^l -| — ■ -j- , 

(fW^ 

a + %æ„4- a.,xl-\ ^ , 

où Fou a fait pour abréger 

6t {$ ~|— (^1 X — |— $^01? — [— • • • — |— = fx. 

En faisant dans Féquation ( 23 ) x^ = x\^ x^ — x\_ etc. on aura 
^/æi H- yjx.^-\ [- xfjx„ = yjx\ -f yjx\ \- yjx'^. 

Dans cette équation on peut regarder d, dj etc. comme des variable 
par conséquent on peut regarder æ^, Xj, Xj... comme des vai’iables indépe: 
dantes, et faire en sorte que i//x'„ = 0, yjx\^_.^ = 0 . . . . ytx' ^^^ = 0. 

On aura donc la formule 


( 24 ) i//Xi -|- i//Xij -j \- i/jx,, — yix\ -f- i/zx'a -| \- fx'^. 

Soit par exemple a=l, cq = x, on aura yjx= — J‘~ = — logx, 

0 — _ (5^ — j— (IX — j— ccj^x" * * • -j— Ch — 1“ 

(î — ly X.J , , , x^^ij 

â — {— 

donc si ron fait x\2 = ->^\ = ' • on aura 

/y/ /-y» /y» />» ry* • 

,Ay ^ • . . ‘^^ + 15 

par conséquent 

log Xj -j- log -f- • • • -f- log =: log (Xi X3 X3 . . . X^+i), 
comme on sait. 

Soit maintenant a = 1 , rr= 1 -|- x^, on aura 


i/jx = — arc tang x, 

0 = d 4 “ ( 5 'iXi -f- (1 -j- ^^i) (« -f- ^1)5 

0 = d -j- djXa -j- (1 -j- Xg) (a -|- x^), 

0 = d -f- djXg -f- H~ •'^3) ■~h *3); 

arc tang x^ -|- arc tang x^ arc tang Xg = C' ; 

x^ Xg Xg — — d — n 5 Xj^ 4 — Xg 4“ ^3 — — ^ 5 X]^ Xg — j — x^ Xg 4 — ^2 ^3 d j 4 — F j 

donc 
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i 5 ) 


“h “1“ *2 

[ 'X--^ X2 — [ — Xq — j — x^ cCjj — 1 ( 5 ^ 1 * 

Soit pour déterminer C, æ^^æ'a, X2 = — x'^, Xj^ = x\, ou aura 

C — arc tang x \ , x\ -|- x\ {x'^Y = (î, 1 -|- (x'^y = — 

'es deux dernières équations on tire, en éliminant x'^, 

^ _ / 

— * 1 ’ 

f les équations ( 25 ) donnent 

à A'i — |- A’a -p Wÿ Æ'i X-2 Æ's 

Ôi î — A'i .«3 .Vi X-i Xi X-i ’ 

onc en substituant on aura 

arc tang- -|- ai’C tang -|- arc tang — ai'c tang ' 


Pour trouver la valeur de cZç), il faut, selon ce qu’on a vu, exprimer 
1 fonction de a, cq «3. . . des fonctions symétriques de æj, x^. . .æ„ de la forme 


.Al 

ds^ 

, ^ 

1 f 

1 dsn 

dx^ 


dXn 


tais comme cela est en général très laborieux par les métliodes ordinaires, 
vais développer quelques formules qui sont d’une grande utilité dans ces 
ichercbes, et qu’on peut déduire de la théorie précédeirte. 

Soit, dans ce qui précède, y une fonction rationnelle /æ, on aura = 1, 
par conséquent 

0 = g = a -j- æ -[- «2 cc^-|- • — |- a„ æ’® = s = yœ, 
oh l’on tirera en dilférentiant 


Jx.dx: 


da -f- X dtti -|- duÿ -j p da„ 


ne l’équation (20) deviendra 


cp X 


fx 
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^f/x^ .dxi-\- J fx., . dx^ -f- J fx^ .dx^-\ 1- J'fx,, . dx„ = p , où 


+ • • 

-\-da„ 


Cela posé, soit 


= da f -^f ' -f - 

\ fp Xi ' cp X-2 
(Xi.fxi 1 Xi-fXi 1 

-l 

... - 4 - 

-|_ Al] 

' cp'xn j 

^'71 •f^7l \ 

l <p'^l ' 

' Cp'X2 * 

T 

cp'Xn 1 

1 'f 1 

«L.Aï 1 

. 4 

K -.A. \ 

l (/>'% ' 

f cp'æ^ * 

4 

p'x,, j 


J fx dx = \px-\- ^ A log (a; — (J), 


on aiu’a 

^ =r; \pXy -j- 1//X3 -[- • • • !EA log' (æ, — (1) (xg — cl) (aîg — d) . . . (æ„ — d). 

La quantité ■ipx-i_-\-xpx.^-\- ■ ■ ■ A;-ijjx,, est une fonction symétrique de 
ce,, Xa, æa . . . æ„; on peut donc exprimer cette fonction par une fonction rationnelle 
de (S, (7.,, a.2...a„. Soit jp cette fonction. La quantité (x,— d)(Xa— d) . . . (x,,— d) 

est la même chose que ( — 1)” — ; on aura donc 


d’où l’on tire 


on aura aussi 


P -j- JS" J. (log cpâ — log cq.) , 


eut ' 


dei'yYi 


L 

[_ epô dam 


1 da^^ 
e^n da.m. 


donc 

Q,m 


dq 

da^ 

///'< I rn' /p.Ls I 


“T ■ 


cpxx 


Cp X2 


(p Xi 


cp X2 


or donc 


da^-, 


( 26 ) 


I æ'^fx2 


cpxx 


Iri j_ , 
cp' X2 * 


(p'x„ 


Æ^'fv 




dp 

da,n 


dp 

düm 


:sA 


Cp'iCn 

1 depô 
(pô dam 


1 dtCji 

ctjj^ dctjfi 


,AÔ 






Le signe a lieu, si m = n, et le signe — , si m<n. 
Si l’on fait m = 0, on aura 


.Aï I .Aï 


I 

Cf'«!n ' 


(p Xi ' cp X3 ' 

De l’équation ( 26 ) on tire aisément celle-ci 


dp 

da 


A 

cpâ 


( 27 ) 


F Xi .f Xi 1 

1 F .fo %2 1 

, Fx-i . fxî 1 

L . . . J 

1 dP Xyi • fX^ 

p'Xt ' 


1 <p'œ^ ■ 

r n 

p Xijii 


Tome II. 


9 
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R ^ R 

ia ' ^ dai ' ^ da^ da.,^ 

ù F(x) — (3 f3^x -\- -\ \-/3„x\ 

En faisant fx=l^ on aura rpx=zXj donc 


dp 


R ÉL- 


, A . Fâ I 
(pâ I a„ 


3SA, 


P % 2^2 “1“ ■ ■ ■ 


<X^i — 1 


, A=:0; 


onc 


F Sx I F Xi I 
gp'a’i ' <p'xi ' 

Il suit de là que 


^ 1 ciji — 1 

cp'x„ a„ al 


28) 


cpxi ' (p Xi 

i m est moindre que n — 1 ; que 

29) 
t que 

30) 


1^-1 L 

' (p'Xn 



/y.n— 1 

•^2 I 

^n-1 

1 

* 


* Cp'Xr, 

.ZL 1 

/V. n 

•*'2 1 

. . . 4_ 

(p'Xi • 

(p'x^2 * 


a, 1-1 


Si l’on fait fx : 

Fxi 


y, on aura J2=0) -4 — 1, donc 


31) 

ort à â, 

32) 


Æ-, — S\ rn';ï:., ' 


F,'a 


fin 


FÔ 


(av, — cl) rp'x,, a,t cpô 


(xi — ô) cp'xi ' (a'i — ô) rp'x-i 

De cette équation on déduira, eu ditférentiant m fois de suite par rap- 


Fxi 

L . [_ 

[ F Xn 

1 



*' (p ' ' 

' {x„-dy + ^fp'Xn ~ 

/■■(’a+l) 

(dô)'”- 


u bien, en développant le second membre de cette équation, 
Fxi , Fxi , ' , Fx„ 


(Æi-é)“+i cp'xi ^ (p'xi ' 


■ + 


(x„-d)'^+^ cp'x,fi 




I 's?:"i/Yty+™ SïfiJ. . 

dÔ’’‘ 


dFÔ 


dd 


i' + ' 


•)n<m-l)_...(n-|-l) d^FÔ ’* 
1 , 2 . 3 . . .(m— 7i) 


Par exemple. 

si m=l, on aura 



Fxi, , 

F Xi ^ 1 . 1 

Fx„ _ 

F'â , 

cpô ' 

(xi — ôy.cp'xi, ' 

— (3')^ . cp'x^2 ' ' 

(x„—dy.cp'x„ 
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Soit (p(x^ y, Z. . .) une fonction quelconque de plusieurs variables x, y ^z. . . 
on peut toujours trouver une fonction y(z/, w, . . .) telle que 

(1) çi(æ, ?/, Z . . .)=J' V, P ...) du dv dp. 

Dans cette équation j’appellerai cp la fonction génératrice de y, et f la déter 
lîiinante de (/i, et je ferai usag'e des notations suivantes: 

V: z ...) = %/(«, P- ■•) 

1/(m, V, p...) = 'D(p{x, y, Z...). 

Cela posé, considérons d’abord les fonctions d’une seule variable, et soi 


(3) 

on aura 

( 4 ) 

Soit de même 

on aura 


(p x — J é'^'fv . dv^ 

tpx = îg.fv, 
fv =J) cpx. 

cp^x — J' d^'‘fxV . dv., 

(px^(pxX=f e“ {fv -ffv) dv, 


^{(px -1- (pxx) —fv f-fv ■ 


9 * 


donc 
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or fv = T)(px^ f\v = Y)ip^x^ donc 

D (^æ -j- f/ij x) — D (/JiK D (p^x. 

On aura en général 

(5) J)(cpx -|- (.p-^x -]- (p^x (p^x • • •) — D^æ-j-Dç»!»: -\-D(p.^x -\-'D(pÿX-\- 
donc aussi 

(6) fg {fv +/iV +/ 2 U -j ) = fg/w + %/t^ + H ’ 

I D(a(jpcc) =: aD(px^ 

1 fg (a» = 

En mettant x-{-a au lieu de æ, on aura 

(p(x-\-a)= J' 6 “ e“'"fv . dv, 


( 7 ) 


donc 

( 8 ) 


J Df/>(æ-l-a)=:e“'’Dç)œ, 

I fg (e"*'' J)cpx) — (p(x-\-a) = fg 
En différentiant l’équation (3) on aura 


donc 

( 9 ) 




fg{vfv)=:fg(;OÏ)(px): 


d<px 


dx 


De la même manière on aura, en différentiant l’équation (3) n fois de suite 

= J c™ v''\fv . cZu , 


donc 

( 10 ) 

De même: 
( 11 ) 


D 






■ü” .fv = y” . D æ, 


fg {v^fv) = fg(«” D(/3 x) 


D ( J'^cpxdx”') — v~^fv = v ” D 953;, 
fg (y~”yy) = fg (y~”D«^a:) = J^'fxdx^. 

En prenant la différence finie de l’équation (3) n fois de suite, on aura 

(px = y* 6*"“ (e"® — l)”/u • dv, 
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(12) 


en désignant par a la différence de X] donc 

D (px — — l)”/''-’, 

fg _ Iffv] = J Icpx, 

D {(px) = (e"“ — 

îg[{é‘‘‘-iy\fv-\ = 2l(px, 

On trouvera de la même manière 

D . . . cZ’"^ («-}-/?)] =é’^v”^ {é’“ — ly (6““' — i)”' (e"“" — 1 )“" 


(13) 


fg[e*^v”(e"“ — l)”(e''“'— l)’‘'(e”"'— 1)“". • -fv] = /Il . . . d^'cp {x 


Soit en général 


(14) 
on aura 

donc 

Soit 

(16) 

on aura 

(16) 

Soit de même 
(17) 


(J{(px)=A^^^-~ 






~j a' 


d^'cp (x-^a') 


+ 


d {(px)= J' rf^fv (Ai, « e’'“ -j- <3”"' H ) <^«5 

O (d (px) — /« (A,««”e”“ +^.r,u' ) • 

Al, a Ai',a-'y”' H = 1/^ V, 

D {â(px) = ipv .fv—ijjv . D95X, 

D {âi(px) = 'ip-^v . \)(px, 

1) (dafpæ) = 1/^3 U . Dfpæ, 


D {â^jpx)=y'^,v.I>(px, 


on trouvera aisénxent 


I) (ddi (px) = xpv. xp^ V ./u, 

D (ddidafpæ) = xpv.xfj^v. xp,^v ./«, 

et en général 

D (ddida . . . d^,9x) = xpv . xpiV . xp^v . . . xp^,v ./w, 

D (d’Vpæ) = {xpvy .J)(px^ 

D (d"dï'd^‘=. . .dli‘-(px)=z{xpvf{\ppof'{xp.iVf\ . . (i/i^v)”'"® 

fg [{xpvY {xpivY '. . . {ipf,v)>J)(pa) = d’‘dï‘ . . . dyxpx. 


( 18 ) 
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Application de la théorie précédente. 


La théorie précédente des fonctions génératrices est très féconde pour le 
développement des fonctions en séries. 


Supposons par exemple qu’on veuille développer cp{x-]ra) suivant les 
coefficiens différentiels de q)X. La déterminante àe (p(x-{-a) est e”®/!;, 

d ^ CD 'Cj 

et celle de sera v^fv. Il s’agit donc seulement de développer e’''“ en ter- 
mes de la forme or on a 


<=“= 1 + + â “* + rv3 TTîSw “■ + 


donc 


=fv + avfv -f ~ v^fv + v^fv-\ 


En prenant la fonction génératrice de chaque membre de cette équation, on 
aui’a, en remarquant que fg = (p(x-{- a), et fg (v'^'/v) = j 


comme on sait. 


(p (x-\-a) = cpx -j- a 


(icpæ , 

a- 

dœ * 

“ÎT: 


cPcpO) I 


Supposons en général qu^on ait une relation quelconque entre plusieurs 
fonctions de la forme yjv^ . . . etc., composée de termes de la forme 

et désignons cette relation par 

(19) V {f^’T ('/’ 9. 

En multipliant par fv et prenant la fonction génératrice, on aura 

c^est“à-dire 


(20) 

Cette équation exprimera une relation générale entre les différentes opéra- 
tions indiquées par les lettres d, dj, ... . 

Prohlème 1. Soit âq)x = (p [x-\- d)-\- apx., et proposons-nous de déve- 
lopper (Vcpx en termes de la fonne A^(p{x ~\-ma). La déterminante de 
^^(æ-j-a) étant e”®/?;, et celle de (px, fvj il est clair que 



donc 


Dâ(px = (e"® -|- a)fv, 

D â’'(pz = (e”® aY/v, 

ayant de même D (p (x -[- ma) — il faut développer (e®“ -|- »)“ suivant 

les pxiissances de <3“; or on a 

{a -[- = a” -[- e”“ -|- ” -|- • • • ? 

donc 

d" (px = a’* (p X -|- K (p (x -j- a) (p (x -|- 2 a) -]- • • • ; 


on a aussi 


donc 


(a e"'")" = e““ 4* raa -|- ‘ 






â"' (px = (p (x -|- wa) na ip [x -j- (?2 — 1) a] -|- ^ (p [x — 2) a] ‘ ‘ ■ 

En faisant «= — 1, ou a â'Upx= J’,)(px^ donc 

(px = (p(x-\- na) — n (p [x — 1) <P — 2) a] • • 

Prohlhme IL Soit â(px = (p{x-\-a)-\-a(px^ (5'i(px = (p (x-j-“i)"i“^^i^f^ 
et proposons-nous d’exprimer l’opération d” par d’". On a 

Dd"Vpx = (e^“ -j- ay'fv, .Dd” (px= {e°“' -|- aYj"'fv. 

Il faut donc exprimer «i)’*. eu termes de la forme -\-ay\ Soit 

0 *^^' — j — — y ^ 0 ^^ — j — Qj — Z -J on aura 

_i_ j_ 

û" = ('!/ — «i)“' = (2! — ; 

donc 


11 

+ 

1 

1 

^ 1 

( + (^ - 

- a) “ 


donc 


d^px = ^J.„d’"(px. 

Soit par exemple «i = «, on a 

y" — {a^ — a-\-zY = {cb^ — a)'‘-l-ra(a], — • • = 2 ’‘-l-«(ai — a)z’‘~^-\ > 


n (n — 1 ) 


— a)””^ d^ fpx -|- 


donc 

d” y X = (ui — aY(px-\- n («i — d (px -[■ 
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à'I" cpx = â’‘ (px -|- ra (aj^ — a) (px -- L ., .1 } . (a^ — a)^ â‘“~^(px 

En faisant a^ = 0, on aura â’lcpx=^(p (x-\~na)j donc 

(p(x-\-na) = â’‘(px — â”‘^^(px — • • • ; 


SI a: 


— 1 , on aura 

(p (x -|- na) ~Jlq)X-\-n ipx -|- ^ æ-|- ■ • • • 

Problème . III. Soit â cpx = q) {x a) — a(px et â^(px= ccpx -^h 
et proposons-nous de déterminer (5'7 par d. On a 

D d'i (p æ = (c hv) fv , 


donc 


or 


D d” fp æ — (c -f- levy^fv ; 
Dâcpx = (e”® — a)/^; 


il faut donc développer (c-j-Zcu)" suivant les puissances de e®' 
c-\-kv = y, e'"' 


a. Soit 


■ a = z, on aura 


ilog(z-fa), ?/ = c-|-^log(z!-f rt). 

J 3 




a \ a ^ 






a a 




1 

y 


2: A z” 


donc 


dï<pæ = :^4„d“<pæ. 


Soit c = 0, a=l, 7c=l, on aura âl(px~^-^-‘-] donc 


dar‘ 


OU 






0”; 


en faisant n—1, ou aura 


a ~ + '3- ■ 


)■ 


Problème IV. Développer la fonction cp{x-\~a) eu ternies de la forme 

d” (p(Æ-l-n/9) 
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On a — et D -- - v'^fv. Il s’agit donc de 

développer e"" suivant les puissances de Or on a {Legendre Exerc. 

de cale. int. t. 2, p. 2. ‘H) 

h" =l-\-lh. ve + Ib {Ib — 2le) + Ib {Ib — ‘dlcf H — 


Soit b = e“^ c=:e^, on aura lb~a^ Jg = (3, donc 

2 I - V" 2.3 


75^ n.3 piifjV 

e“" = 1 -|- -j- a (a — 2/5) — a (a — 3/5)‘^ “V'r — j- ’ ' ‘ ’ 


doue 


cp (x -|- a) = (px -j- « 


(kp(w+(-i') I Cf (et— 2/j) d^(jf'(Æ'+2/i) I «(a— 3/t)^ Lkcf(j):+3ji') 


cLv 


2 


clæ- 


,2 h" 2.3 


dæ^ 


+ 


I a (a — cp (x -|- nlT) . 

‘ 1 . 2 . 3 ... ri did‘‘ ‘ 


En posant i;r = 0, et écrivant ensuite x au lieu de r/, on aura 


,,x = y (0) + Ï y' OT + 'îfe----® ,p- (2/5) + Lt v"'{3/9) + . 


Soit cp X — x’\ on a cp (æ -|- nft) ~ (;c -|- ''^/5)’" , donc 

(æ nft) = in (•?» — 1) {ni — 2) . . . (m — n -j- 1) (x -j- 

et par suite 


(æ -|- a)'" =:=: æ“ -j- a (æ ^ -|- 


! ()» — 1 ) 


:(« — 2/9)(æ + 2/5)“-^H- 


a (a — npy-^ {x + «/?)“-’* H 

Soit fpæ = logx, on aura (p{x-\-ni3) — log[x-^n[3)] donc 


donc 




1 / I N 1 I « I 1 « 2/5—0! I ^ a (Bli — aY , 

log (!£ -(- g) _ log æ -|- + - 2 - • 2^ ^ ■ X +“3/i ■ ) /« + 3/5 J “I 

Soit æ = l, on aura 


^ f-i I ^ « I 1 “ 2/9 — G I ^ G fS^ — aY , 


.Soit a = 2/3, on aura 


. “ fl 

^ + _1_ 1 
r+2/5j^'s 

“ fl 

■ l + 2/5i^ 

1 + 3/M 

2/5 


, 2.23./9‘i , 

— 1+/9 1 

■-3- (l + 3/5)«^ 

T(i_^ 4^)4 h 
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SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 


og{3) = 1 +î (D'+î ■ i ■ (|)’+f ■ i ■ (î)‘+f 


1 . 

T 


2 1 

U n-i~l \ n + 1 / 


Problème V. Développer J^cpx suivant les puissances de n. On a 

D J 2 — l) V'^î 

loue 

DJlcpx — /y 1 1 -f n log (e^’“ — 1) + [log (e™ — 1) ] " -| j > 

roîi Ton tire, en prenant la fonction génératrice, 

(px = (px-\- n fg [log («'•“ — l)/y] -|- fg [(log (c''' — 1) )",/'«] H 

Soit 

fg [log (e’“— l)/y] à\px, 

)n aura 

fg [(log (e“— l))7y] = (V (px- 

lonc 

(px — (px-\- nâ (px -f- 'ly <r(px -|- ()'■'* cpx • • 


l’our déterminer â(px il faut développer la quantité log(«''" — 1). On a,. 

log (e”“— 1) = lüg [«’■'' (1 •— e -'''')] = va ■ - (r^'^'‘ — 

lonc 


hpx = a yfè' — <■/’ (•'■ — f') — f <P (•'■ — — .[ (p (r; — ,-’>«) — I (p (.i; — l a) 

îln dittérentiant cette expression par rapport à a, ou aura 

d (â(px') = da ~h <p'(^x — «) -|- fp' {x — 2a) (p' (x — da) 

îoit 


n aura 


onc 


(px-\-(p(^x — a)-|- </’("'■ — 2a)-\- ■ ■ ■ =()\(px, 
\)(px I) (p (;c — a) -[- D(p (x — 2a) -(-■•• — l^f^ (px- 

(1 -|- C a -[ )p/v r-; — I) (l'i (pX] 


DUC 

l),y, r/,.r =1 f (./“’— 

[)nc 

(^^(px = (px-\-x/-^(px-, 
onc 

(p 'x = (p'x -[- 7^ (p'x ; 


SUR LES FONCTIONS GENERATRICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 
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donc 




et 


(f(px = a (p'x -j- !' 'la (p'x. 

Si l’on veut exprimer â cpx par , il ferit développer log — 1 

suivant les piiissances de v. On aura 


T ,1^0“ V’ a" I 

1="^“ + -9- + 2T3 + 


donc en posant 


log av-\ — =^\ogv -\~\o^ a a -\- 


on aura 

âcpx — fg (log V .fv) log a . (px aA^ (p'x A2 (p"x -j- A^ (p'"x 


Prohlhne VI. Dévelo2)per —f'P 

d'Upx 


dx^‘ 


suivant les puissances de n. On a 


' 1 + log ^ + Y (log 'vf — 


donc 


-■(px-\- 7 i.â (px ™ (px -|- g-’-y (px-\-- 




OU 


or 


log V log 1 -|- - log(l -j- w) 


D (d (px) — log’ V .fv ; 

1 


L I - 95 ^ . 


+ i — ■;:» + 


donc 




â (p 


(p'x~-l(p"x 

I — P (px.dx-\-^ l^'‘(px.(Ix“ — -J J '\px . dx^ • ■ • 

On peut exprimer âcpx de plusieurs autres manières. Soit par exemp, 
logw = log(l 4 -î;— l)z=v— 1 — •!-(?; — 1 )^ 


on aura 


ou 


d (p X = dj (px — 4' ~\~ 'S — ■ ■ ■ ’ 

di 99 æ = (p'x — (px. 

Problème VU. Développer suivant les puissances de n. On 
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SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 


OIIC 


onc 


onc 


II 


.onc 


= e^i(px-]- mp'x + ''frg - ^\ "x + 




, D yjx — [ 1 -[- nw -f- — 1} . jy^ _ _j_ vy^fv^ 


D %pxz=fv 1 1 + log (1 + w) + [log (1 + 1;)]^ + 

, no 2 ni 3 

i^ix = (px-y- n<f<px -}- (V (px -J- t) 7,- fî'’ (px-\-- • ■ 
cP'Çë^cpx) 


dx- — - f + y yæ ^ (/?æ j , 

D (J (px = log (1 -j- ?;) .fv =fv {v — v~ -j- -1- — • • ) ; 

d(px = (p'x — ^ (p"x -|- (p'"x • • 


On a 

J) (p[x-\- a) =: G"’’ fv] 
onc 

D f/5 (æ -|- a y — l) = é“'^~'^fv et T)(p{x — «’[/ — fv^ 
où l’on tire 


fy)(.i; + ay— l)4-f/i(Æ — «V — i) ^ 

U 2'^ ~ ~ 


D 


y (,i5-|- «y — ï ) — y (æ — a y — i ) 
^7-1 


:sin av .fv. 


r on a, comme on sait, 

^ = cos av — cos 2 «î 5 -j- cos 3 av - 


me en multipliant par fv et prenant la fonction génératrice, 

1 - (VX = yO^' + <^V~l-) + y fc— «y ~l) y (.r 4- 2a y — 1) 4- (p (x — 2a — 1) 

•â T 2 - . _ __ 


I y (a* -|- 3a y — 1) 4" y (a’ — 3a y — ï) 
-|- — 2 
+ etc.. 


y {x 4 a y — 1) -[- y (^x — 4a y — 1) 

2 : 
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OU bien 

(px = cp (x -\-a)-\-(p(x — a) — cp (x -|- 2a) — fp (x — 2 g) 

-j- (p (x -j- 3a) -]- (p (x — 3a) — cp (æ -|- 4a) — (p [x — 4a) 
-]- etc. 


Sxipposons qu’on ait 

(21) tpv=ff{v,t)dt, 

et soit 


ipv.fv = J)â(px, 

on aura, d’après la définition de la déterminante, 


c’est-à-dire 


âq/x = Je'”^ Ipv .fv . dv 

dcpx — 1" f'^fv . dv i) dt — l'dt e“/'ü .,/(y, /) dv. 


Cela posé, soit 

fv.f{v, i) = J)<)\(px, 

on aura 

dj cpx = .y (î’, if) J'y, 

donc 

(22) d (px =J'dt. y (px ; 
or on a $(px=J'j)(\(px.dt., donc 

(23) Djdt. d, (px= y D dj (px . dt, et J dt . fg [fv .f{v, t)] =fg' [y dtfv .f (v, t) 

Ces équations peuvent servir à exprimer (f(px par une autre opération djfj 
au moyen d’une intégrale définie. 

On a par exemple 

rr'-(var'+i=ffS^f; 

donc en prenant la fonction génératrice. 


— (P^dx^ iqx=2 I 

c/ 0 


dt (p (,v -f- ai y — ï) — (p (x — ai y — 1 ) 

~ 2y— î 
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SUR LES EORCTIONS GÉNÉRATRICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 


On a, 




1 — av 




1 — av 


c/est-à-dire 

na 

I e' e- dt = -[- av -j- ) 

«y ry 

— e“' (6-““'” + «y e-“'” -[- -] ) • 

En ninltipliant par /V, et prenant la fonction génératrice, on aura en re 
marquant que fg' (w” e~^‘'“’fv) = j % = (p(x — a/), 

P a 

/ é (p{x — ai) dt 
J a* 

=e”’\_(p(x — ad)-\-ucp'{x — ad)-\~a^cp" {x — (Zfl)-|-a®<p"'(æ — «ff)-j- • • •] 

— e“' [y (x — aa') -\- a(p' {x — aa')-^a^cp'' (x — o:a')-|-a'’<p''''(x — aa')-\- • • • J 
donc en faisant a = 0 et a' = — 

fO 

(px — j“ acp X — 1“ a"^ (p^’ X — [~ cd cp ^x —j— • • * ziz: / çt cp (px — ccï^ di ^ 

J ^ 

donc en différentiant par rapport à x et mettant — a à la place de a, 

cp/x — a(p’‘x -(- dhp'"x — a^ip""x -\- ■ ■ ■ =z j et (p'{x -[- ai) df ; 

J -J- 

en multipliant par dû et intégrant, on aura 
acp'x — cj? (p"x-\- a® (p"'a:. — a* cp'"' x -)- • 

En faisant a = Q^ on aura G= — j (px- 

acp'x — I aGp"x + } a\p"'x — | rd (p""x -\ 

et lorsque a = 1 , 

(p'x — -l" (p"x -|- (p''"x 

De là il suit qu’on aura 

d" (e.-^ (px) ^ 

dx« ~ ^ 



^ e.‘ (p Çx a/.) <U 
_ 1 ’ ' /. 


donc 


■ , P [f(d--\~fd) — <p,rl 

^ '() 

■j_ ;-^T 


(px nâcpx Y 3' (ï^cpx . j , 

il ( 5 “ (pæ = / Lv* (® — 0 — 
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On a 


^aao 

r 

av 

~^Jc 


doue eu pi-euaut la foiictiou génératrice, 

/. r“ 

q){x-\- aa) dx — Up (x ««') dx =a cp {x at) dt. 


On a {Legendre Exerc. de cale. int. t. II, p. 176) 

r 


dt. cou (avt) }C 


donc 


y (.-f d- V — + <P {•'■ - atV — i) _ ^ 


jo ^ + ^ 

Soit par exemple (px= j;-, on- aura 

iü 

lU 


(h ‘JC 1 

(1 + ro («' + -''O ^ ^ -t «) ' 


En ettét. 


dt 


J dt 


'i u^dt 


,,2_p«2j2 

Soit yîc— , on a.ura, eu faisant «f = zsin(/), a; = 2 cos y, 
(p — 1*“ eit E — 1) d" 7* ^ 


7t 

i"~x 


: 2 cosmp. 


or 


a‘^ /% (p = arc tang , doTic 

L 


'I dt cos(^«,.arc^tang 

ÎX«^'^ Y" 


;c 1 
2 ' '(a+ «)“ 




Soit par exemple w=:-^-, on aura cos-|-(p 
donc 

cos riip COS ,]■ (p y .] (.Ï -|- V -id -)- « ■* ^0 _ 

.3” ‘ ~i ' ’ 


:■ 1 + 


fit y.^.* -|— 


/;. 




1 1/2 l/a' d~ 


1_ 




donc 
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SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 


On a Z; 


ai 


-, donc t = — on tire de là 
cos cp sin (p^ a ^ j j 


dt 


axdcp 


donc 


donc 


1 -f- ^ cos^ cp -f- iv ^ sin^ (p ' 

(cos (py^ 

cos ncp ~ cos mp ; 

ûi 


dt a (cos (oY cos ncp . dcp 

2"’' COS ncp =: T * ^ — Y- ; 

2 / ,^.n — 1 cp -Y a- COS-' cp ^ 


1 + ^ 


76' 

“2" 


r ^ (cos (pY'' cos 9Up . dcp 


Soit a = x, on aura 


TC 

'2nTi • 


=: J (cos (py‘ COS ncp . dcp. 


I at. smat ?r 

rh''ÉL72i "2 ^ 


On trouve encore cirez M. Legendre les deux intégrales suivantes 

û ïife . sin Jt 

JO + 

Ç^'tdi.^iwat 'Jt 

Jo 1 

donc on aura, en faisant a=zai) et prenant la fonction génératrice, 


-.-a 


,j — rt . 


dt cp (« -|- ai y — 1) — cp (r; — cdV — .1) tc 


0 ^(1+^^) 2y — 1 

cp (ci! 4- y — î) — y (æ- — ftt y — 1) __ TC / , X 

Jo 2y-i 

En ajoutant, on aura une troisiènie fonimle, 

f i dt cp (œ at y — 1) — rp (^<1 — at']/ — 1) yc 

X T -2V-1 - a 

OU bien en faisant a = 1: 

i dt cp (x + ^ V — 1) — cp — tV — 1) or 


[y[cp.c--cp{'.c±a)] 


X 


2 y — .1 


cp.c. 


Soit par exemple ; , îÇ = r; . tang cp, on aura 

iC 
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t COS cp . sin cp 
Cp(iü-\-tV — 1) — cp^v — tV—l) 

2V—i ~ 


sin ncp , 


(cos (fY ^sin ncp = 


Tome II. 
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SUR QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Oïl a vu précédemment que 


.-,.'11 — 1 


or 


donc 


r ^ (cos cos ncp. dcp 

Jq Æ'^sin-r/^ + a^cos^^ 2' a(.t*-j-n)"’ 

(cos (py'= 1 -f- n log cos cp -[- -9“ (log cos cpY -[- • 
?? ^ 

COS mp=l — -y (p^ + 074 ’ 

(cos (p)’‘ cos n(p=l-\- n log cos ip -ô” [(log cos (pY — f/7] 


+ O ^ ■+ ï) + ■ 

où l’on a, en faisant pour abréger logcos(/) = f, 


A„ 




r(m-j~l) r(/rt+l) ./’(3) Z'(w — 1) I ;/’(5) r(m— 3) ,/’(7) Z'(v«, -5) 


J " 

I rfô) r 




m W|(i 




Or 


{x -[- 


l-\~n log - qp-- ~1~ "2 ■ [ Æ ’+ a ) H~ ' ‘ ; ^lonc on a,uva 


1 

2 xa 


X 

X -f- a 


*_ P 


COS^ip • 



SUE. QUELQUES INTÉGEALES DÉFINIES. 


8 . 


Ainsi l’on aura 


7C 1 
2 xa 




dcp 


cos^r/» 


7C 1 1 . r ^ log CQS (p . dcp 

2 * æa X 4" « J 0 9 


. J f log- - 

2 .^TC \ X -[- « 


r ^ [ (log cos fjp4 — 

I x‘^ sin^ (p -\- cos ‘^ cp 


En faisant x = a on aura 


{\og\f=f^A,„d(p- 


par exemple 


2 ^‘^ 8 ’ ^ ~ y „ ■ ^‘^8 ^ P - 


Soit cos (p = 1/1 on aura dcp — — yp^yi’ 


Îl0g2: 


- r 

Ji yi-— : î/' 


<k. 

2 


En effet on a 


I. 


1 ci;p—i- dx . log --■ 


donc 


■ _ r ^ dx r ' (xr>--^ dx ^ 

■'mT I ï — .71’' 

y(i— . 71’')’'--'^ 


yiogy%_/- .ïy 

j„ yï-?~v« yi-P Jo 1-2/^ 


or 


f 


dy 

i'rdly^ 


TC 


et 




:l0g2. 


11 * 
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SUIi QUELQUES INTÉGRALES DEFINIES. 


On a 


fi dt (p(x + ati — l) + cf{x — at-]/—i)_7r , , 

^ 2 — -jcpix^a). 


TC 

Y 


Soit (fx = (log xf, on aura 

f i dt [log (,* -|- ai y — 1) ] “ -(■ — i)]" 

Jo Î+T^ 2 

Or on a 

log {x-f~atf — 1) r=zlog æ-[-log 1 1 — ï | 


[log (æ + «)]“. 


— log X ' 


+liog(i4-y,i^ 
log æ -y ï 1 1 ~2 ''■* I H~ y — 1 • I 


ylog(æ^-|-a^t^)-|- [/ — l.arctang' 


ai 


Soit — tang cp , on aura 


donc 


■ji. 

Jq æ^sm'^cp- 


icp 


(p+a^cos^cp 


log {x-\-at^ — 1 ) — log X — log cos cp --[-</)]/ — 1 

dt ax.dcp 

1 -J- sin^ (p-\- cos^ cp ’ 


En faisant x = a = \^ on aura 


JL 

n 

/ dcp 
J 0 


w 


^ cos y 


-vV-i 


COS cp 


a + «)!"• 


-\-(p'\f^l] =z7T.{\og2y. 


On a aussi en général, en faisant i = tangM, 

TC 

dulcpixdç-a'f — 1 tang m) -|- f/3 (æ — a/ETï t?VL\gu)'\=ncp[x-\- a)- 
donc en faisant x = a = l, on aura 

TC 

J ^ [(p (1 -j- y — 1 tang u) -f-ç} (1 — y — 1 tang m)] = yr tp (2). 



on aura 


Soit cpx — 


(1 -|- y — 1 tangi^y _j;_ (cos mu -f- V — 1 siii mu) (cos uy^~ 


1 -]- aæ'^^ ’ 

^ (1 -j- |/ — 1 tang u) = — — 

l-)-a(l-|-y — 1 tangt6)^^ (cos ity^ a cos nu -{-a y — 1 sin nu 

(cos r/ I / \ 

— ^ ■ •; — s-T-^ — (eos cos mu 4 - a cos (m — n) u 

[ (cos uy^ + a cos nu J - + a ^ sur nu^^ ^ ^ ^ 

_|_ y _ 1 ( (cos sin onu a sin (m — oi) u) ] 


on tire de" là 


/: 


du : 


.r 2 ^ 


Soit w =: 0, on aura 


(cos uy^—^^^ [cos mu (cos + a cos (71 — m) u] 

Q (cos -[■ a- ^ 2 1 -j- o; 2 ' 

-|- ce cos mt\ du 7t 1 


yiu (cos v/.y ^ cd 2 i a 2 '^ 


r ^ (cos [(00s ?yy 

J y (cos 76)'*^'^ -|- 2 a cos 
Soit m'=:n^ on aura 

■ir. 

r ^ cos hu (cos 7/.)'^^ -f- a -jc 2’^ 

j (cos + 2a cos 7 m (cos ^ 1 “h ^ 

Si par exemple n— 1, on aura 


, 7 ; 

/r ^ (cos u)^ + 0 : ~l~ “ 

1 -j- 2a j ^ (cos uy (-1 + 2a) + «“ ^ Jo 


_ '^^ 7 -. 
iï-f 


llepvenons la forimile 

1 


JC 1 ^ 

ï ■ P ” 7„ 


Soit 97 .: 


m. 


on aura 


71 : 1 

2 ^ 
2 


■/7. 1 

= (cosfp) 
J 0 


co.s — f/) . d(p. 


Soit — - = d, on aura 


. d6\ 


1 2 'm m 

' — / (eos nd) cos 7?^6> . « 

2 ” 
or 

cos%^ = (cosé*)’‘ — (cos^)’‘“^sin^^-]- (cos^)”'“^sin^^ — • • • 
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donc en faisant cos 6 y ^ dO 


SUE QUELQUES INTEGRALES DEinNIES. 

dy 


TC 

2n ' 


yi-f 


% 


^=-y' “ yrwr/,^ 


ou 


ipy=jf 






<. (n— 1) (« — 2)(w— 3) 


2 . 3.4 




.fy=y — (1— r) +-- — 2.e:a — >> .y )“ 


Soit par exemple m = 1 , = 4 , on aura 

71 

COS — 4 


TC 


» .-=-[ ' yr”8.î/‘+%' 

t/2 


f l/l-/' 


Si l’on fait if —1 — on trouvera 


7C 1 

V2 


82 ’*-f 8zf 


4 


XIII. 


THÉORIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 


R 


Muctlo)i de L'intégrale I -t z — : 

J Ÿa -1- /-Éc . 


CHAPITRE I. 


Pdx 


-|- P'.C- -|- 


par deïi fonctloriti algébriques. 


1. Pour plus de simplicité je désigne le radical par ^ doue à 

considérer l’integrale 


/ 


FRk 

Vr' 


P désignant une fonction algébrique rationnelle de x. On peut, comme on 
sait, décomposer P en plusieurs termes de la forme 


Ax'" et - 

{æ — «)“ 

m étant un nombre entier quelconque. L’intégrale proposée ^ y donc 
imniédiateinent décomposable en jjlusieui's autres intégrales de la forme 




cLv 

(æ — a)“ .~VR 


Cliercbons les réductions qu’on peut faire avec ces deux intégrales, en 
les considérant d’abord séparément, et puis ensemble. 
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THÉORIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 


cto(^ 

7-— • 

Vil 


2. Pour trouver la réduction générale dont cette intégrale est suscep- 
tible au moyen de fonctions alg’ébriques, il s’agit de trouver la fonction algé- 
brique la plus générale, dont la difiérentielle puisse se décomposer en termes 

de la forme ; car après avoir intégré la différentielle ainsi décomposée, 

il est clair qifon obtiendra la relation la plus générale qu’on puisse obtenir 

• 

-VB 

Or on sait par le calcul différentiel qu’en differentiant une fonction qui 
contient des radicaux, ces mêmes radicaux se trouvent aussi dans la différen- 
tielle; il est donc impossible que la fonction cbercliée puisse contenir d’autres 
radicaux que yi?; elle est donc de la forme /(xj^R), / désignant une fonc- 
tion algébrique rationnelle de x et de ^R. Une telle fonction est, comme on 
•sait, toujours réductible à la forme Ç' Q]/R, (/ et Q désignant deux fonc- 
tions rationnelles de æ. Or il est clair qu’on peut faire abstraction du pre- 
mier terme Q', puisque sa différentielle ne contient que des quantités ration- 
nelles; on a donc 

f{x,fÉ) = Q}lR 

En différentiant Ç yü, on voit au premier coup d’oeil que la différen- 

( l Tj 

tielle contiendra nécessairement des termes de la forme — - ' ' si Q est 

(x—af'VB 

fractionnaire; car supposons que Q contienne un terme 

( Cl J 

différentiant 


(x — ffl)™ ' 

d 


r 

^ dli 
* ~dx 

mR 1 



(æ — j 


(hi 

Yïï 


dx 


Or, quel que soit m, il est impossible que le coefficient de dans l’expi-es- 

sion précédente puisse devenir entier, à moins que R ne contienne deux ou 
plusieurs facteurs égaux; mais ce cas doit être exclu, puisqu’ alors l’intégrale 

donc, comme la différentielle ne 


proposée serait de la forme j 


Pdæ 


y « -f- /9a; -jl 
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doit contenir que des termes de la forme 7 <”^6 Q soit une 

fonction algébi’ique entière de æ; on a donc 

Q —f (0) ~\-f ( 1) ® ~h/ ( 2 ) æ" -[- • • • -\-J- (■«) x". 

3. Différentions maintenant la fonction trouvée Q ^/È. On obtiendra 


d’abord 


donc 




d{Qyiiy. 


R (IQ -j- h Q dR d:ü dû; 

^ /b 


dæ 


oh S = ltÿ + iQÿ^. 


YÉ Vr 

(Il 
(lu 


On a 


li = a ftx -|- yx^ (^x'' -|- fx'*, 

donc en différentiant 


dR 


=/{l) -1- 2/(2) a; + 3/(8) h nf{n) x«-. 

En substituant ces valeurs dans l’expression de 8^ on obtiendra 

(c£ -[-/ 9 x-j-;;^X^ -j- dx^-j-fX'^) [/(l) -|- 2 /'( 2 )x -)- • • ■ -(-«/(•«] x”“^ ] 

+ i (/5 + 2;-* 4- 3dx' + A(.x^) [/(O) +/(!) » H +/4) 

Soit 

S = cp (0) (p (Y ^ ■ • • -\-^p — 1) 4" ^p 4^) *”• 

On obtiendra, en développant et comparant les coefticiens, l’équation gé- 
nérale 

= O + l)/(p + 1) • « -|-ÿ/(rt ■ /3+ (p- - 1) ■ 7 + {p- 2)/(p - 2) • <>' 

+ (J>- 3)/(2> - 8 ) . « +i/(p) . fi+f{p - 1 ) . r+y\P ~ 2 ) . i+mi? - 3) ■ «. 

c’est-à-dire 

( ç’(p) = (jp+i)/(p4-i)-«+(p4-T)/(p)4+i/4(p — i)-r 

I +(P — i)/(p — 2).d-f (iJ — l)/(p — 3).£. 

Tome II. 
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En faisant successivement p = 1, 2, 2> on obtiendra toutes les équa- 

tions qui résultent de l’égalité des deux valeurs de 8. 

Quant à la valeur de w, on trouvera n-j-3=OT, donc 

n = m , — 3. 


dx 


4. De l’équation d{Q'\É) = S on tire en intégrant 

y R 


QfR=j8 


dæ 

Vr 


et en substituant les valeurs de Q et de 


(b) 


r dæ , fædæ , , / s Cæ^^-'^.dæ , , . f dæ 

- + '/> W J -ÿs 

= l/S[/(0)+/(l).a:+/(2).ic'+ ■ ■ ■ +/(»-8).x— ]. 


Cette équation contient la relation la plus générale qu’on puisse trouver 
par des fonctions algébriques entre plusieurs intégrales de la forme J ’ 


et c’est de cette équation qu’il faut tirer toutes les réductions dont les inté- 
grales de cette fonme sont susceptibles. Le premier membre de cette équa- 


/ ' P dx 

Vii ’ ^ 


désignant une fonction entière de ic, qui est intégrable par des fonctions al- 
gébiiques. 


5. Considérons maintenant l’équation (b). Comme la fonction multi- 
pliée par y R du second membre doit être entière, il faut que m soit égal ou 
plus grand que 3. Il suit de là qu’il est impossible de trouver une relation 

entre les intégrales j -y--^ j J ? / -- -- , et que par conséquent ces trois 


intégrales sont irréductibles entre elles par des fonctions algébriques. Si au 
contraire m est égal ou supérieur à 3, on voit qu’il est toujours possible de 


réduire 



à des intégrales de la même forme dans lesquel- 


les m est moindre; et il est évident que les seules intégrales irréductibles 
sont les trois suivantes 
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Ces intégrales sont donc les seules fonctions transcendantes contenues dans 

/ Fdx 

, P étant une fonction entière. 

9J2r 

, faisons dans l’équation (b), 95 (m) 

— — 1 , nous aurons 

/ x™dx Ç dæ , C xdæ , 

7r="<®)iw+‘^''dÿ5 + 

- fii [./'(O) +/{1) * +/(2) H h/(« - 8) I—] . 

D’après ce qui précède on peut faire 




f dæ 


on a donc 


(c) 


~ï'ïi 


cp(m — l) — (p(m — 2 ) = • • • — cp (S) = 0, 

'‘x^dx 


r = <rmf^i+9mf^- + <P(2)f- 


VÊ 


■yîHA0)+/(l)x+/(2)P+ ■ ■ • +/(m-3)x”-^]. 


Il reste à détei'miner les coefficiens 

(p(0), (p{l), (p(2), /(O), /(l), /(2) . . ./(m— 3). 

Pour cela faisons dans l’équation (a) p = 0, j?— 1 , . . . p = on obtiendra 
les équations suivantes, au nombre de 

(piP)= /(l)-« + i/W-A 

9 (1) = 2/(2) . a -[■ f/ (1) • ~\~f (0) • ïi 

cp (2) = 3/(3) . a + 4/(2) . /? + 2/(1) . + 4/(0) . d, 

0 =4/(4).a-[-i/(^)-/^+2/(2)-3^ + -|/(l)-‘^+ 2/(0).«, 

0 = 5/(5) . a + 4/(4) . /9 + 4/(3) . / + 4/(2) . d + 3/(1) . 


0 = {m — ‘à)f{jn — 3) . ce -(■ (m — 4)/(™ — 4) . /î A' — 4:)/(m — 5) . / 

-f (m — 1)/(«^ — 6) . d/- (to — 5)/(m — 7) . c, 
0 =(m— 4 )/(to— 3) . /?+(to— 3)/(7n— 4) . ;/4-(in— 4 )/(îw— 5) . d+(m— 4)/(m— 6) . «, 
0 =(m— 2)/(m— 3) ./ + (m— 4)/('»ï— 4) . d+(m— 3)/(m— 5) . «, 

0 = (to— 4)/(to— 3) . d+(m— 2)/(m— 4) . £, 

— 1 =z;(to— l)/(m— 3) . Ê, 

en remarquant que cp (m) = — 1 , q) (3) z=(p[4:)— • ■ ■ =(p{m — 1) = 0. 

12* 
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Au moyen des m — 2 dernières équations on peut déterminer les w — 2 
quantités /(O), /(l), . . ./(m — 3), et les trois premières serviront ensuite à 
déterminer (p (0), (p (1), (p (2). En élindnant on trouvera 


f(m — 3) = — 




r / r \ _ i m — 2) _ I) (w— I ) ^ ^ ^ 

oj — 1) (pi — 3) ('PI — 1) (pi — 2)(pi — 3) £■* 

(pi-f) 1^ (wi--|)(p i-3) ()y (p'- 2 ) (pi- | ) _ 

/(m ()) (,„i_ 1) (ni-4 ) ’ 'ê (m-l)(w-2)(m-4) ’ (•/»-!) (-w/-3) (w<-4) £•> 


' (wi— 2)(wi— 3)(m— 4) £* 

. (?n-3) g (P'-I) (Pi—I) ( p?.- f ) (vp -f) Jô 

J (^11 ) Qn—ï')(on—b) (w-l) (wt— 2) (w— 5) £® (w— 1) («i— 4) («/ — o) £■* 

(»n-2)(7n-4) , («-f) (m-4) 

(m-1) (m-8) (?m-5) £* (»i-l) (iw— 2) (wi-3) (pi — 5) £’^ 

I («i— !■) (m— 3) (m— f) , (■/«— 2) (j/i— f) (pi — I) 

^ («i— 1) (m— 2) (m-4)(jn— 5) £* (w—1) (pi— ”3) (pi —4) (■/«.-!')) fi'^ 

(m-|) (m-f') (pi— f ) (^-f) _ 

(m— 1) (m— 2) (pi — 3) (m— 4) (wi— 5) £® 


. 7. Pour exprimer en général le coefficient /(in — p), faisons f 

d=z:£^’^.\ y = £®, ^ = £®, « = Cela posé, on peut aisément se convaincre 
que /(m — p) est composé de termes de la forme 


(- 1 ) 


n+1 


m- 


7c + 1 


k'-j-7c 


m- 


2' 


(n-1) 


771 - 


Ic 


,(n) 


■\-p- 

2 


X 


- 1) (^m — /c) (on — /c') . . . (711 — Q}f — (v// — f) -|~ 2) 

1)^ ç(k'—k)^ £(*"— 7c') ^ ^ 1))^ 

e 7i + 3 ^ 


OÙ. les quantités k, /c', k" , etc. p — 2 suivent l’ordre de leur grandeur, de 
manière que k' > 7c, k’’ > k\ etc. p — 2 > 

En donnant avec cette restriction toutes les valeurs entières aux (juan- 
tités /c, k', k" etc. k^‘^\ et à n toutes les valeurs entières depuis le plus 

g-rand nombre entier compris dans g 2 jusqu’à p — 5, et en remarquant 

que chaque dénominateur aura «-|-3 facteurs binômes, on obtiendra tous les 
termes dont /(m — p) est composé. On a donc 
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I 



(m + 

1 ... 1 


i . 7d’‘>+p-2^ 

‘2 ) 

r — 

y”'” 2 j 

( 7/1 — 1) ( 7/1 — U) {iïi — ! 

l') . . . ( 7/2 ( 7/1 P X 


X 2)^ 

Ayant ainsi trouvé les quantités /(O), /(l), /(2) . . ./(to- 3), on a ensuite 

(e) cKl)=: 2 a./( 2 ) + |/3,/(l) + r./(0), 

( cp{2) = 3 a ../(3) +f /? .y (2)-l-2r •/(l)-h-| -/W- 
8. Appliquons ce qui précédé à. un exemple, et pioposons-nous de le- 
duire l’intégrale 

Jvli' 

On a 'tn = 4-, n = 'ïïi — 3 1 , donc 

-p[y(o)+/(i)-^]- 

Par les équations précédentes on a, en faisant îr. = 4, 

/(i) = - è . m = ï& . m =/(3) = =tc. = 0. 

En substituant ces valeurs dans les équations (e), on aura 

<p(0)=:yV-Ç — i-'e ’ 


y(2)=|- 




2 


En substituant ces valeurs, on aura 
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9. Dans le cas où (3 = y = â = 0, la valeur de /(m — p) se simplifie 
beaucoup, et se réduit à un seul terme. En effet, comme = = 0 , 

= il est clair que tous les termes s’évanouiront dans l’expression de 
f(m — p), excepté ceux dans lesquels on a k — l = k' — h = h" — k' = - ■ • 
=p — 2 — /c*^”^ = 4. On a donc k=b, k' = 9^ h"=Vi^ . . . = 4w -|- 5, 

25 = 4 %-]- 11, d’où n= ^ . Chacune de ces quantités «, fe, . . . M”'’ n’a 

donc qu’une seule valeur, d’où il suit que J (m — p) ne contient qu’un seul 
terme. De plus comme on a trouvé ^ = 4«-)-ll, il est clair que toutes 
les quantités /(m — p) s’évanouiront, excepté celles de la forme 
f(m — An — 11), dont la valeur est 

, — 3) («I — 7)(m — 11)... (»i — An — 7) a”+® 

^ - (m — 1) (m — 5) (m — 9) . . . (in — An — 9) £«+» ’ 

OU bien en mettant n — 3 au lieu de w. 


f(m 1 r I lV-r 3 )(m— 7 )(w— ll)...(m — 4 w + 5 ) a’-i 

Pour déterminer (p ( 0 ), 90 ( 1 ), 95 ( 2 ), il faut distinguer quatre cas : 

1) si în=:4r, 2) si m — Ar-\-l^ 3) si m = Ar-\-2, 4) si m = 4r-|-3. 
Dans le premier cas on a 

f{Ar — An-^l) = {—lf 
En faisant w=:r, on a 


(4r — 3) (4r — 7) . . . (Ar — An -)- 5) 0 ’““'- 
(Ar — 1) (4»’ — 5) . . . (4r — An -j- 3) e” 


//.N / -,y5.9^^3^.^(4^3) 

— 1 3.7.ii...(47’— 1)' fi*- ’ 

y (0) = «./(!), 95 (1) = 93 (2) = 0. 

Dans le second cas on a 

/Ur _ -1- 21 — f — D" (4r-2)(4r-6) . . . (Ar -An+%) 

En faisant n = r^ on a 

J{^) — K ’ “478.127.”". 4"r ’ 


9 ^( 1 ) — 2 a. /( 2 ), (p{0)=z(p{2) = 0. 

Dans le troisième cas on a 

(4r-— l)(4r — 5).. .(4r — 4n + 7) 


/(4r — 45 ï-|- 3) = ( — 1 )”. 
în faisant n = r, on a 


(4^ -f- 1) (4r — 3) . . . (Ar — An -|- b) 


^n—1 

‘ 
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/ 1 V- • • • (4^ - 1) 

— K 5. 9.13...(4r+l)‘ £'• 

(p{2) = Sa.J{2>), (p{0)=(p{l) = 0. 

Dans le quatrième cas on a 


/(4r — 4?2 + 4) = ( — 1)" 


4cr{4ir — 4) (4r — 8) . . . (4r — 4n -[- 8) 

(49'* -|- 2) (4r — 2) . . . (4r — 4?? -|- 6) 6’*' 


donc 


/(l) =/(2) =/(8) = 0, V (0) = <(. (1) = V (2) = 0. 

10. On a vu que trois fonctions transcendantes sont nécessaires pour 
fPdæ 

intégrer la différentielle J ? ^ étant une fonction entière. Donc si Ton 
veut réduire ce nombre, il en résultera nécessairement certaines relations 

P JP 

entre les quantités a, /3, e. Si l’on veut par exemple que / ■—=: soit 

intégrable algébriquement, on doit faire (/)(0) = fp(l) = fp(2) = 0 , d’où il 
résultera, entre les cinq quantités a, /?, jq d, f, trois relations, par lesquelles 
on en peut déterminer trois en fonction des deux autres. Déterminons par 

devienne intégrable algébrique- 


J VE 


exemple a, /9, jq d,- s de manière que 
ment. 

On a vu précédemment que dans ce cas 

(iô 


9 (0) — W ' 


r^(l) 




i' 


1- . 


(p{2)= -I 


iVgS- — -â- 


2 . 

F 


e 

Comme ces quantités doivent être égalées à zéro, on trouvera 


donc 



N 

, T) . 
"S* 

«; = 
il 

t-j-t 

.A . Al 
^ € 

î 

/?= 

= 2 

• I Y 

II 

. 1 5 . 

1) yc 

g2 "3 2 ’ 

a =■ 

- 5 

/M 

1 2 5 



-■S" 

£ 

— Y'S'iij 



2 5 . 
"5'6' 


+ 

2 f) . 

æ-f-i’i 

)_ . -j- âx'^ -]- ; 

£ 



D 
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jnc lorsque R a cette valeur, on a 

[x^dai I r à 






n faisant d = 4 et £ = 5, on obtiendra 
r x^clv 


yî + 2;e -)- 3*^ + 4a;“ + 5 æ‘^ 


= T-V (x — 1) |/l -|-2x-[- 4.'U^-|- 5xf 

Oî-i 


Réduction de l' intégrale / — 
J (a 


dx 


- a f' Ÿ'ii 


11. Pour réduire cette intégrale il faut, d’après ce quon a vu précé- 
îmment, différentiel* Q^R en supposant Q fractionnaire. Faisons d’abord 

n— V’W I V'( ^) I 4 _ . . . _ 4 _ 

^ Æ — a (æ — a) ^ ' (æ — rt) * ‘ (x — ' 

OÙ l’on déduit en différentiant 

dæ 2 1// (2) dœ 3 1// (3) <i» 


(x — a)=* (« — af (x — a)^ 

Pour rendre les calculs plus faciles, faisons 


( m — 1) ?/< [m . — 1) dx 
(cV — aj™ 


!=a + /3x + j'X^ + f æ* = a’ + /?'(x — a ) + /' (x — af + d’(x — aj + s' (x — a)'* . 

our déterminer d', é', mettons x-{-a au lieu de »■, nous aurons 

yS’^X-j— |— d''x''*— [- £'’x'*rr: a — [— (x — ft) — |— J' (x -]— u)" — |— d (x — |— ft)'* — |— £ (.X — |— U.)'*’, 
n tire de là 

a' = a fta y<R -f- “h 
/5' = /? -f 2 /a -1- 8 da' + 4 ea?, 

Y - — j — ^ ÔQj — j — 0 ££I , 

8' = S -|-4£o, 

s' — f. 

n différentiant li! on aura 

îix = /5' -f- 2 (x — a) 3d' (x «y -|- 4 £' (x 
[aintenant la différentielle de QYR donne 

d[Q-^i)= ; 
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donc en substituant les valeurs de Ç, dR et dQ on obtiendra: 
rZ(QyS)=[«'+^'(.r-«)+/Or-a)H(î'b«-a)^+£'(.-i--tt¥] _ . 

\ (x-ay 
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('m-1) 0(m-l)\ dx 


+-|- [/i'4-2/ (7b'~a)+3(3''(.t’ — a)'*^+4£'(.^'--a)^] j- 


r + TT - 


(x-a) 


(x-af' J y R 

dx 


(æ- J y R y R 


Supposons 
Cela posé, on obtiendra aisément 


X 


(f) 


<p'{0) = 

CpXl)=: idXl), 

cp'{2)= .V(l), 

I xiR) — ~ a' {p — 1) ip{p —Ï) — X il) — I) ip{p) — y' P xp{p + 1) 

1 — (V {p + 1) ■ip{p 4- 2) — ê' (p -j- 1) xjj^p -j- 3). 

F aisons 

(p'{{)) (p\l) (æ — a) -|- (p'{2) {x — ayz= (p{()) -f (p(l) x -f (p{2) x\ 

nous aurons 

(piO) = (p'{0) — a (p'{l) 4- (p'{2) — e'yj{S) — i- â'ip{2) — (| aâ' — «'rt®) 

9(1) == 9'(1) — 2a (p'{2) = (4- â'—2 ad) ^^(1), 

(pi2)=zcp\2) = sip{l\ 

ou bien, en substituant les valeurs de â' et e\ 

l' 9(0) = — (I aâ 4- fa4 — Y (/5' 4- '/'(2) — « </'(3), 

(g) j y(l) = if5'V<l)5 

( 9(2) = £9(1)- 

12. Si l’on multiplie la valeur de 8 par j qu’on prenne ensuite 
l’intégrale de chaque membre, on obtiendi'a en substituant la valeur de Q , 


(i>) 


«U, 4|-+^(l)/g +^(2' 


dx 


Vit 



(æ— a) V'M ~^^^^^J(x-a)^VR + ' ' ‘ j 

V<1) , 9(2 ) , 9(3) I _ _ _ I — 1) 

X — a ‘ (x — «P ‘ {x — a)^ ' ‘ (t^’ — 


dx 


Tome II. 
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du; 

(x—ay»V]i 


[1 est clair que par cette équation on peut toujours réduire l’intégrale 
si TO est difïérent de 1; car elle suppose évidemment m> 1. f - peut donc 

. J Vi? ^ 

. . , -, r dit: Ciedx 

être exprimée par les trois intégrales J ) J ? J et par 1 intégrale 

C dx 

j- niais celle-ci est en général irréductible. Je dis eu général, 


{æ — a) YM ’ 

car on conçoit qu’on pourrait déterminer les quantités u, a, /?, jq d, s, de 
telle sorte qu’elle devînt réductible, ce qui a elïéctiveineut lieu, comme on 
le verra ci-après. 

En faisant dans l’équation (b) (2) — Jï (3) = (4) — . .. 

= X (™ — 1) — 0? on obtiendra 


(i) 


(æ — ày^YR 


YM I lP:X _L I . ''''.0 .. _1 L IJ. 

' [ Æ — a ' (a‘ — a)“ ' (æ — a-Y ^ 


13. Pour déterminer les coefficiens, faisons dans l’équation (f ) y = 1, 
2, 3, . . . m, nous aurons les équations suivantes: 

x(i) =- - i /5V(i) - r'm - 1- - 264^4), 

0 == «V(l)-h|/:?^./<2) + 2r>(3)-h4dV(4) + 3.Vdb), 

0 2n>(2) + -i- /-r v<3) + -r''/'(4) + 1- .r ./<5) + 4eb/i((i), 

0 3ab/i(3) -{-I ft'iiYY) + 47 X 5 ) -f f d'i/^O) -j- 5fb//(7), 


0 = (îft — 3) ab// {ni — 3) -j- {ni — |-) (i'ip{vi — 2) {ni — 2) y'ijj{ni — 1), 

0 — (m — 2) a ' (// {m — 2 ) -[- {ni — |) ft' 1 // {m — 1 ), 

1 — (m — l)a'xp{ni — 1). 

En éliminant 011 trouvera 


xp {ni — 1) ; 


1 

'"m—i 


1 

a' 


_ («'—#) Y 

{m — i)(wt — 2) a'® 

(«i — iK'wi— I) 

{m — î j {m — 2) (m — 3 j 

Four exprimer le coefficient général, faisons 


xp {n — 2) : 
xp{ni — 3): 


a' ■’ {m — 1) (ia — ■ 3) a' “ 
M — /æ. On tire de là 
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® P ? / • O J 2 5 • 


cP fa 


d^fa 


da ^ 2 . 

Cela posé, on aura en général 

Æ+i 


2.3. ’ 


2.3.4.^Za^ 


(“-■*’)=- (7«)« ' 


*'+Z; 


(k) 






JO — jfc 


1) (w — (wi — . . . {in — (in—'p^ 



ï . 2 . . . (/c — ï) dai‘-^ 1.2... (k'—k) cla’‘-’‘ ' ' ’ 1 . 2 . . . {p—k<n))d^ 
le signe .2” ayant la même signification que dans l’équation (d). 

Ayant ainsi trouvé on aura (p{0), (p{l), (p{2) par les éq 

tions (g), et ;;f(l) par l’équation 


( 1 ) x{l) = - i-f'ayj{l) - Lg f{ 2 ) - 1 _ 2 


14. Prenons comme 


exemple J~ 


dx 


(^x — aj ili 


On a ?w — 2, donc 


dx 


{x — af Ht 



: CD 


dx 


Ht 


■CfJ\ 


xdx 


Ht 




a-^dx 

"Ht 



dx 


(x—a) yî? 
■fR 

' n. 




fa a + (ia -(- -f- ôa^ -f- ed^ 


x{\) — — \fa.xp{l): 


1 

^ ,A ■ 


1 


(^-\~2 y a -f - 3 ôa^ 4" 


a (3a ya^ ôa^ -[- €a^ 


(p{0) — — (4 aâ -|- ea^ 






<f(2) : 


’.F« 


En substituant ces valeurs, on obtiendra 

(m^ + Y 


r dx (m^ A Y (îa) r dx ô ® Çx^dx 

J (x — à)- ÿ fx J l/fx 2/a J ÿ/,; fa J Yfx 


^ fa r dx Va 


Si a = 0 on a 


(x—a)y/x {x—a) fa 


r dx â l'xdx £ l'x^dx 

J xHît~^“J ^ J W 


x^dx ^ ^ r dx yit 


^ ce J xYË ccx 
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15. Par la forme qu’on a trouvée pour les quantités i/'(l), i/^(2) etc., 
il est évident que l’équation (i) peut toujours être employée si a'^ 0 ; mais 
dans ce cas elle devient illusoire à cause des coefficiens infinis. Il faut donc 
considérer ce cas séparément. Or a étant égal à zéro, on a %{;}rù) = 0, 
donc l’équation (h) prend la forme suivante: 




in 

. ys + 




(Ix 


1 V< 1 ) J 

L ^'( 2 ) 

— a~‘ 

r (x—ay> 


(x — rt)"* i/i 

(.-B— a)™ 


où l’on a mis m-\~l à la place de m. Dans cette équation on peut faire 
m=l. Donc il est dans ce cas toujours possible d’exprimer l’intégrale 

— — par les trois intégrales 

{x—aYili ^ 


C dx r.xdx Çx^dæ 

ïT Jyïï’ J yn' 


Pour achever la réduction, faisons — 1, x(l) = z(^) = ' 

Par là on obtiendra 


:0. 


(10 


dâ! 


(x—ayiL 


.=y(0)/^ + y(l)/*5 + ^(2)_ 


X — a ' {x — oŸ 

En faisant maintenant dans l’équation (f) p — 1, 2, li 
les équations suivantes: 

— Y /^V(i-) “f" H~ l- “h 

0 = 1 /?V(2) -f 2y>(3) -1- 1 d>(4) + 36>(6), 


fx^dx 

^Vé 

+o' 


/'(■»0 


{x—dy 
7 ) 1 , on obtiendra 


0 : 


I ^V(3) + 3y V(4) H- 1 â'fib) + 46- V(6), 


0 — y) — 3 ) -|- (m — 3 ) y ( to — 2 ) -|- (m — (Py/ (to — 1 ) -|- (m — 2 ) 6 ’i// (îu) , 
0 = (zu— - 1 ) (m— 2 ) -|-(m ■— 2 ) y'ip (m — 1 ) -|- (w~|-) d'ip (m), 

0 = (m— I) ft'ip {m- 1) y'yj (m), 

De ces équations on tirera en éliminant: 
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/ i\ — 1) / 

\p[m. — 1) — •— ’ , 

_ 21 =r (w — l)(m-2) ^ (rn-^) ô'_ 

‘ (wi— ^)(«i — f)(w— |.) /i's (,M — ^)(»2 — f) /9'2 


Le coefficient général pent s’exprimer de la manière suivante: 


( ly» l' 




7j(^0 I 7.(îi— 1) I 




J (/'«)“+=> + + ^ — F)... 

[ 1.2...1i:.da'“ 1 . 2 . . . (A' — ' ' ' 1.2... (p — iW-j- 1) rZaî’-*'’‘'+i ' 

16. L’équation (L) a lieu si «' = 0, c’est-à-dire si a-\-l3a-\-/a^-\- 
fW-)- «a* = 0. Il sirit de là que x — a est facteur de li. Donc: 

“Toutes les fois que x — a est facteur de i?, on peut exprimer l’inté- 

T C dæ ' , , . . . , C dcv ('xdx fxddx 

grale / — par les trois integTaies l ; , | . Dans 

^ J (x-arVii ^ ^ J Vit J VE J VE 

tout autre cas cela est impossible, car l’équation (li) suppose w>l.“ 

/ dæ 

X — a étant facteur 

(a! — a) VE 

de li. Comme 7n=l, on a 


(x-a)Vii 


Ve ' a■•— « 


JL 

L’équation (m) donne 'VO-) — — équations (g‘) donnent 


y(0) =:= — {ta? -j- -l- da) 'i/'(l) 
9>{1)=+ <> V'(l) = fl’ 

,f(t)=e,f(l)=p-a 

En substituant ces valeurs on obtiendra 


(2 ecf? -j- 

. 


{æ — a) ‘Ÿli 


(^ea^-^-aô) Ç dæ . ô Cædæ, 2e C/v'^dæ 2 V R 

^ ' j Ve Ve VË .A 
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— (x — a)(x — a') (x — a") (x — a'") = /æ, 


— a'+ a"-^a"'\ a = 1, fx = {x — a') {x — a") (æ — a'") -[ 

f'a = (a — a') [a — a") (a — a'"). 

In faisant ces substitutions, on aura 

r do! __ a^ — a(a' + a"- \-a"') a + a'-^a" -{-a'” rxda: 

J — a)VË ^{a — a')(a—a")(a — a'")Jyjï (a— a') (a— a") (a — a'") J yji 

J 2 2 yiî 

' (a — a') (a — a") (a — «■"') J y R (« — a')(a — a''){a — a'") æ — a 

17. Chercbons maintenant à trouver une relation entre des intégrales 

/ ' dx 

Pour cela faisons 

{x-h)yR 


{x—h)yR 


{x—V) 'VR 


(x-h") ÿ'R 


En différentiant, on voit aisément que la forme la plus générale qu’on 
uisse donner à Q est la suivante 

O— I I I 

X — a ' X — a' X — a" ' x — a"' ' 

— a, X — a', X — a", x — a'" ■ étant les quatre facteurs de Ji. On a donc 


(x — a)yR 


lx-a')ÿR 


[x—a")VR 


(x—a"') y R 


^ \ Æ — , T, — a' ' — rt" ' .r , — a/" j 


I bien, en substituant les valeui’s de / — 'i - etc. trouvées plus liant,' 

J (x — a)y R 


2 ea^ -f- aJ 


+v’(i) 


2£a'^-\- a'ô 




2 


„(s)?fCd:A::'>l f't 


j â çp(0) , â (p(l) I â (p(2) I ô(p{3) \ Cxdx 

■ [ T'a ' 7V“ + Ya/'- “T jyir I J ÿ- 

2« 9<0) , 2s(p(l) ,2s(p(2) , 2srf(3) ] fx^dx 


”'1 .f'a ' .f'a' ./'«" ‘ f'a'" jj ÿR 

( A -L- A 'J- A "-L. A ^ \ 

— ^^R .) /'« I I ^ I ^ ^ l 


L11.A I 

: — ff. I .r — n.' ' 
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On a donc. 

A- 

f a ^ 


2y(i) 

fa' ’ ~ fa" ’ 


M3) 


A (2 £ f + ad) + A' (2 £ a'-^ -f a'd) + A'' (2 £ a" a" d) + .4'''(2 £ a'" ^ + a"'&) = 0 , 

A-l-A'-j-A"-j-A"'=0. 

On voit par là qu’on peut faire Tune quelconque des quantités A, A' etc. égale 
à zéro. Soit par exemple A!”— 0, on aura 

A" = — A — A, 

A [2£ (a“— «"'0 -1- d (« — a")] + A' [2f — a"’*) + d (a' - a")] = 0 ; 

donc 

en faisant 

A = 2£ {a"'^ — fd’* ) + d {a" — a') = {a" — a') {a" + a'— a — a'"), 
et par suite 

A''= 2e f) d («'— a) = (a'— a) (cd-f a — a" — a'"). 

On en déduit 

(p(0) = 4“ (« — (/-') (« — a") (« — («' — «") (fd -|- a" — a — a"')i 

(a' — a) (a/ — a") {a ' — a'") (a" — a) (a -j- a" — a' — a'"), 

(p(2) = -l- (a" — a) (a" — a') (a" — a'") (a — a') (a-|- a' — a " — a'"), 

^ J {x-a')iR A{x-a")fR ' \x-a^ x-a'^ x-a" ] 

Cette équation contient, comme on le voit, une relation entre trois quelcon- 
ques des quatre intégrales 

r dx r dx r dx r dm 

J (x - f VJi ’ J (7- (/) l/ii ’ J If— a") va ’ J 

d’où il suit qu’on peut en déterminer deux par les deux autres. 

18. Proposons-nous maintenant- de trouver les relations qui doivent 
exister entre les quantités fp(0), 'p(l), (p(2) pour que l’expression 


soit réductible 


ible à des intée’rales de la forme f . 

^ j{x — a)iR 
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On voit aisément par ce cpii précède que x — a doit être facteur de R. 
)n peut donc à cause de l’équation (n) faire: 


‘ (Ix 

Tè 


X dx 

yr 


dx 

Yr 


Y J 

^r-A' 1 

f 1 

U ' 1 / 7 ? 1 

f B J 

k 1 

-a)YR 

^ J 

0-— a')y;B ^ 

r M*- 1 

[ — a ' 

' X — a' 1 


lu substituant les valeurs de 
ion du nâ IB, on obtiendra: 


fa “I 


iYfm SYYn P" 

! (hü fl ^ ^ ^ à à' \ f\vcLu 

7 V “ I j VS + 1 ^ /-v ) J Wt 


H* ( 'p(2) 

)n a donc 


2s 2e \ fx^dx 


. A ^ A - 

fa ^ ff]j ŸL 


B + jr 
/ « 1 

B' Y Yt 

‘ f'Y 

~l 

X — a ‘ 

X — et' 


:0. 


A=-.\B.fa, A' = -\B’.fcY 

^(0) — H (2 scY üâ^ — JS'^^2 |— ct^â^ =. 0^ 

<|.(l) + I<»{Æ + £') = 0. 

»i(2) + j(2;7-A') = 0. 

în éliminant B-^B' entre les deux dernières équations, on aura 
2f ip(l) — d' (p(2) 0, d’où (p(2)r=r^î(p(l). 

^oilà donc la relation qui doit avoir lieu entre (p{2) et (p{l). En faisant 
> (1) = 0 et (p (0) =: 1, on aura 

(p{2) = 0, B' = -B, l=|ü[2€(a^-q'^)-f (î(u, — a')], 

JR — ? p/ 

(a — et') (a -P a' — a " — a'") ’ 

onc en substituant, 

(a — a") { a — a’") Ç dx l K— «"') f dx 

^îi {p- +« a a)J(Æ — a) YR {a" -{-a'" — a — a'}J — a'')']/ R 

I 2YR 


/ ' dx 

Yr 


(et -j~ a' — cY — a'"^ (x — a) (x — aQ 
Si ron fait cp(0) = 0 et (p(2) = 1, on aura 
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d’où l’oii tire 


B [2s — a'^) -|- d (a — a )] — 1 2a' -j- 


‘ £ 


^ a' (a! — a — a" — a'") 

{a-\-a' — a^' — a'") (a — a') ' 

p/ a (a — a' — a" — a'") 

{a-\-a' — a'' — a"") (a' — a) 


Cx^dæ , ô' Cæda 


L's, on obtiendra 



Cl (of — a — a" - 

-a'"), fa 

r dx 

2 (a! — Cl) (a -\~ a' 

-a" -a’") J 

> 

1 

1 a (a — a ' — a"- 

* 2 (a — a') (a a' 

-a'"), fa' 

r dx 

-y'-a''0J 

' (x—a')V~R 

i 

1 

■ a" — a'") 

a (a — a' — a' 


/ dx 

par les in- 

tée-rales (- et / : mais cela ii’a pas lieu pour les inté- 

J (a; -a) VU j {x-a')VR' ^ ^ 

, Cx^dx C xdx r^, , 1 .,.1! • Cx^dx , ô C xdx , 

grales J J ÿW ^ seulement 1 expression J + T J y 

peut exprimer de cette manière. Dans le cas où a -j— a' ==■ a'' — [- a"'j les 
deux équations du numéro précédent deviennent illusoires. Dans ce même 

/ dx 

(.« — a) y it 

En effet, en multipliant une des équations du numéro précédent par 
a -Va' — a" — a'", on obtiendra 

ia-a") = “ (iixLo ’ 

ou bien, puisque a — a'"=a" — a' et a! — a"'=a" — a, 

Ç dx I f‘ dx 2 V B, 

j {x—a)V^ 'J (x—a')VÉ ““ K— a) {a"— a') {x - a) {x — a') ’ 

B = {x — a) (x — a') (æ — a'') (x — a — a'-\- a"). 

20. Nous avons maintenant épuisé le sujet de ce chapitre, savoir de 

réduire l’intégrale autant que possible par des fonctions algébriques, 

et nous avons donné des équations par lesquelles on peut, avec toute la 


Tome II. 
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’acilité possible, réduire une intégrale proposée quelconque de la forme pré- 
îédente. 

Eeprenons les résultats généraux; 

1. Lorsque P est une fonction entière de x, J est toujours réductible 

. . , C dx r xdx Cx^dx 

^ J VB J VB J VU 

2. Lorsque P est une fonction fractionnaire de æ, l’intégrale j sst ré- 

ductible aux intégrales f ^ et à des intégrales de la 

^ J VB J VB J VB 


forme 


k 


dx 


(æ— a)VjR 

3. Lorsque x — a est un facteur de l’intégrale / "--—y- est réductible 

^ Jix-ay»VB 

aux intégrales >, mais dans tout autre cas cela est 

Z’ J VB J VB J VB 

impossible. 

4. Il est impossible de trouver une relation entre plusieurs intégrales de la 

/ dx 

^ — -r=r , à moins que x — a ne soit facteur de B, mais alors 

(.« — a) VB 

on peut trouver une relation entre trois intégTales de cette forme; si de 
plus a a' z= a" Ay a" \ ou peut trouver une relation entre deux d’entre 
elles. 

5. L’intégrale / peut s’exprimer par deux intégrales de la forme ( — ---- - j 

J VB J (x~a)VB 

X — a étant facteur de ii, si a-\~V diffère de a" -j- a!” . Les inté- 

/ 'ü dx f* (I P/ 

et J au contraire ne peuvent pas être exprimées de 

cette manière. 


CHAPITRE II. 


Bédiiction l'intégrale J par des fonctknis logarithndques. 


21. Dans le chapitre précédent nous avons réduit l’intégrale 
es fonctions algébriques, et nous avons trouvé que son intégration exige les 
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, /> ,- • , f dx r.vdx Cic^dæ , C dx . , , 

quatre tonctions suivantes ^=, 1 — 7 =, et / qui en o-ene- 

^ J VB j VR j VR J(x~a)VR’ ^ ^ 

ral sont irréductibles par des fonctions algébriques. Dans ce chapitre nous 
cbercberons les relations qu’on peut obtenir entre ces quatre intégrales par 
des fonctions logarithmiques. Pour cela il faut trouver la fonction logarith- 
mique la plus générale dont la différentielle soit décomposable en termes de 
la forme 

Aæ'^dæ Adw 

Vr ’ (æ— 

car en intégrant la différentielle ainsi décomposée et faisant usage des réduc- 
tions du chapitre précédent, on obtiendra la relation la plus générale qu’on 
puisse trouver par des fonctions logarithmiques entre les quatre intégi-ales 
proposées. 

22. On peut se convaincre aisément que la fonction logarithmique 
cherchée doit avoir la forme suivante: 


r = ^ log (P4- çp) 4- A' log (P' + Q'-yR) 

-f A" log (P” + (3" P ) -] h log (P<”> -f yp ), 

P, Q, P', Q' etc. étant des fonctions entières de cc, et A, A' etc. des coeffi- 
ciens constants. 

Considérons un terme quelconque P= A log (P-f- En différen- 
tiant on a'ura 


dT=A 


dF+dQ.VR + i 


QdR 

Yb 


PA- QVR 

ou bien, en multipliant en haut et en bas par P — Q^Rj 

-,m A PdP- Q {BdQ + 4 QdR) I . iPQdR {PdQ— QdP) R 

(il— A [P^^-Q^R)iR 

d’oh l’on tire 


r=4iog{T’-C’JJ)+4 /- 


\PQdRA- {PdQ - QdP) R 


{P^—Q^R)VB 


Il est aisé de voir qu’on peut faire abstraction du premier terme de dT qui 

A 

est rationnel, et qui donne, dans la valeur de 1\ le terme -^log(P^ — 
en retranchant donc ce terme de P, il restera 

log (P + e VB)- 4log(P‘- C'B) = 4 log 

14 * 
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On peut donc faire _ _ 

T — _1_ J.'loo- 4- • • • 


La différentielle de cette expression ne contient aucune partie ration- 
nelle ; on aura en différentiant 

^PQdR-^2 {FdQ — QdP) R , ,,P' Q' dR-\-2{P' dQ' — Q' dP ') R , 

” [P-^-QUi)iR ^ 


= 8‘ 

Pour trouver 8', considérons le terme 


,, dx 

ïïi 


A 


PQ dR -f 2 {PdQ — Q dP) R _ M d^ 


De là on tire 


(P2_ QUÎ)i'R 


- Ri-QHi 


ilx 


Q 


^ iR 

ilP^ 


ilx 


R 


En différentiant N=P ^ — on aura 

dN=z 2PdP— 2QdQ.B—Q^ dlî, 

d’oà 

P dN= 2P^dP— 2PQ dQ.R—QU^dli, 

et en substituant pour P^ sa valeur 

PdN= 2NdP^ 2QUîdP— 2P QJidQ — QU^dP-, 

c’est-à-dire 


2N 


dP 

dx 


,(ÏN 


donc 


Q 


_ PQdR±nPdQ - Qd.P) R , 
dx ’ 


2N — P‘^ ^ 

N=P^- Q^P. 


23. Par la valeur qu’on vient de trouver pour M, on voit que si 

M 

(x — a)*" est un diviseur de N, (x — a)®“‘ doit être diviseur de M ; donc 

B 

ne peut contenir aucun terme de la forme y- ? m étant plus grand que 


(æ — a)™ 


Pf 


l’unité. Les termes fractionnaires contenus dans la fonction sont donc tous 


de la forme • Si de plus x — a était facteur de P. il le serait aussi 

de P, donc dans ce cas M çit N auraient x — a pour facteur commun. Donc 
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^ ne peut contenir aucun terme de la forme , x — a étant facte 

de B. 

M 

Pour trouver la forme.de la partie entière de supposons que P S( 
un polynôme du degré m, et Q du deg'ré n. 

Il faut distinguer trois cas; 


1) si TO>n-j-2, 2) si m<M-|-2, 3) si 7n = 7i-\-2. 

1) Si m>îî-j-2, N est du degré 2»?., et M du degré m-|-ra-|-3, doi 
^ est tout au plus du degré 0, donc la seule partie entière qui puisse 
être contenue, est une quantité constante. 

2) Si m<w-j-2, N est du degré 2%-|-4, et M du degré 
M 

donc est tout au plus du degré 0, et par conséquent sa partie entiè 
est une constante. 

3) Si m = i\r peut être d’un degré quelconque moindre que 2 

Soit donc N du degré /i, on voit que M est du degré /«. -j-m — 1 — n -. 

-|- 1, si n’est pas égal à 2??. -|- 4 ; car alors M est du degré ,it et • 

M 

du degré 0. Donc dans ce cas est tout au plus du degré 1, et sa par 
entière est de la forme 

M 

De ce qui précède il suit que ^ est toujours de la forme 


^ = Bx + H — - — [- H 

N ' ' — a ' X — a ' X — a ' 


X — a, X — a\ X — a", .. . n’étant point des facteurs de B. 

/ x^ dx 

est irréductible dans tous les es 
elle constitue donc une fonction transcendante particulière. 


D’après la valeur de il est aisé de conclure que - j- a la forme 


dT 

dx 


[ h _L. Vrr __L 

L JJ 

T tr 

. -4- . . . 

1 ’l 

/D — 1 — lii •lu — T 

æ — a * X — a' ' 

X — a" ' 

1 * — «m) 


d’où 
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Voilà donc la relation la plus générale qu’on puisse trouver entre les 
ntégrales proposées. 

24. Pour appliquer l’équation précédente, je vais résoudre les cinq pro- 
dèmes suivants: 

~^j= et J — par le plus petit 

rombre possible d’intégrales de la forme 


r dx 

j (x-o)i R 


/ Pdx 

au plus petit nombre possible d’intégrales 


le la forme 


h 


dx 


P étant une fonction fractionnaire de æ, et l inté- 

{x—a)VR^' ’ 

r dx 

;Tale décomposable en termes de la forme / 

J (* — < 


{x — c) y R 

3. Quel est le nombre le plus petit d’intégrales elliptiques entre les- 
;[uelles on peut trouver une relation. 

4. Trouver toutes les intégrales de la forme 
•râbles par des logarithmes. 

dx 

(x — a) y ït 

f logaritlimes. 


r(k-\- k'x) dx . . 

i / ^ — fr'u-i sont inté- 


y~R 


5. Trouver toutes les intégTales de la forme ( < 1^.1 peuvent 

J (x — a)’' ^ 


’exprimer par les intégrales 




dx 


et 


Probl'ème 1. 


Ivprimer l’intégrale J par le plus petit •nombre possihle d’intégrales de la forme 


J 


{x- 


dx 

-a)ÿÂ 


25. Soient P, Q, P\ Q\ P'\ Q'\ . . . P^o^ respectivement des degrés 
i, n, m', n\ m", n'\ . . .my\ ry'\ ces quantités contiennent 
[-• • • q coefficiens indéterminés. De plus les coefficiens 
i, J.', . . . dl^o a,u nombre de r-|-l. On a donc en tout 
. . . _j_ 9^(0 _|_ 2r -1- 2 = a' coefficiens indéterminés. 
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Supposons qu’on ait 

m = m' = n'-\-2^ . . . 2, 

m'î’+i>>TO<^+«+2, . . . + 

,.;j(î>+y')^^(?+p-)_|_2, . . . m‘’'^<TO«_j-2. 

11 suit de là que 

N est du degré 2??i, 

N' 2m', 

N" 2m", 


...... 2mfî’-«, 

2'm^^\ 


jy(p+}>'-i) est clu degré 

2n‘^+^''-j-4, 

^(i>+î>'+i) 2w^^+^'+^’-i-4, 




2rï« + 4. 


Par là on voit que 




JV(0 


(J — |— c'i ^ — j— O-^ — (— • ■ * “j“ é^' 


J 1 1 ' _1_ ^ U" L l Æ -j- a,- -| r 

: /c -j- /c æ æ + 11, -1 [- x>v A”' 


■.s, 


ou 


+ 


y = 2m + 2m' + 2m" H h 2m<^+^'-^>+ 2■?^'^+^'>+ 2.i'^+"'+«+ 

-\- 4: {r — P — p' -{- l), et »''< »'• 

Puisqu’on a a' coefficiens indéterminés, on peut faire en sorte qu 


devienne de la forme: 


c+c"xA-h---+ 

b = k^kx-{- jyjpy^ q p <.'+2 • 


h et W étant quelconques. 


On peut donc exprimer par y -a' + 2 intégrales df 
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:briiie / ^ — — • Il faut maintenant déterminer m, n. m' . n' etc. et r de 

nanière que la quantité v — ce' -|- 2 devienne aussi petite que possiblg. 


On a 


a'= 2to + 2m' -f 2m" -j 2_p 

. . . _[_reW_|_2r-|-2. 

y — a'-j- 2 =m^^'’-|-m<'^+^'’-(-m^^+^^-)- • • • -|- 




îCp+p'— 1.) 


— m^^ +^'> — - 

n(P+P’+l) . 




4 (r — P — p' -|- 1) — 2r -|- 2_p. 

3n voit sans peine que cette expression devient minimum, en faisant p' = 0 
3t r=p — 1. On obtiendra donc v — a'-|-2 = 2, r restant arbitrage. 11 
s’ensuit qu’on peut faire 


I . . . 4_ 

= h-\- h'x -j — — — I — • 

‘ ‘ ûJ — a ' c't* — a 

En multipliant par et intégrant, on aura 


I' (k -|- k'd) doo 

Î71 


rjif j jr/ 

J YB J ix—a')YB 

26. Comme r est arbitraire, il est le plus simple de faire r=0, ce 
pii donne 

T'^^.log--±^^4^^^ 

®P- QVB 

3e plus, comme n est arbitraire, soit n = 0, d’où îw — % -j- 2 = 2. Faisons 
lonc 

P—f ~\~f" ^ — 1 } 


P+ qYb 


in aura 


A=P>- $>Ji = (/+/'a;+/'*’)*-7i, 

J/= 4 ( aP" — = A ( P-? — 2A -T- 

1 dx dx / dx dx 


N=D^D^x^D^x\ 
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on aura 


D =f-a, 

A=/^ + 2/r-/, 


0 = 2ff'-â, 

0 =f'^ — e. 


De ces équations un tire On a de plus 


M=A[2{J) + D,x^D,x^) (/ + 2f" X) - (A + 2 A (/A/^ +A 

= C-\-0,x-^G,x^-^G,x\ 


Ou tire de là 


G =2 AD f- AD J, 

G, = 4.ADf" + AD J' - 2 AZ),/, 
Ca = 3 AD, f" = 3 AD, y ï, 

A = 2 AD, A 2 AD, yi, 


If _ (7+ Dl æ + c. + a. _ d A I ZX. - D, J), , C + D'i m 


N~ DA- D,x+DiA “DA I D^ 
où l’on a fait pour abréger 

C, 7>, — Ds D D, ( 6^ Ds — D, Di) 


7-^ — j— D, &i — {” D^ . 


et G— D(^aA- Ci» A) ^ 


O-i D-j — Oÿ D, 


On aura, en substituant les valeurs de 63 , C,, D, et D,, 


~ 2 A y £ — /g', donc A: 


& = : 


A77i V® _ ÿk' 7ù _ A 2/f — (i 


77, “ 2 77, “2 /'A 2. /'/"-y 

Eu substituant les valeurs de f et de f" , ou en tirera 


— 4£y) + 2Z:'®|S 


Tome II. 


15 
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onnaissant on aura 

D =f 


■ a. 


y e 


D,: 


ü 

4e 


+yf‘-h 


C',=ki)-h'a-^ÿ- r/‘ 


a = ah — ÿ-h' + ~’.t /— J,/*. 

2e ' 2V£ 


5 oit maintenant 


C'+C\x_^_ , L' 

ûi“‘ iV "■" ' ' ft lü et 


n obtiendra 


/ 


(k k'æ) dæ 

ÿï 


D + JA-'e + i/ 

— L 


die 


J (a— 


(a — a) '/iî 

• O -1 / - ^ 


2i/e 




j ./ 4" . et* -f- y ^ 

2 y £• 

e qui est la réduction demandée. 

27. Appliquons cette équation au cas oîi h — 0 et h' : 


1 . Dans 


as 011 aura 




D 


— aô^ 




A = 0, 

D, 

G' 


inc 


C'+ C\x 


D -)- T)x X -j- ~Z^2 x^ 


(î^ , 2/îe 
” 4e "T'A ■ 

-^7 

aâ 

~ 2ô 2e ’ 


dâ 

= -^-ïe 

1 

+ 

o\ a' 

_ L I 

^-Ÿ-l 41 / 

4- -- 

i>2 


D 

1>. 


ce 
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lli 


OÙ l’on trouvera 


iX+i^'V 

1 

DJXi 


1 

DDyy 


En substituant ces valeurs, on obtiendra 


f- 


d-x 


_ _8 

1 




dx 


{x + -ŸK)iR 


-7= ■ lofî: 


4 y £ + -5= • « + y « • + 'Vr 

^ 2 y f 


2yy*"4y7 


.x-\--Ve . æ^— YR 


ou 


G: 


' 2 

4aô^ s -j- /9(î^+ 4/S^ — 4^y^e 


2(()U_f_8/?()'£2_4yô'2e) 


ô 


11= -r, 

4e 


K-- 


4e 


e/9^ — aô^ 


ô 4 yrfe — 8 ^e^ — ()' •* 

28. Il faut considérer séparément les cas dans lesquels quelques-un 
des coefficiens AT, (?, Il deviennent infinis. Si .Z)a == 0, on aura 


ri n 

M Ci I GyD. — Da, I ~ÏÏ\ 

-j - 


N 


l) + 7>i .r 


./>! 


./> -f ])y X 


C = 2AI)f'~ADyf = A 


J)ô 


Ye 


IX 


C,.= iADr+ADJ'^A[i:BYi + fYX 




4e 


-|-2/)/e — Y = donc /= 


4ey — cP 


8e y e 


G-i 

Ih 


= ^ donc ¥ = SA'\/e, A-. 


3 y< 


On" trouvera h : 


¥ â ¥ T> 

r a 


6 e 


3 l)y 


Soit 


I) 


fj,: 


Dy — 
Ç>ke — ¥ô 


2¥e 


M 


N 


11 X 


C— Dk 


D+Dy 


=. h'x -j- h -j- 


IL 

nT 


D 




J) 


n. 


4-.i; 


15* 
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or 




— — 4 / 4 " 


41 IL 
y s -^1 

I 

N 


k'f 


BV e 


k'ô 1 
37-'"> 


:h'x -]-?£■ 


li'S 

3e 


— h\ 


3 Vü-' 


Qn trouvera de plus 


M .. 


— a 

'—JôZIJŸe 




•]/f. 


De la valeur de il suit qu’on a 


/ 


N 

[k -(- k'ai) dx 

, k' 




k'ô 


/l\y U 1 


h 


dx 


{x + f.i) Vit 


J x-^ y s x^ -y VË 

2 y s 


— loo' 
31/6 


/-[ ^.91 -f Vfi .91- —VR 


oh Ton a 


f'- 


2 Ve 
4:ey — 


ii- 


86 y 6 

^ Qhs — k'ô (/^ — a) y 6 

2 k'e yÿ — y 6 
Si Ton fait h = Q^ h' =1^ on aui^a 

^xdx 1 / / r dx 


/xdx 

vïï 


'J {x+^oyiî 


-I J- log’ 

~3i/£ ^ 


yi,; 

^+-^x+yy.,-yE^ 


ou 


,u 


4ey — ' ô — ae 

8e ’ ^ 2e /.l'ô — fie 

On a donc la relation suivante entre les coefficiens «, /?, jq d', e: 

(4£^ _ sy + 4(5'^ (4£7 — â^) — 32/9dy — 64 g6' ^ 0. 

29. Dans ,ce qui > précède nous avons réduit à la forme 

D+ Ci.®+ (73^3 ^ 

J) _j_ ,g _|_ ^2 5 faisant P Q P — P — [— J)^ x -]— D.^ x". On peut 

aussi le faire de la manière suivante. Soit 

B = {p-\-qx-\- Tp) (p' -|- q'x -j- x^) 

p=f{p'h'^~\-^^), Q=y 
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on aura 


A'= P* - QUI =f ( + .«■)> - (j/ + ,i\r. + *■ ) (y + a.r + 

OU bien " 

N= (jj/ -|- cf x -]- ) [y*^ (^p' -|~ q'x -|~ x^) — (p -f- 2^ -f- raf)]. 

Soit 

N {p' + (fx + X}) {B + A H- A 


on aura 


:n=fY-ih 

ih=r<ï-<h 

I\=p — r. 

Or M=a\p~~2R'^^- donc 

M= A {p' + r/'a; + a?) — 2 (j? -f qx rx^) j , 

c’est-à-dire 

AI— A[p '-|- cfx-\-x^) [f(i ’^fyx -|- 2)f(Ja?-\- 4/f x''* — 2 ( |; -|- qx -|- 1 ‘x") {.fq' -\-'if^'\ • 
Soit 

M= {p' -f q'x -f x^) (G'-f G, X + G, -j- G, x% 

on en tirera 

C, = A (2// — 4-fi> — 2 / 22 '), 

6; = ^ (8/,» - 4 / 2 -2/^2'), 

G, = A (4/f — 4/r) = 0, à cause de r — e. 

Puisque 0^=0^ on voit qu’il est impossible de réduire l’intégrale j 
de cette manière, mais comme / par là devient arbitraire, on peiit le déter- 
miner de manière que / soit réductible à une seule intégrale de la forme 

^ J VE 

Pour cela faisons 

( Æ — a) 


vvr 


1\ x' = A (•« — a)\ 


d’où il suit que 

G^=z4i)A- 

En substituant les valeurs de 11, fl,. A? 01 ^ obtiendra 
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(2 qçi — 4jj — Ajp'r) -f- ÿ — = 0. 

Jette équation servira à déterminer f. Connaissant on aura aussi D, Z)j, 
Dg et a. 

Comme M doit être divisible par x — a, soit 

C, a: + c; == (æ — a) (/c + Fæ) ; 

le là on tire 

G=—ah, G^ = h—ak', G, = ¥, 

;t en éliminant les quantités k et k\ 


G,= 


■aG^i ou G^a^ -|- Cj a -f- C= 0, 


l’oxi l’on tire la valeur de a, savoir 


7 i±i/ 


_ 9 

46 'f ~c: 


ioit -£ 


M __C+ C^x-\- Ci a? _ {k q- kfx) (x - a) 
N 'D^ X + ~ ‘ '"d;,{x — a)'-*'" ’ 

Èl k -|- k'x k' I k ak' 

~N ~ ~ "A ■+■ AA'-A() ■ 


aura k' = donc A — *^25 bien, en substituant les 


"aleurs de ces quantités, 

/' — r = A (S/iy — Afq — 2 /îy 2 '), 


Joîi l’on tire 


Y â =: rq' -f- q , donc 


f‘i — v 

f (dd — Àq — 2 n/') ' 

—f^rq'-q) 


Ions avons trouvé Zs — , donc en substituant, 

// ' ' 


0 «- 2 ra'), 


r I 9 =pq' -\-p'q, donc 


k=éf(pq'- qp') = - ’) q?:- »>:) , 

^ \j. J. ) a(i‘q — 


3 nc 
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.'P<1 —IP 


I>2 




et 


k k' 

-\-a 


R 


R; 


. I P ü'—<]'P' __ pq'—qp'+i'^'q'—q )^!^ , 
' 'a(rq'—q) (rq'—q)a 

M 


■.L. 


Eu substituant cette valeur clans l’expression de on obtiendra 


N ' 


x — a 


donc 


ou 


r. 'i-'i, = i, f -j- A . 

J vii J U — a) Vit ' 


loPi 




— {v + {'P' “h 

T pq' —qpi + ('■'tI-- q) V 

r ( - 4i/) -y" (2 - Aj> - 4^/r) + <f - Apr = 0. 

30. Appliquons cette formule au cas où r=l, (f— — <l et 
On aura 

li — {^'p qx x^) [p — (px-\-x\ 

r {'f- ¥) +r ( 2 y+ %>) + ÿ- Ap - 0 . 

On tire de là 

(/ + 2 Vp 


On a 


a,-. 


f-- 


q-q'P 


VAp — q^ 


1+r q 


'2(/2-r)— 1-/^’ 2 

En substituant ici la valeur de /J et réduisant, on trouvera 

a r= + 

P-r__l-P 1 

fH-q) m 


On aura de même 


La valeur de L donne 


J^a=±2yp. 


En substituant les valeurs trouvées, on obtiendra 
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ly( P 


y <1 ^ + ( P — (p + 




dæ 


(æ — Vp ) l/(;) + qæ + *2) ( P — qiv, + æ^ j 

a + 2 y P 




• log- 




Vp “j- ^ 2 ‘^* -j- 


H- 2)6' 


y 4: J} 


-!Z- 


I Ti' — qa: + — Vp + qa^ + . 


32. On peut, par la supposition de P=f-\-f'x-\-f"x^ réduire l’in- 

/ dj^ 

de plusieurs autres manières, savoir en faisant les suppositions 

uivantes ; 

P=/+/'x+/'a,*. 

1 . N=P‘~l{ = k{x — af. 

2. N=P^ — B=zk[x-\-p){x — af, étant facteur de IL 

3. N=P^ — B = k[x^ -\~px -\-(l){x — af, P -\-px -|- q étant facteur de B. 

Le troisième cas est celui que nous avons traité ; considérons encore le 
iremier. On a 

(jf -\-f'x -\-f"x^y — {a ftx-\- yx^ -|- eæ'') = h(x — (i)‘\ 

lonc 

— a = hcP^ 

2ff — l3= — éha?, 

/'^~h 2// " — 7 = C hctr^ 

2 f'f" — d = — 4 ha^ 

Par ces équations ou peut déterminer les cinq quantités Zü, u., /’ f" ; 
liais on peut les ti'ouver plus facilement de la manière suivante. Soit 
B = i{x—p){x —p') {x —p") (a; —p"'). 
ün substituant dans réquation 

/+A+y"*’ =yi(y- »)*+ A 

lour X les valeurs p, p\ 7 /', ■p>"\ on obtiendra 

f+v'f +Î'T' =i{l>'-afyk, 
f+v’f +i>"T = (p"- «f y*, 

“Y V‘, 
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i i' et i" désignant le double signe + . De là on tire 

(i^ - vv -I- {f-p'v =[{p- «)' y fc- 

En divisant par p —p'i oi\ aura 

/'+ (J- +/)/' = 


De la inêine manière 


f+{P+P")f 

f+{p+inf 


(p-ay-i'ip"-af 


fk. 


Î^ — P 

^ { 'p-ay-i"{p "' -c^y y;, 

P—P'" ' '' 


De ces équations on tire de niêine 

(p'—p")f'={p — ^^T‘ ^ ^ 


d’oîi 




(p — af 


p—p p — p 

i{p’—a'f 


i {p ' — ' {,p" — 


p—p 


p — p' 


i'{p" — ay 


^P-f)G-p") G^^’)(p'-p") y- ï'") 

De la niGine manière 




/" = 
Donc endn 


{'P — «)" 


i (y — a) 




i"y'—ay 


5 ),yr. 


{P ■ y [ (p P-jyyf—p") Ip —p') Ip —p"') 

■ 'Kp' — «)' ( -(:pzyY(T--¥) “ (F=- 7 )(p'-/") ) } ~ 


+ 


yp"-ccf 


i''{p"'—y 


ou bien 


{p —F') ( p'—p") Ci> — p'" K p' — p"') 

( p — (îŸ I ■ * ■ ( p “)" 


—p''){p —p"')~^y — p)( 7 — p") (p' — p'") 

I i' .{p" — cif I P', (p'" d y 

- + "t" y"-p){p'"-p') y"-p") 

Donc ^ . 

C_ 26 > + a«' = 0 , 

où. 


:0. 


G = 


p 


ip 


( p _ p' ) ( p _ p") (p — p"' ) ' Ip' —p)(p'—p")(p'— p'") 


C 


p 


'A = iy=ÿ) ( p -p'o (p + (p'-p)(p'-p'0(p'-p"') 

1 I ^ 

(_p ) (p _ p''jÿyz]n “T y _ p) ip'-p") ip'-p"') 

ïome IL 


■ip 


a=- 


+ 

+ 

+ 


16 
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Quant à la valeur de de i' et de on ne peut faire que 
i ' =. — 1, i" =. — 1, car dans tout autre cas on aura ce qui donne 

6 = 0. Soit donc i '= — 1 et — 1, on trouvera sans peine 


G = — 2 


G, = — 2 


{p -p") ip - P"') ( P'-P") ( P' -P'") ' 


PP' P"p"' 


ip -p") ip -p'") ip'-p") ip'-p"') ' 


a 


p-^p'-p''-p"’ 


ip—p'')ip— p'") ip'—p")ip’—p"') 


donc 

Connaissant a, on aura 


/" = 


P p' p'" 


n 


’c : 


p-\-p'—p''—p" 
donc l’équation — 6 = 7c devient, en faisant 6=1, 

[P+P'+P" +P'"—^o-\^ 

\ p+Z-P-p'"' 


7c = e = 1 , 


donc 


k: 


ip+p'-p"-p'''f 


[2 (p" H-p'") — 4a] [2 (p +p') — 4a] ' 
?' + ?f + P" + P'"— 4« 


/"==yi+ 7 ; = ~^_ , 

y[2 (p + p') — 4a] [2 (p" + p'") — 4a] 

f = — P + V' +P" + 7 ^ 

Il reste maintenant à déterminer A et L. On a 


M=a[2N~^ 

\ dx dx 


donc 


et par suite 


M= — Ak {x ~ df [2a/’+ 4/+ (2/'-]- 4a/")æ] , 


M_ A{2af'A-4.f)A-M2f'-\-4:af")æ 


.^( 2 / 4 - 40/0 

L 


A (2qf' + 4f J + Ala (2/' -j- Auf " ) 


X et 


X — a ' 
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do]>c 


ou bien 


A: 

L-. 

A-. 


2(/' + 2aD 
2U + af'+a\f") 
,/'+2q/" 


2 ■/(?> + î>'— 2a) 'p'" — 2a) 

i=2 


I /(a — p) (a — p') (rt — p") (a — p'") 

|/ r2«- 


Gonnaissant ces valeurs, ou aura 

dx 


r 

J 


Y{ai — p) (æ — p') (Æ — p") {æ — p'") 


(P + P')][2a — (p" + p"')] 

k 


L 


dx 


(æ — a) V [œ — p) (æ — p') (æ — p") (* — p'") 

-L4 1 -... / + - P') (-t’ - p") 

/ +Â' +f"A - V - p) Gr - p') G* - pG (o; - p"') 

32. Appliquons cette équation aux cas suivans: 

1 / f > ! tf 

. p = —2h P =—p • 

. p' r=z —JP, p =—p . 

Dans le premier cas on aura 

. 1 


4a 


L-. 


i{a^—p^)[A—p"^) 


/"= — l,/ = 0, f—pp", a = 0. 

Donc A et A sont infinis. Dans le second cas, on aura 

^=ypp'^ 

1 1 


A — 


f 


y 4: A (p -j- p')^ 

2Vpp' y/. 


2{p-p')V-Y 


Donc 

Donc 

et enfin 


(p — p') V— 1 


(p — p') V— 1 


(p+p')^ 


(p — p') V— 1 


, 


: — ^YpP% 

2pp'ipp' 


(p — p') y— 1 


[2_pp' fpp' — (_p 4-i>0' ^ + 2 ypp' æ']. 




A . loff . arc tang • — , 

^ P — iB p—p' ^Pi—1 
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h 


dx 


— p^) (æ® — p'®) 




dx 


p — P 


— . ai’C tang- 


l/pp') y(Æ® - P®) (.'i;®— p'^) 

(p — p') y (æ® — p^) [x^ — p'®) 


In a 


2 pp' ypp' — (21 + f’fx -j- 2 


{x^—p'^) = {x—p) (x —p') (x -|- p) {x -{-p') 

= [æ® — {p -\-p') (p '^~P') ~\~PP'\ 

oit p-\-p'=:c[, et pp' = r^ on aura 

p"— 2 -}-?•= 0, 

p=ii+i i>'= i</ - i y?- 

p — p'z=p\j(f — 4 r, Ipj/rzr [/r. 


>onc 


f Vix‘ 


dx 


+ qx + f) {x ^ — qx + r) 


:Z=— 2 V '7 


(x — y r ) + pt; + r) ( x‘^ — pv + r) 


1 y (2"' — 4ry(,'ir-l-pii^-r}(x----p'i:-l-r) 

. aix; tang — ,7 - - - 

y — 4 r ' 2 r y r — q^x -|- 2 y x" 


i même formule qu’on a trouvée plus haut, mais sous une autre forme. 


33. Il est à remarquer qu’on peut toujours supposer que P n’ait aiumn 
Lcteur commun avec i2; car soit B. = R'r et P— I^'r^ ou aura 


log 


^p,o. 


p-Qyjt 


P'r— Qyu'r 


.lo^i^Qi/E^ (/>'ypH- ayid f 

^F'yr—Qyii' ^ *"{!>' y r 




, , P'^-r + Qm'+ 2 P'Q yrll' . . . P" -R Q' y P 
2 ^ P'2,. 4. Q'Ut' - 2 P' Q yrW ^ ^ P" - (/ y U 

xpression dans laquelle P" = P'‘^r-\-Qyil' et Q' =2 P'Q et il est évident 
ue P" n’a point de facteurs communs avec R] donc etc. 

Voilà la raisôn par laquelle nous avons trouvé la même formule de ré- 

dx 

, soit en supposant P factcui.- de P, soit non. 

léanmoins il est utile de supposer P facteur de P, car les calculs devien- 
ent par là plus simples. 
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1 


Frohlhne IL 


Trouver les cMiditions nécessaires pour que 



_|_ /,; (vi- l) _| 1 _ _|_ /. 

-iricM-ïr.:*» -1 l ■ 


4.10 


qVü; 

ê p_ Q Y Tl ■ 


34. On peut sc convaincre aisément par iin raisonnement analogue 
celui qu’on a employé clans le problème précédent, qu’on doit faire 

Q = a ^ “f" 

P=J-Y f X +/":«"-! 1 -/'"^'^ ^”^'5 

n étant un nombi-e entier quelconque qui satisfait à la condition: 


2n -j- 4 ^ vi. 

Soit 

x"'~^ -|- • • • -|- Tæ Z = (æ — a)(x — a') {x — Ob") • ■ • (* — 
Pour que soit réductible à la forme: 


,i;ra q_ /o(œ— I) _| h M' 

y>Ijr7(™— _p\ . . _p. / (,.)■ — (i) (.r — a') (.»; — a") . . . (æ — «(“-n) ’ 

il est clair, selon ce qu’on a vu précédemment, qu’on doit faire 
(1) N= — QUi = G{x — af {x — a'Y • • • (æ — a = CS',- 
où 2îi — 4 |it'' — j— lit" — |— • • • -|— fF’’ . 

Il s’agit maintenant de satisfaire à cette équation. 


35. Fremtère méthode. Supposons que 
{x-à)'^{x-a'Y . 


on aura 
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— Q^B = G{g -\-c/x-^g"x^^ æ2«+3 _|_ ^ 2 ,+,^ 

= 

— {e-\~e' x-\~ • • ■ -j- æ’‘~^ -|- æ”)^ (a -\- ftx-\- yx^ -|- 8x^ -|- èx'^'). 

En développant et comparant les coefficiens, on trouvera l’équation générale: 


//'"' H-./y + 

_ a{ee^^^ + e' -f e’'ep-^^ + -f 

— + 0' + e" -[- 

— + 1 / + 

_ S{ee^T-z) g/ g(y-i) ^ + 

_ 5(ee(?-i) -|_ e' + e" + 

!En faisant dans cette équation successivement j; = 0, 1, 2, 3, 4... 
2w-|-3, 2m -|- 4, on obtiendra 2n-\-b équations, et ces 2n-\-6 équations 
contiennent les conditions qui résultent de l’équation (1). 

On peut par ces équations déterminer les coefficiens 0 , e' etc. 
etc. en fonction de G, a, a\ a", etc. 

Déterminons maintenant la valeur de En prenant le logaritlune 

on a 


1 1 — 



donc en différentiant 


donc 


g' -\~2g’‘ x^ • • • -f- (2m -|- 4) x®”''"’* = m 




)g(x — a)4-//log(æ — 

rO-h-.., 

1 , 

X — a * X — a' * 


,-?;2«+4 _j_ ^(üît + a) ^^;2/t + a _j„ . 

• • ~|~ g' X ~|- g 

X — a 


^ ^«;f»2w+4:__|__ ^(2»i+a) ^^>2ri + a ._ j , , , 

‘ * H- 9 ' ^ H” 9 

X — ü! 


ff ^ (2w + 3) 271 + a . 1 , 

n* /» 



X — a 


Le coefficient de x^ dans 


B 


X — a 


est 


est aisé de voir qu’on aura 



Donc il 
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( 3 ) 


9 

(2^) j 

IL 

y « 


a' 

+ 

F' 

a" 

+ ...) 


-1) j 

' M 

+ 

a'^ 


g" 

a"^ 

+ ...) 


-2) 1 

i f.t 

[ 

+ 

fx' 

a'^ 

+ 

g" 

a"» 

+ ...) 

+ • ■ 


• • 

• • 

• 

• • 

• • 


+ 

9' 

(ü 

\ aP 

+ 

a'P 

+ 

g" 

a"P 

+ ••■) 



I 


/ 

1 _ 

g" 

, \ 

+ ^l 

PlT + i- 1 

a'p+^ 

1 1 j 




En faisant ji = 0, 1, 2, 3 etc., on déterminera aisément les quantités g\ g'\ 
etc. en fonction de g^ et celle-ci est égale à a>^ 

36. Seconde méthode. Soit P—Fx., Q=fx., lî=cpx, on aura d’abord, 
en faisant x=^a^ o! ^ a" etc., les équations suivantes: 

{Fdf -{faf cpa =0, 

{lay-ifaj cpa' =0, 

{Fay-ifa")\pa'' =0, 

(^^(«- 1)^2 _ cpa^’^-^^ = 0 . 


De ces équations on tire 

Fa =±fa }'(pa —i fa fcpa, 

Fa' = ±fa' fcpa' — i' fa' Vi/iu', 

Fa" = ±fa" ']J7pa'' ^ i" fa" ']/lpâ", 

= ±fa ''”‘-^^ . fcpcd’^^ = . flpa ^^-^^ . 

En différentiant la preniièi’e g — 1 fois, la seconde g' — 1 fois etc. par 
rapport à a, on obtiendra des équations qui deviennent toutes de la forme: 

(5) Vya fa . df cpa . cPVcpcLf \- fa . dt' y' cpa'^ . 

On aura des équations semblables par rapport à a', a" etc., et en fai- 
sant dans ces équations 
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p = Oj 1 , 2 , 3 , 4 ... ,« — 1 , 

1 , 2 , 3 , 4 . . 

2^ = 0^ 1 , 2 , 3 , 4 . . 1 , 

etc. 

in obtiendra les équations nécessaires pour déterminer e, e', e" , etc. /, 
f" J etc. 

Ces équations ont l’avantage d’être linéaires par rapport à e, e', e", . . . 
ce qui facilite beaucoup la détermination de ces quantités. 


37. Il reste maintenant à trouver les coefficiens Zr, h\ 7c", ... at A. 


On a 


ît 


M=A 


( 2iv4- 


\ dx 


dx 


Q 


M 

N' 


:A 


O __ P 

dx Ndx I 


Q 


ir 


dN 

N dx X — a ' X — a' ' x — a 


.— .J} _| _j_. . . donc 

? />> — //. * /)' — n’ n> — n" ' ‘ 




3t 


ionc 

:6) 


dN 7t4-/i'.r + A",i;®-| (- t 




^Qdx'' Q j 


k"d?-\ f X» 


kAph' xAr ■ ■ ■ +7c‘"‘--^>u:”-*-|-a;’": 


2 'f A". 

dx 

C' 


Ff, 


En développant le second membre, on aura aisément les valeurs des coeffi- 
iiens /c, k\ k'\ etc. et A. 

Ces coefficiens peuvent aussi être déterminés comme il suit. Soit x = a^ 
m aura ;S" = 0 et t — p{a — a') {a — a") (a — a'")... , donc 

k--\-k' a-\-k'' N ■ • ■ -|-a’"=: — p.J. — d){a — a"){a — a"') . . . , 

> 1 ' -j^ = ±,'^(pa = i'Ÿ(pa] donc 

k-\-k' a-\~k" N • • • -j-a“ = — ipuA^cpa-ia — a'){a — a"). . . , 
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oii bien, eu faisant t = 

h -j- h' a + h " -f k'" a» -I '^a'^= — iAM^a.^ja. 

PjD iiiettaut ail lieu de a successivement a, a\ a" etc., on aura les équations 
suivantes : 

! k-\-k'a -\-k'' O? . -j_ -|-a” = — iA ^(pa.ipa^ 

h + Val + k" -1 ^ = — i’A . yja\ 

Au moyen de ces équations il est aisé de déterminer Ts, k\ k" , k"', etc. 
en fonction de A^ a, a', a" , etc. On trouvera 

q_ 1 . 

— [(2« + 4) iC”— 1) +/("+!) (2n+ 2 — ’ 

or 



. • = 2?^ -]- 4, 

/.(■{o/ -A^ Oj' of —j— * * *) j 


fl' {a 4-u"4-a"H ) ( 


U." {a -\-a' -|da"'-|- • • •) ( 

Ll 

/ 

1 

=: (27î -f 4) 7<’"-« + ,uu + 

1 

jit CL ^ * * 

4“ 4" 4” • 



donc , , , 

= {2n-\- d' fl a -j- ' ' ' i 

on tire de là ^ 

(8) A = — _J_ + .■;.)/ + 2/(^d ■ 

38. Appliquons ce qui précède au cas où ,u — fi = • • • 1- 

Dans ce cas on a 'm = 2« + 4. Les seules équations qui sont nécessdres 
dans ce cas, sont les équations (4) et (7). . (.Jonsidérons d’abord les équa- 
tions (4) 

fJ^f'a +f"a' 4- • • • = îfa y^P^L 

+ [_/(«+^) A’‘+- — d r / . 

a"' 

Tome II. 
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On peut aisément éliminer les quantités /, /', /" etc. de la manière sui- 
Tante : 

On a, comme on 'sait, 

■ I I ^//ro-y-2 ^ _1_ _ _ ^ 

{a—a'){a—a''){a—a'")... \a' — a) (a' — a") . . . (a"— a) (a" — a') . . ’ 

P étant un nombre entier positif; ou bien 

a? , a'P . a"P , , q 

xpa ' xpa' ' ipa" ' V ’ 

lorsque p<m — 1 , c’est-à-dire p<2n-\- 3. Donc si l’on multiplie la pre- 

mière des équations précédentes par — , la seconde par etc. , et qu^on 

les ajoute ensuite, il est aisé de voir que la somme des premiers membres 
devient égale à zéro si _p<^~j-l. On a donc 

(9) ^ + i' fa' =0. 

En faisant dans cette équation successivement j) — ^i 2, 3, . . . on ob- 
tiendra n-\-l équations par lesquelles on déterminera les n quantités e, e', 
e", . . . et on trouvera de plus la relation qui doit avoir lieu entre les 

quantités a, a', a", a'" etc. 


39. Supposons que n=Q. Dans ce cas on aura 

fa =fa' —fa" = ... — 1 ; 

donc l’équation précédente devient 

if Cf a I i'frpa' 

(a — a') {a — a") (a — a'") ' Ja! — a) (a' — a") (a' — a'") 

I i" fcfa" I i'" f cfa"' 

' {a" — a) (a^ a') < (d'" — 

C’est la relation qui existe entre les quatre quantités a, a', a", a". 
Les équations (4) deviennent 

ff-J'a -\-f"d‘ —i ^cpa, 

ff-fa"+f''a"^=i''ffdf, 

f+ f a "+ r o!"^ 
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En nmltipliant la, première par ajoutant 

ensuite, on aura 

[ a (et — a/') (ci — (ci — ^ a'(ci^ a) (a a ) (a a ) ) 


i y cpa 


a (a — Cl'') (a — a'^') (ci — ci") af(a' — et) (a' a'') (et a ) 

. a'a"a'" , •/ 

-/ = (a' - a) (a' - a'Q (a' - a'") 


i' y cpa' 


r//\ ~f" 


d’où 


-X^a' 




(a" — a) {a" -- «') 

De la même manière 


,/ y; . aaa 

(c,’"-a)icr-a')(a'-'-a") 


^(pa'. 


et ensuite 


/V I i'jcpa' I i"iq>a" ^ 

J — l^TiYin — «■") ' («' — «) («' — — «) («" — 

f' = iÆ _!_ _ (a + aO/" . 

/ a — a' 'a' — a ^ ^ ^ 


Connaissant /, /', /", on aura aisément la valeur de A par l’équation (8), 
qui devient dans ce cas 

1 

^ — — a'")/^ 2f' ’ 

7c, k\ h" et li" se déterminent par les équations (7). 

On peut aussi déterminer les coefficiens de la manière smvante. Soit 
B={x —p) {x —p') {x—p"){x —p'") ; 


si dans les équations 

P= yj{-\-C.S, S = l-\-l'x-\- l"x^ -f- l”'x^ + a:" = Ox, 
on fait x=p^ p% p" -, p"'-, obtiendra 

f+s /'+/ /'=yô-i%. 

/+i>' /'+?'■/"= yc ■ 1 

/_i_p'/'+_p'7'=yc.V^, 

= V c . -\IW- 

En éliminant jf, f' et il restera 1 équation. 


17 * 
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< 

‘Ç' 

1 

1 

1 

1 

L 

L ^Iv' - «) (p' - «0 (p' - «") (p' - «'") 

(P — P') (P — P") (P — P'") 

n 

1 

1 

! 

! 

1 

1 


y (p'" - «) (p'" - «0 (p'" - «0 (v'" - «'") 

(p" — p) (p" — p') (p" — p'") 

r (P"-p)(p'"-pO(p"'-p'0 


qui exprime la relation entre a, (x\ a", a'" ^ et qui est plus simple que celle 
trouvée plus haut. 


40. Supposons maintenant que m = 2. Dans ce cas on peut faire les 
suppositions suivantes : 

1) P' — Q;^Ii= C{x — a){x-- 

2) P^ _ G{x — a)\x — _ 

3 ) P^^—Q^B = C{x—af{x — a'f^+\ 


nJ^2) P — Q^B= G{x—af+\ — 
Dans tous ces cas les équations (7) deviennent 

k -|- k' a-\-a^= — A/lc (a — a/) . ^(pa. 
Je Je’ —Âfi/ {a/ — a ) . 'fpa', 

d’oti l’on tire 


k'= — (a a') — 4(f/ [/(/3a -j- /(/ |/(/3a'), 

Ji = aa' -|- A{a'u ]/(pa -|- au' ^(paf). 

Les autres coefficiens se déterminent par l’équation (5). Je vais les évaluer 
dans les cas où n = ù et n=l. 

1. Lorsque ra=0, ou peut faire 

a) — B = G{x — a) {x — a')^ 

b) P^-B=G{x — ay{x — a'f. 

a) Si P^ — B=G[x — a)[x — a’)'*. Dans ce cas l’équation (5) donne 
Fa = y (/)«., 

Fa' = y^a/, 


d{Fa')=\ 


d cpa' 

V^' 


d\Fa') = i^'p-iÿÆ, 

’Vepa' VÇcpct'y'^ 
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OU bien 


/+/'»■+/"«’' =y<r". 
./■+/' »'+/'«'’=yrô 




cp a 
V(pa' 


donc 


ayf// _1 ^ ^ ^ (y )" . 

Vya' ^ V((pay ’ 

/v/ ;||^ 2 

y^a' 


// _ 1 9 '^ 

J — T 


a' 2 (pa ' . cp'Ui ' — (sp'^^'y 

Vcpa' 4 q)a'']/cpa' 


a' 

(p'a' , 

a'^ 

Y 

y cpa' ~ 

“T 


f='\/(pa 


et la relation entre a et a' devient 


cpa' y ya' 


|/ç)a — )/c/5a — (a — a ) ÿ= — i ^ ) — 


on 


cpa' y ya' 
2 2 r/^a' . 


y cpa . yc/}»' = cpa' y — cf/) Cp’a' -j- i ~ ^ 

On aura ensnite A par Téquation 

4__ 1 


• 41. On peut aussi trouver ces écpiations de la manière suivante. Oi 

P3= fR-ÇU(^t — a)ïpc^^^ . 

Soit 

R = (x—p){x — p'){x—p") {x—p'")\ 
si nous faisons x=p^ p', p", p"'-, nous aurons 

/+ f V ~ ■ ^P 

f+fp' +f"p'" = ■ ÏÎP^^) {p'-'^h ip' - «0, 

f+fp" + f'Y'" = ■ yw^wp''—^~ï • Y ' — «■')» 

. Y(f'>rz'^,){ÿ^Y). {p'" — a/). 

En éliminant f, f et /", on aura entre a et a' la relation suivante; 
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(p — a') y (p — a) (p — a') 

1 (p' — a’) y (p' — a) (p' — a') 

(p — vi (p — p") (p — V" ) ' 

r 

1 

J 

L 

{p"-a')-\/{p"-a)(j>"-a’) 

{p"'—a')i(j/"—d){p’"—a'' 

ii>''~p)ip"-p')lp"-v"'V 

^(l>"'-l^iP"'-P'){p"'-P": 


: 0 . 


b) Si — R=G(x — af (x — a'f. Dans ce cas l’équation (5) donne 

— 1/9®, 




X 


(p a 


‘^‘■1/9^ 




y (fo' 


Des deux dernières équations on tire 


r=i 


1 . 


(fi 


{a — af^Vcpa 


4" 


1. . 


cp'a' 


/•/ -i CL . Cp (l I . 

/ — y 7:7 :;T 7 :r!“r'r‘ 


(a/ — a) y <pa/ 
acp' . a' 


(rt • — a) y cpa ^ (cl — cl') V (puf 

En substituant ces valeurs dans les deux premières équations, on en tirera 


^ ^ aa' (p'cL I 

/=T* 


acL 


cp' cl' cl' y (pa — CL y cpa ' 


et 


On a ensuite 


CL a' y(p.((, 

y cpa — ^cpaf — -1- (r/. — a' 

1 


Vcpci' 


a — CL 


cp'a I (p'cL' 


A = — 


Vcpa y cpa: 

2 




f'a f'a/ 

■"r ; 


y (J a y fa' 

En substituant ces valeurs dans les expressions de k et ou obtiendra: 


fa I f'a' 
y fa y fa' 


: aa: 


’ + 26, 


h’: 


.(a + a')+4^“ 


']/ (pu -(- 'V(pa' 


4 -, 




y fa Vf 


Par ces valeurs on a 



THÉOSIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 


13 


^ iu — 1 “ ctof — (ft — j— X -|— -j— -|- ' 2 b X 

{x — a) (x — a'] (x — a) (x — a') 

, . 2b 2b’ X 


I j^U -“f- £jU iü 

' (a — ci) [x — «') 


Donc on aura 


J Vffoi 


I (26 + 2 l>'x) dx I > n _ P-\- y cpx 

' J (x - a) (x - a’) ■ • » P_ 


La relation entre a et d peut aussi s’exprimer de la manière suivante: 


■ip-a) (l>-a') I (p'-n) (p’-a,’) (p"-a) (j/)-a'2 ('j/"— <t) (p"'—a') 

TfdPdp-p''m>^') TT^p'-p") ip"-p) ip"-p'np"-p"') ip'”-p) (p"'-p') ip"'-p" 


{^p+p'-p"-p”')aa'-{pp'-p'''p"'){a^a')ppp\p"pp"')-p"v''\pdp') 


d’où l’on tire 


. _ w - yy")«+(p ■dp’)vy'' -{v"^p"')w' 


(ï> + y - v" - v'") « - w' + py 

42. Supposons niaiiitenaiit que 

p2 — lî = C{x — p) (æ — a) (x — r/y, 

X — P étant facteur de R. On a donc 

P={x — p) (/+/æ), 




^ (x — p') (a — p")(a -p'") I pt (x — a) (x — «y 


Faisons x=p' p% p"'-, on aura 


/ _(P'— «') 


f+fP' 


Vp ' — P 


Vp"-P 


'\rn 


jyjp ip"'-p 


En éliminant f et on aura 


(p'—a')dp'~-ob I (p" — a') y p " — U . I (p et ) Vp 

~(^p"){p'-p"')vyp yyy-p'") Ip"'-v') (?" - v") Vp'"-p 


d’où l’on tirera 


, .Bp' yp' — a -\-B’p"dp'' — a + B"p'" jp'" — a 


B yp' — a^B'ip" — a-^B" ip'‘ 
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eu faisant pour abréger 


B = 


, B' 


(p' - P") (p' - P"') ■ - P ^P" - P') (p" - P"'^ • '^P"- P 


B" 




43. Dans les trois numéros précédens nous avons considéré le cas où 
m = 2. Supposons maintenant m=^l. Dans ce cas on a 

— log . 

x — a -y/pt ° F— QVM 

h se détermine immédiatement par l’équation (7), qui donne 

7c = — a — /iiA . ]/(pa. 



Les quantités J., a, /, /’, etc. e, e' e", etc. se déterminent par l’équation (5), 
qui donne les suivantes: 

Fa=fa .^cpa, 

dFa = dfa .'^(pa-\-Ja.d "j/ipa, 

d^Fa = d^fa . ^(pa -\-2dfa. d']/(pa -\-fa.P ]f(pa^ 


d^’‘+^Fa = . ]/<pa + (2n + 3)i''‘+ya . d Ycp'a 


(2'«+3)(2n + 2) 
2 


æ'^Yf^i.æycpn^ 


Par ces équations, qui sont toutes linéaires par rapport à /, /", etc. 

e, e\ e" etc., on peut déterminer ces quantités et rt, mais par des calculs 
assez longs. Je donnerai dans la suite une métiiode sûre et directe de déter- 
miner ces quantités dans tous les cas. Pour le moment je vais résoudre le 
problème en supposant 

Ç = et P^ — li=G{x--i>)(x-^-a)\ 

X — p étant facteur de ii’, et ïi=(x — — 'P")Y' ~ v'")- 


d’où 


P={x--i,)(f+fx), 


(/+/' 


X) 


_: {x— p'){a;—p"){x- 

X — p 


■p"') 




{x — af 
x—p 
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En faisant successivement x^p'^ p" , p''\ il viendra 

/+/>' ^yc.{p'-a)ÿ^~ 

y+/y 

/+/y"=fc. (/"-«) |/^ 

On a de plus, en faisant 


a 

— 7 

V 

p" — a 

— a 


f 


p p 


En éliminant f et f entre les trois premières équations il viendra 




¥- 1 ’") (!>' -?") + ¥’ - V') Û'" - p'") ‘ (p'" - p') (p'" - p") ■ 

De cette équation on peut tirer la valeur de a, et celle-ci étant connue, on 
aura aisément les valeui's de /, f et C, que je me dispenserai d’écrire. 

44. De l’équation i ■ --^—.=AAog^-^--^ on tii’e, en substitu- 

i J x-a yji ^F—QVM ’ 


'i “1~ fm"' ' 


= 0 . 


ant la valeur de h : 


a ■ 


pA ]/(pa . , 


JiR ' J (.v—a)VR '^P—QVR 


donc 


r dx 1 r dx 1 , 

J (x — a) y 2Î pA y cpa J Y R p Y fffi- 


p-P Q yi^ 
' p— QVR 


De cette manière on trouvera donc toutes les intégrales de la forme 


r 

J (æ — a) y P 


qui peuvent se réduire à l’intégrale J à l’aide d’une fonction logarith- 
mique de la forme A . loe; — i . Je donnerai dans la suite la résolu- 

tion de ce problème dans toute sa généralité. Elle dépend, comme nous 
venons de le voir, de la résolution de l’équation 

r^ — Q^R = C{x — af^*Y 

Pour le moment je remarque qu’on peut lui donner la fonne 

P'^—Q'\R' = G. 


Tome II. 
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üln effet, soit 

T=/.+/.'(«:-»)+/."(^-“)’H 

Q= e^-\- e^'{x — ^ a) -|- e/'(æ — af ^ 

B=a' ^ p'{x — a) -f [x — af + $'{x — af + e'{x — a)\ 

ît faisons y ■ 


— - -, ou aura, x — donc 

lÿ — a ' ' y ^ 


p=y; +//!+/' if + 

« 

§ = e, -f- e/ y -f- e/' y -|- 


F’ 

•U +2 


y 

.y" 


R-. 


I I / I I 

■ « -T y -r yï -r y8 “T yi 


■■yi 


ît en substituant et uiultipliant par 

P'^ — Q'^B' = a 

Donc si l’on peut résoudre cette équation, on peut aussi résoudre la proposée. 

La résolution de l’équation précédente sera donnée dans le cours du pro- 
blème suivant, qui consiste à déterminer k et li de la manière que l’intégrale 

I devienne intégrable par la fonction logaritlnnique A . log ^ ' 


45. Nous avons vu, dans ce qui précède, que si T 


on a 




-|_ k (»>- D -f- \-k'.r-\-k dx 


:^.lo: 


,./^+ qili 


(x — a) {x — a') . . . {x — «(»-!)) • ""S p_ Q yji 

1 en résulte nécessairement m-\-l conditions entre les 2 to quantités a, a', 
ï", . . . i;, k' . . . on peut donc prendre m — J, mais non pas 

in plus grand nombre de ces quantités, à volonté, et puis déterminer les 
lutres. Il suit de là qu’on peut faire 


(^' — a) Çæ — a') .. . Qu • 


/ (m- 


a,) 


L 


.{n—D n, 
1 

n-l . 


- a) (.* 

-aO . 

. (.'i; — 

/ 

c' + 

. . . 4- 



Æ — ' .K 


An- -l) /x . 


„(«-!) 7.(w-2) 7 / r. f n 

[u’on peut exprimer l’intégrale 

(x — a) (x — a') . . . (æ — -y/ji 


étant quelconques, d’où il résulte 


/■ 
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par »-[- 1 intégrales de la forme 


(.« — c) Y B 


/ ' dx 

par n intégrales 

/ ' dx 

_‘_1_ ^ dont n — 1 sont arbitraires par rapport à a. 

{x — a) y R 


Prohl'ènie III. 


Trouver toidea les attëgraks de. la fonm J 'b exprimées par 

la fonction A . log I-YY. . 

^ p-(yÿn 


46. Puisque ^ = il.lo 


or on aura en différentiant 

° F—QiB ’ 


x + 7c ^ ÿ- , M= A i-— , 

N=F^ — Q^B. 

Pour que l’équation ^,. =zx-\-le, puisse avoir lieu, il faut que N= Q,OTist.=- c\ 
on a donc les deux équations : 

fl P 

0(.-f7c)=:2^O-^^^, 


011 bien en supposant 0 = 1 , 


G = P^^-QUi- 

, ^ ^ . dP 

æ + /c_2A^ , 

l=P^—Q^R. 


La première équation n’a aucune difficulté. Elle donne aisément les 
valeurs de A et /c, quand P et Q sont connus. En effet, soit 

P^fA^fx 1 - 

Q = e-^e'x-\ \-e^’‘^x’\ 


18 * 
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on a en substituant 


^ I 7 , _ 9 . fn 4 - + (« + A’- + • 

' — j— ^ — {— • • * 


d’on l’on tire 




2 A (■« + 2)/^ 




donc 

( 1 ) 


k: 

A: 

k: 


2Af 




(2n + 4)/(“+^) 
/■'êW 


(n + 2)e/(«+2) 

Considérons maintenant l’équation 
et clierclions à trouver les valeurs de F et Q. 


Première méthode. 

47. La méthode la plus simple qui s’offre est celle des coefliciens in- 
déterminés. Substituant les valeurs de P et Q on obtiendra 

{f+f^+r^’-] 1-./'”'"*"")’ 

— x'y (a ftx p,r^) =rzz 1. 

En développant et comparant le^s coefliciens, on aura les équations suivantes 
au nombre de 2n-\^b: 

— a(epr) ^ _|_ _| ) 1 

— /9(ee<>'-^> -|- «' e/»’ -|- oCd'-'*' -| ) [ 

_ j/(rv4" -f «' •» -f -[ ) / ~ ‘ 

— (î(ef!< >’ - ■'> -|- (i id'"-'’' -|- e'Vd''--’' + • • • ) 1 

__ _| ) ) 

En faisant dans cette équation successivement 'p = l^ 2, 3, etc. jusqu’à 
2n 4^ on aura les équations nécessaires pour satisfaire à l’équation 
P^ — Q^lî=l. Ayant 2?i-|-5 équations mais seulement 2 h, -[- 4 coefHciens 
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indéterminés, il est clair qu’on obtiendra une relation entre les cinq quanti- 
tés a, /3, d, f. 

En faisant dans l’équation (2) p=:2«-|-4, on obtiendra 

donc 

En substituant cette valeur dans les expressions de A et de elles deviennent 

1 

(2n-\-A) Ve ’ 

/; , 

(w -|- 2) y £ ^ 



48. Avant d’aller plus loin je vais appliquer la métliode précédente 
en supposant n = (). On a dans ce cas Q = e^ Les 

équations (2) deviennent donc 

— a<3^= 1, 

2//-'-/9y==0, 

/- + 2//"-;v.^ = 0, 

2/7" — dey = 0, 

On tire de ces équations 

y:v_ 77 — 

^ 9 c 9 C.2 r^cr\ ^ 


/-=çy 


2 V € 2 V/i- £- «£c)' ^ 


Vfi^e — ccâ- 


ÿjPs — ad" 

En substituant ces valeurs dans l’écpiation 2//" — = 0, il viendra 


d-' , 2/Î£ 


• 0 + 

^5 / A* A 


Celle-ci est donc la relation qui doit avoir lieu enti'c les quantités /3, y, â 
et e. Il est remarquable que a ne s’y trouve point. 
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Par les équations (3) on a ensuite 

. 1 7 <)' 


A _ L — 


On a donc 



(*+£) 

chv 

j/a + -1- ^ 




1 , P+Q VB 


Au reste cette intégrale est facile à trouver; car en faisant 2/, 

on aura 


r _ ydy 


intég’rale facile à trouver par les méthodes connues. 


49. Les équations (2) ont l’inconvénient de ne pas être linéaires. On 
peut tx’ouver un système d’équations linéaires qui les remplacent de la ma- 


nière suivante. En mettant — au lieu de x dans l’équation 


on obtiendra une équation de la forme 
dans laquelle 



= 

(fy == caj^ -f pif -|- yf % -|- f . 

Il est clair que l’équation 

Fy=fy-Smj 

aura lieu dans la supposition de y—0, en la différentiant 2«-[-3 fuis de suite. 
On a donc les équations suivantes: 

Fy=fy-'hy^ 

dFy = dfy . '^(py -\-fy . d^cpy^ 

d'Fy = Ffy . Ypy + Hfy ■ ^ }^<py +fy ■ F Ypy, 




. Y<py + (2n -f 3) . d 
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En faisant dans ces équations ÿ = on aura 

/(» + !) 

% ’ 

' il-^Fy , g 


(PFij 
dyr “ 


1.2.3 . ..'p.f 


(31 + 2 — 2 )) 


De même 


d'^-^^Fy 


^f3i + 2+2)^y 

",^+?+ 2 '— * 


1.2.3 .. . (33 + 2).// 


fy 


/3 0 0 


Jn-^ 1 ) 


dy 


<< 7 .'y 

'<¥ 


= 1 . 2 . 


d’\fy 


1 . 2 . 3 . . . n . e , 


d ”+ J /y _ Q 
yy ^= l / ï , 

dyr/i// d(py 

+ 2dy . cpy 2 V « 

d'^'^cfyy d'^if/y (d^üŸ . 

2dy‘^.V(py ^^dFfyVcpy Vfi 4«y< 

+y 1 I' rf+ÿ ‘àdfy .d ^cpy | 3_(++ ^ 


_ _t_ 

'y« 26y« Sfi+e 


dy‘^ d</ \2'\/(py ^(pyîfpy ^{fyf ^Fyj 

d'^ifpy + 

dy^ 

De la même manière on trouvera etc. en supposant y = 0. Pour plus 

de simplicité, je désigne par la valeur de 7 f^'isant ÿ = 0. 
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Eu substituant les valeurs trouvées, ou obtiendra les équations suivantes; 
y(.:+n _ -[- c'e'"-*, 

f(n) ^ 

^ gg(«-3) ^ g/gf. -y ^ __1. g/'g(.-U g'-gPO^ 

y(>.-;.+2j„gg(..-W_j_g'g(«--r+D_j_^^..g(«--î'+iî;_j__' ^g(«-î'+V_j_ . . . 

I g(»— i’+y I . . . _i g(’>o 

jJ* /J" 4 'i^^) 

/'=“+o'«'+-V‘*" + 2:3«"'+ ■ ■ ■ +2 jï::v* > 

/' = + L e' + 1-3 .'+...+ 3- 3. . »'■>, 

y/'" /j('i + 2) 

- 2 - e 4- 273 + 2':W:4 + iT'S T. : (.i+lî) "" ’ 

/// //// jitrt y.rw + ii) 

0 = -gTs ^ + 074 + 2737475 ”1 ^ 077:(7+ 3) " ’ 

jttr JKff .,(71 + 4) 

0 — _7 : e! -X- ... 4 - 

^ 2.3.4 ^ 2.3.4. 5 ^ ^2.3...(w + 4) ’ 

0_ g I 4_1 L gW 

— 07.p '■ + 2 . 3 . .■ ;■ (p ■+ 1) '' r ir 2 . 3 . . . (n + p) ^ ’ 

0_: 7:''!ÜL gi . 4 J 4- gP.) 

50. Ces équations sont, connue on le voit, très commodes pour déter- 
miner les coefficiens e, e\ e," etc. et /, /', f" etc. Les 7i-|-l dernières don- 
nent les coefficiens e', e", . . . en c, et de plus une relation entre les 
quantités c'"^ g"" etc. Les ri-|~2 premièi'es donnent ensuite immédiatement 
les coefficiens f" etc. en e. Celui-ci est arbitraire et disparaît du ré- 

sultat, comme il est aisé de le voir. Si l’on fait /i;— 0, on auray’’=0, d’où 
il résultera une seconde relation entre les quantités c', g" etc. Au reste cette 
supposition ne diminue pas la généralité du problème; car en faisant dans 
le résultat a: = ^-|-Z3, on aura la même intégrale que si l’on n’avait pas 
supposé k — 0. Soit donc f' = 0, on voit que 
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xdx 


Va + (ix -|- 

peut s’exprimer par des logarithmes, toutes les fois qu’ou a entre les c 
tités a, /?, d, € les deux relations qui résultent de l’élimination des c 
tités e, e\ e" etc. des 2 équations 




C 


(■Ji+1) 


- e 


(71) 


jtf jtft 

0 = + 


2.. (n+1)^- ’ 

^.(k+ 3) 


2.3 I 2.3.4 


1.2...(« + 3)^ ’ 


(n) 


0 : 


,.(•«+3; 


2.3...(n+3) 




g( 2 a+ 3 J 


1.2.3...(2n + 3) 


(n) 


51. Appliquons ce qui précède aux cas où n~0 et n=l, Da 
premier cas on aura 


4-/' 


f" = ee, /' = *, 0=c"'. 

La dernière équation donne 

0— ^ 

ir V 2e/ï 

1 V\n A/ 


33^ 


y fi 2£ys Sfi^Vfi 


d’où V — -J- -j- , comme nous avons trouvé plus haut. 


Soit maintenant ?i= 1. Dans ce cas on a 


0=c'e-^^e', d’où 0 = 2c' + c" 


0 = 5%5^ 


2.3 ' 2.3.4 


/,// ///// 

~ 273*74 ® 273747 5 ^ ’ 


• 0 = 4 (;"' 4 - g "" 4 - , 

' fi 

0:=5c"'’4-c’""-' • 

I « 


En éliminant -- il viendra; 

fi 


de!"’ —2 g"c'" =0, 
2e'c""'~-ôc"c"" = 0. 


De ces deux équations on tirera, en faisant 6=1 et /9 : 
est permis: 

d = 2 et Y — 

On a donc 


: a, G' 


3. 


Tome II. 


Ii = x* -\- 2x4 — 3.t;^ — «æ -j- ( 


19 
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On trouvera de même 


donc e! ~ 


c=\, c'r=:l, c"= — 4:, <■! 


e = -^-e~ 1 J en faisant e = 2, 


3a+12, 


/'" = e'=l, /"=. + 6'=8, /' = <,-2»' = 0, 


/=ic’.« + ~sc"'.e': 


1, k = (), A=i; 


ç “t- Sa- — 2 — — -j- (æ -j- 2 ) 2aA — 3æ'® — a/t -j- ce 

/ — - - , log ZTTr— 

J y,** + 2A3 — 3a'^ — orÆ' + a — —{w-j-2)yiiA+2aA—3'aA'~ 

52. De l’équation — 1 = Q^R on tire 

(P-\rl)iP—l) = Q'R = P'^Q'''R'R'\ 

en faisant Q,~P'Q' et B = R'R". On aura donc 

P+l = P’^i?’, 

P— 

d’où, l’on tire 

p= 1 (P'm' + Q'^-R"i 2 = P'^R' — Qnr. 

Cette équation est plus simple que l’équation P^ — Q'^R=1. 

En multipliant par R' ou aura 

{P'Ry—Q'Ui = 2R'. 

On peut donc mettre P'R et Q' à la place de P et Ç dans l’expression 
pj^Q-ÿË . , 

log- — — oÿË ’ ^ observer que A change de valeur. 

Pour montrer l’usage de l’équation 

2 = P’Ui' — Q'Ui", 

soit 

R' = x^-\- 2qx -j- JD, R" = -j- 2q'x -\-p\ 

et P' et Q' deux constantes. On aura 

2 =.pP'^ + 2{qP'^ - q:Qy x + (P’^ ~ x\ 

P’' = Q'\ 3=^q', 

p> Q' 
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2 


P'Ui' — 1 = (x^ + 2qx 4-p) — 1 


2^*^ 4çcV -j~ JJ ~-j~ jj' 

P —p' 


Aq 


q^F^q = 


p—p 


7. 1 / X . 

r/ 5 ^ 2 ' 


:g', 


donc 


p—p' 


f Sp 

J i\o/p2qæ-^ 


(æ “j“ q')ilx 


_ _ 1 Jqq. 2a!^ P 4^.æ Pp -\-p' -]- 2 l/P 

o') ^ "’.2.*2 + 4a« + «4-P — 2 VP ’ 


' + P)(''«®+%a-+F') * °*2.*2 + 4^,«+j.)+P — 2yP 

ce qu’on peut aisément vérifier en faisant x-\-qz=zy. 


Soit maintenant 


p/ x-\- m ç, /K -f- m' 


On aura 

2 c® = (æ® -f 2i77æ -|- to®) (x® -|- 25 'x -f-p) — (x® -|- 2 to'x m'^) (x® -f- 2q^x p' 
d’où l’on tire 

2 c ® = TO®p — m'^'p 
0 = m®g; — m'^q' -j- m,p — 'm,'p'i 


0—p — p' ^mq ~ Am'q' -|- m® — m’®, 
0=q — -|- m — m'. 


■\tï^ — \ tn'^ — mm\ 


Soit 2 ~h 2 ^ — '*'1 aura 
2q~r -A-m! — m, 

2(2’ = ?• -|- m — m’, 
p)=z^r (Jim/ — 
p' = ^ r (3m — m') -)- 1- m’® — m/ — mm', 

2c/ = r (m' ■— - mj -|- y (m — vt') (m? — m/m/ — m/^m -|- m’®). 
Par là on obtiendra 

p_ p/ 2 p/ _ 1 _ (.^•® + 2mx + m^) (x^ + 2qx + p) — (î^ ^ 


Q = P'Q' = /‘ 


. 7 ;® P {ni P »»/) X P mm' 


donc 

d’où 


mm' 2mp p 2m/ q 


■nvui- j,f 

' “ "72 “ 7 J 


~ = 2 , 


h: 


f' ^ 2mp -f- 2m2g 


(«,+2)yÉ 


mm 


19* 
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or 


donc 


— m^) — 27n?i7i\ 

27V? q — rrv? m'^v? — 


-|- 2m? q = 2irmm' — — m?m'^ 


h = \ (3r — m' — m). 


L’intéPT'ale cherchée a donc la forme 


/ 


‘ (x -|- k) ch; 


Soit k = 0, 011 aura 


r 


m m' 

~ 3 ’ 


donc 


2q = fm' — l-m, 2q' =:^m — l-m", 

d’où 

m = 2q' m’ — 2q-\- q\ 

3m' — m = hq-\-q\ 3m — m' = bq' -\-q^ 
i = 2 ( 2 '^ -|- 2qq' -[- ■!■ 2^ i =■ 22^ + 222' H“ i 2'^ 
mm'=522' + 22'^ + 22 '^ r = q-\-q'-^ 

donc 

P = {^7 H- q') — i- q'" — I — ^qq ' , 

c’est-à-dire 

^ p = -~q^—2qq'- 

de meme 

p'= — q'^^—2qq'. 

On a donc en substituant 


R=:(x^-^ 2qx — 2 ' — 222') (æ" + 2q'x 


I V{P‘ 


œ . . (IlVj 


+ 22* — q^ — 2qq') {û;^ + 2q'x — q’'^ — 2qq’) 


■ Hq'\ 

“y'- <3 y/; 


ou bien 


^ loff =- — , : ~ “ ■ : L_.± — ^ L_L 3 Ly 

(.r + 2 + 2q') V.r ^ + 2qx — q^ ~ 2qq' — (« + q' + 2q) ■]/x^-Ç^2q'] 


où P= [x^ -j- 2qx — <t — 2qq') (x-{-q-{- 2q'\ 
Q = X — [- 2 ' ~1“ 22 5 

ædx 


J V~(x'^ 


VÇx'^ + 2qx — q^ — 2qq') (x^ + 2q'x — q"^ — 2qq') 


(x + 2 + 22 O y.'g^ 4- 22^' — <f — 2qq’ + {x + 2' + 22)yÆ^ + ' 22 ' 


X — q '^ — 2qq' 


2qq' 
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53. Seconde méthode. 

Dans ce qui précède nous avons réduit la résolution de l’équation 

à la résolution d’un système d’équations linéaires; mais comme l’élimination 
des inconnues entre ces équations est assez laborieuse, et qu’on a de la peine 
à en déduire un résultat général, je vais donner une autre méthode pour la 
résolution de cette équation, qui n’ait pas les inconvéniens de la précédente, 
et qui donne une relation g'énérale qui doit avoir lieu entre les quantités 
constantes dans i2, pour que l’équation proposée soit résoluble. 

Soit le plus grand carré parfait contenu dans i?, on peut faire 

oti r est du second degré et s du pi'emier, En substituant cette valeur de 
JR dans l’équation proposée, elle deviendra 

Il est clair que le premier coefficient de P doit être le même que le pre- 
mier coefficient de Qr] on peut donc faire 

le degré de étant moindre qui celui de P. En substituant cette valeur 
de P on aura 

Qi '^QQd ' — f • 

Soit Q du degré w, il est clair que est du degré n — 1. Soit mainte- 
nant v la plus grande fonction entière contenue dans clair qu’on a 

= SV -[- 

V étant du premier degré et u une constante. En mettant cette valeur au 
lieu de r dans Téquation ci-dessus, on obtiendra 

Qi~\~ <?) = !. 

On voit sans peine ciu’en faisant 

Ç zn: -j - ^2 7 

le degré de devient moindre que celui de Q. 

En substituant on aura 

(1 4:uv) {u — — sQl—1^ 


' ou bien 
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^iQl ^“^‘iQxQi ^^2 ^7 

en faisant 

.Sj == 1 -|- 4?/y, î’i = r — 2?/. 

Puisc[ue le degré de Q.^ est moindre qne n, il est aisé de voir que est 
du degré n — 2. 

Cela posé, soit 

r, = s^Vi-\-îii, 

Ml étant une constante, on aura 

'^1^1 {Qi 2î;i(2|) ^Qî i 7 

donc en faisant 

Qi — ^“^iQî “ 1 ~ Qii 

Qg sera d’un degré moindre que celui de Ç^. En substituant on aura 

^1^3 “h 2^2 ^2 ^2^2 — I7 

en faisant S2 = s-|-4Miyi, 7 \ = 7\ — 2 mi, Qg étant du degré n — 3. 

Cette équation est semblable à la précédente, d’où, il suit qu’on peut la 
réduire de la même manière à l’équation 

^sQÏ 2 ?'g Qg Qi ^2^4 1 7 

dans laquelle on a 

7 \g = VgSg-\-îf,g, Ug étant constant, 

Qg — 'ivgQg -[- (^ 4 , Q^ étant du degré n — 4, 

^.3 = 'Ù + 4^2 ^2, 

n, = Vg — 2^2 • 

En réduisant cette équation de la même manière, et ainsi de suite, on 
parviendra enfin à une équation qui, dans le csis où 71 est un nombre pair 
2a, sera de la forme: 

**’2or — 1 ^2« + l 1 Sa ^Sa ^2« + l ^Sfi ^2fif 1 7 

^i n est un nombre impair 2a'-j-l, elle sera de la forme: 

^‘2o' + l ^?2a' + l 2'T2«' + 1 C!*2«' + 1 Qsii'+S ^Sa' Qsa' + S 1- 

Qsa +1 degré moindre (|ue celui de Qg„^ et Qga'+s ^st d’un degré 

noindre que celui de Q^a'^ri- Maintenant Qg^^ est du degré 7), — 2a = 0 , 
lonc Qg„ est une quantité constante; donc (l2a+i = 0; on a donc 

•‘'Sa Q\u 1 ■ 
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Si n = 2 a~\-\^ on aura de même 


donc en général 




Qle 


+ 1 




= 1 ; 


étant une quantité constante. De là il suit aussi que est une quantité 
constante. Donc 


“Toutes les fois que réquation 

P^ — Q^R=l 

est résokible en fonctions entières, il faut que l’une des quantités 


6", 6‘j, Sg, é*3, 64, etc. 

soit constante, et l'éciproquement. De plus, si est la première des quantités 
s, Sj, «2, etc. qui est constante, P est du degi'é w-j-2 et du degré 

Il suit de là que pour trouver toutes les valeui’S que li peut avoir, il 
faut faire successivement s, s,, 63, etc. égal à une quantité constante. 


54 . Il s’agit maintenant de déterminer les quantités i-j, s^, 63 etc. Vi, 
^2, î’3, etc. Di, «2, V3, etc. iq, tq, «3, etc. Les équations desquelles on doit 
les déduire, ont, comme on le voit par ce qui précède, les formes suivantes: 

( 1 ) — 2 1 JH — 1 — 1 ^ 

(2) = — 2«„_i, 

( 3 ) = 


On peut de ces équations en déduire une autre qui est de la plus grande 
utilité dans cette recherche. 

En multipliant la première des équations précédentes par on aura 

— 1 — 2 — 1 ~1 — X — 1 — 1 * 

De la seconde équation on tire 

2 — 1 ^ iH — 1 ^ ni ) 

donc en substituant 


De l’équation ( 3 ) 
par 2, 


1 — 2 — 1 ~*| m — 1 ■ ^ th ) 2 ^ ni — 1 — 1 • 

on tire en mettant m — 1 au lieu de m, et en multipliant 


2î’«_i = 2s„_,xt;„_i + 2 m„,_x. 

En ajoutant cette équation à l’équation (2), on aura 

2'y,«_l Sm!_ 1 = ^Bi-l -f - l'm- 



152 


THÉORIE DES TRANSCENDAÎJTES ELLIPTIQUES. 


üii aura doue 
c’est-à-dire 


^m- A — 1 ^vi—2 ~] ('^ ?ji— 1 [“ ^ ï/î) ij m - 1 ^ i«) ? 

^ m — 1 *^7)1 H ^ 7)1 ^7)1 ~1 y H ^ 7)1 — 1 • 


Il suit de là que la quantité 

1 ^ 7 n H” ^Vi 

est indépendante de m; donc on aura 

^m-l ^7n “h '^*1 5 

mais = 1 -j- Auv , et r^ = r — 2u ; donc 

= 5 -|~ r ^ 4u (vs — ?•*-[- u) ; 

mais vs — r — donc 

6*6*1 -|- 6 = i?. 

Donc on aura quel que soit m 

(4) • ‘S'jjj...! 6*,„ -|- = r ^ 6* — il! 5 

ce qui est bien remarquable, 

55. Faisons dans l’équation précédente m = nj on aura 

• ^n-l “h ‘"‘‘5 

en supposant = const. = De cette équation on tire 


On a de même 
donc 

donc 


s 


— 1 • — 2 


“h '^‘«-1 — *■ ! 

('‘'n—2 ^* 11—1 5 


*'»!— a /^*’l 5 1 ^'l • 


Cela a efiectivement lieu, car on a 

r„ = s„v„ -j- u„ = ,uv„ -(- u„ , 


d’où 

Maintenant 


Vn — l , et = 0. 

r‘ 


'^V.-l *‘n-l '^«-1 -j-'iin-l ^n-1 “h i 

fÂ 


: r -|- 2m„_i , donc 


or = + 
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^«—1 1 j 

mais r = sv -|- u , donc 
donc 

— u=r — 2u = r^^ 

et par conséquent 

On démontre de la même manière que 

^ n — k ^ A: 7 

^n—k ^k—1 ^ ^ 7 

‘^^•■n-k-^ “^A;— 1* 

Le signe supérieur a lieu si h est pair, et l’inférieur si k est impair. 

Soit n un nombre impair 2a-|-l, on aura, en faisant h = a-\- 

^ a ^a+1 5 

^ et 7 

donc ^a—1. Donc, si n est un nombre impair, on a 

— k — 1 ? 

Vn-k = 'i’k-l- 

On a aussi u„ = 0. Donc; 

“Toutes les fois que l’équation P'"* — 1 est résoluble en sup- 

posant Q une fonction d’un degré impair 2a-|-l, on a m„ = 0“. 
L’inverse a aussi lieu, ce qu’il est aisé de voir. 

Lorsque n est un nombre pair 2c£, on a 

pour condition de la l’ésolubilité de l’équation P’* — Q^B=1. On voit aisé- 
ment que ces conditions sont bien plus simples que la condition mentionnée 
plus baut que doit être une quantité constante. 

56. Connaissant la valeur de par l’équation 


Tome II. 
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on aura les valeurs de P et par les équations suivantes: 

Qn—l Qnj 

Qs-2 — 2«„_2 Qn-1 “h 5 

Qn-S = y 


Qj^ = 2Vi Q2-\-Q3', 

Q =z2v ^2, 

Pz=tQ -|- q^. 

P 

La forme de ces équations conduit à exprimer la quantité par une frac- 
tion continue. 

En effet il est aisé de voir qu’on a 


P 

Q 


r 



1 

2»i ■ 


1 

2r3 -|- 


1 

2»3-j- 


• + 


1 


2y„_2 


1 

2«„_i 


On a donc P et Ç en transformant cette fraction en fraction ordinaire. 

De cette expression on peut aussi déduire la valeur de j/P eu fraction 

continue. En effet, eu posant n infini, on a ~ |/P, donc 


I 1 

= ^ + 2“q 


2vx -\- 


2v2 


2v3 -J- • 


Dans le cas oii l’équation P^ — est résoluble, cette fraction prend 

une forme remarquable, car elle devient dans ce cas périodique; ce dont il 
est aisé de se convaincre par ce qu’on a vu précédemment. 

On voit aussi que si Ç est du degré n, les quantités v, v^, Vg etc. 
sont du premier degré, excepté 

^«5 ^3n'+2) • • • '^kn—li + 1 6tC. , 

qui sont toutes du second degré. En effet 

T 

^n = '^3n + 2— ' ' ' — %* + l)n + 27i “ ’ 

= '2^4w+3 — ' ■ ‘ — '^2Jcn + 2k—l = 
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57. Je vais maintenant détermine!- les quantités et pom- 

toute valeur de ni. Soit pour cela 

r„ = -\-ax-\- 

= dm 

= (5'm + “ • 

JfrfL 

a est le même pour toute valeur de m, ce qu’il est aisé de voir. En sub- 
stituant ces valeurs de r„,, s„,, et dans les équations (1), (2) et (3), on 
aura 

1 2 1 ' Pm—2 ^ \ (p — f~ l) ~ ’ 

Pm—1 

x'^-\-ax-\~ 5„, = -J- aæ -[- — 2 m„_i , 


-j- ace — (o,» + æ) ^ . 

De ces équations on tire sans peine 


Pm 


— 1 Çm — 1 
Pm — 1 


<3m “f" 4 

Pm Pm—i ~1“ 4 

1 

K = ^«.-1 — , 

Pm 
^m Çm 


9 m = ^ 


j^m — 1 


<^771— -1 

Pm — 1 


Au moyen de ces équations on peut successivement déterminer toutes 
les quantités 

Qmt Pm ? 


mais en les combinant avec l’équation (4) on les déterminera de la plus 
simple manière. Cette équation donne 

ipm-i (<3m -\-p,„x) -\-ax-\- h^y = {x^ -]- aæ -j- hf -|- c -(-pæ, 


d’où l’on tire 

c„_i.c„ = c-|-&" — 6^, 

Pm-i •i5m = 2(& — 

^m—1 -Pm 1 • Pm—1 P '"1 2ffi(è , 


20* 
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n multipliant la dernière équation par , on aura 

n substituant dans cette équation la valeur de p^pm—i îi 

dent 

(5 — 5„0 -\-pL, (c + - 5^) = [p + 2a(Z) — ô,„) ] c,„_i , 

it en divisant par 


2 ^ (S - 6.) + « + S’ - 6^ = [p + 2"{* - *.)] “f“ ’ 

Vm-\ 


î’est-à-dire 

nais on a 

lonc 

3U bien 

d’oîi • 


^ÎW — 1 


a • 


— 1 ' 


Pm—1 \ Ptn — 1 

Gm-l 


{h — />,„) — e -\-h'' P 


'' w. — 1 


Pia-l \ p.»-l/ 


^î?l 1 


(^m + — c-{-h^ Zij P ) 


P = c -[- — Z) Z)„,_i — h />,„ -|- Z»„, ; 

pm — 1 


^^”-=i = c + (5-Z;„_0(Z>-U 

Pm—l 


En substituant cette valeur dans l’équation 


on obtiendra 

P\K + K-i) — 2[c + — ^»-i) — ^0] — « — (^■' - K~x){h ~ z^.)]. 

Cette équation donne une relation entre Z;„ et Z>,„__i et des quantités constan- 
tes. On peut donc déterminer par Z>„_i, et ainsi trouver la valeur de Z<„, 
par des substitutions successives; mais comme Z)„ dans cette éqiiation monte 
au second degré, il est plus facile de se servir de la méthode suivante. 

En mettant m — 1 au lieu de îw, on aura 

f (Z>™_i + K-^) = 2 [c -f (Z> — h„_^) {h ■— Z)„„i)] \ap — G — (h ~ Z»,,,.^) (b — ] , 

ou en développant 

p\K-i + Z>«-2) = 2 (ap - 2c) {h - Z>„_i) 4- 2c{ap-c) - 2 {b - {b - b,„_,,y ; 

m retranchant cette équation de celle-ci 
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= 2(0^9 — 2c) (Z) — Zj„) (/; — 5,„_,) -f-2c(ap — c) — 2(7; — (7>— 7)„,_i) 


on obtiendra 


/(&« - ^■'«- 2 ) = 2{ap-2c){h- h,„_,) - b„) -2{b-b,„^,f (5,„ - b„, _ j) {b„, + /5„,„2 -2b 
et en divisant par ? 

/ - 2(ap - 2c) (5 - 7i_,) - 2(5 - - 25) , 

d’où l’on tire 

I — 0 7 , 7, ('^y' 2 c) 


Voilà l’équation C[ui détermine 7>,„. 

Si l’on fait 5 — Z),„ — q„^, on aura 


ap — 2 c , I- JD- 


I Lu*/ I 

T 


ou bien' 


^W 7 — 1 Çm — 1 


I — 2^0 qm-i — gâ-i 


58. Avant de donner Texpression explicite de je vais montrer com 
ment on peut exprimer les quantités p,,,, et //,„ par 72 ,,,, etc. 

On a d’abord 




Y {.^1 on + 1 Üm') •) 


on a de meme 


m — 1 ^ “b ^ on — 1 ^ in 


Çm Ç_m + l 


mais = a — --- , 

Pm 


bhn^a- 


<7 “b 5 ’’» 5 '>“+i 


On a de plus — 2(5 — b„') — 2(i^^ d’où l’on tire 

25 ’m 2 g', „ 

ry-\ , , /lO 


= JP, 71-2 7 

Pm — 1 m — 1 


n') 

q2a-\ q^u^n qi'^'^ 




q2fx + l q^cc — 1 q2a- 


q.^ qi 


q^a q-a-H q'Iu-A. ^2 .?> 
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Ayant on a aussi , car 




Pm 

P 


Reprenons maintenant réqiiatioii 

p^ -{- (p'P — ^ — 1 ^ m — 2 — 1 


„ 2 

— 1 


On peut par cette équation déterminer si l’on connaît q et q^. Cherclions 
donc d’abord ces quantités. On a = — Kn donc q = h — 5 = 0, et 
2 'j = 5 — 5i. Maintenant on a 


hn-l 2 


donc en faisant m = 1 , 


^ m — 1 
P^in — 1 


— 1 
Pm^l 


5i = — 5 4- 2 -- a — 


donc 


•p 


V 


^1 = 2 


P ' 


hyr — acp -|- 

’f 


Déterminons maintenant q,,,. On voit que q,„ est une fonction ration- 
nelle fractionnaire de a, 5, c et q)- Soit donc 

2»! » ’ 

'-'în 

et étant deux fonctions entières des quantités a, 5, e, et qj. En sub- 
stituant cette valeur on aura 

Vn ~«-l -j- ( a p — ^0 ym-t ;'/■«->> ÿl~ 1 

^ m y m — l^m — 2 

Donc on aura 


^<ni ^m—2 Um — 1 

.^/™~ -|- (ap — 2c)//„, , 3„,,, — ?/,„ ./aL.,. 


A.U moyen de ces équations on détenninera sa.ns peine z„ 
îtitntions successives. De la première équation on tire 

Um—l ÎJm~3 ' * ' ,V»i— ÜA+I a/.;; 


lonc 


^2a .Vaa— I y'ja—zyka—ti 


2/^.yo 


et y,„ ]ia,r des sub- 


^2a + l y 2a y 2a — 2 y 2a — 4 ’ * * 

leux équations qui donnent z,„ en fonction de yp,, y,,, . . . 

Développons les valeurs de quelques-unes des quantités z, z,, z,,, etc. 
I, y,, yg etc. En faisant în = 2, 3 etc., on aura 
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xu O 


z^, = yi, 

U'i — 4“ (®jP — 2^) 7 

z^ = A{hp^ — acj)-\-c^Y-i 

Vi — yP*' ~h 2 (o 5P — 2c)_p^ (6p “ aop -[- c") , 

Z3=ziyl=p^yl, 

^3 = yP'*^i^3 4“ — 2c)^2 2i22 yi'yii 

etc. 

Lorsque c = 0 ces valeurs se siniplifieiit beaucoup, et ou aura alors 
5i = — 6, 
cp = 2b= 1^, 

?/2 = ip" 4- = i-p {p 4- , 

^■i = y'i = ip^{p~\~ 4ai)4 

;?/3 = Y ^"*^2 4~ ^2 2%2 , 

iPi Y — i>(i> + 4«?4] 7 

Z, = z,yl = bY -P ip 4- 4a&)] ^ 

y.i = -J- 2 2 3 a -[- 'Ihyii 

= 4/>^P'’(2-> 4" 4®^) [(p 4~ ^“^4 4~ 4a5) Sè"*] , 

etc. 

Au lieu de faire o=:0, suppo.sons uiamtenant ap — 2c = 0, on aura 

^'p'‘ — 2 — 1 

îHi 

Si l’on fait m = 2 , 3 , 4 etc. on aura 
. I A-* 


23 


1z 


<l\ 

__-kP^ — 9iÛ 


ijP - 


5 


2«: 


tr 

ït 


^ — giP' _ O Yi—p'" 

9.S p'i 2.1 p2 


24 = 




23 


mmi-pY 
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J- ^ /Q 3 ‘ÎN^ ^ 

(2ql —p-) 

59. Appliquons maintenant ce qui précède à rintégrale 

(.-c -f- ÿb) dx 


h 


(j^ "* — |— CtX — j— — j— G — px 

Four rendre les résultats plus simples, je fais c = 0, ce qui est permis, 
comme on le voit aisément. On a 

(^x -f- O 


/* 


1 


V(ai^ + + /,)ii + px 2n + 4 *= p__ Q y B 


ou bien, puisque 




(jc —j— dx 


-ïo H (P+ Q yS). 


{x^ -{- ax -\- Vf -\- px n-\-2 
Pour que cette équation soit possible, il faut avant tout que 

donc on aura pour condition de l’intégrabilité : 

6;j=:COUSt. 

Or on a’ Il faut donc que 

p„ = 0. 

Si cette condition est remplie, on peut toujours déterminer h de ma- 


nière que 


iyp 


devieuiie égale à log- (P-j-Ol/P). 

-^axJ^bf-fpx ^ n ~\-2 ^ r%r J 


Cberchons cette valeur de 7c. On a vu qu’en faisant 

p=fy-fx-y , 

znz S — j-r- ^ “j — • • • î 

, 1 f' . i ' 

h est égal à - (^^11 • 47), Il s^xgit donc de trouver -- 

Pz=rQ -j- Çi, 

^ “ (® “h 77 ) Qi~{-Q.ij 

Qi — 'y^ ffi) Q^-^-Qa.) 


On a 
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Q% = -~ Q^'^rQ^’| 

P2 


Qn—1 ^ ip "i“ 1) Qn 1 

Pn—l 


Ç„ = const., 


d’où l’on tire sans peine 


o(n) _ 


2 2 2 2 


P Pi P 2 P 3 P«-i 

2 2 2 2 2 


P Pi P 2 Ps Pm — 1 


{9 9i~\~ 9^^ ■ ■ ■ 


i-r£/2'Ty3 


Maintenant on a 


, ^ ^ ^ + 2 )/(’‘+^> + {n + • • • . 

x-|-/c — 2 A + ’ 


(x + lc)(e''‘>;r’‘+ • • •) = 2M(72 + 2)/'‘+^>x’‘+^ + 2M(«+ • • 


fc _j_ = 2 A {n !)/<”+'> : 

Qj, y(«+i)_g(«-i)_|_Q,e'”> (n" 49), donc 


2y(n + l). 


«(«) fc _j_ e<«-« = + 


n + 1 


a gO'O 


n+1 1 

^ — «_j_2 “ wd-2 ■ «W ’ 


et par suite 


{9-\-9i-^9^-\- • • • -\-9n-i)- 


, On peut aussi exprimer h d’une autre manière. On a a ^ , di 


en substituant et remarquant que c„_i = c — 0, 

’‘ = nh “ + ^ (n+è + ■ " + 


60. Ou a vu que l’équation 


Tome IL 


21 
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exprime la condition pour que 


l„g (P+QfB). 


Cette condition équivaut à celle-ci : 

ear on a p.npn~i = '^(ln (p-^ 57). On a aussi dans le même cas 

<ln-^k=q.k^ 

En combinant cela avec ce qu’un a vu précédemment, on en déduira 
la régie suivante pour trouver toutes les intégrales de la forme 

(æ -|- k) dx 

J V(x^ -f- ax b'f -|- fx -f- G 

^ui puissent s’exprimer par la fonction logarithmique 
2T log- [PH- Q 


savoir : 


“On calcule toutes les quantités q^^ etc. d’après la formule 

Im —% » 

— 1 

7 2 I 

m supposant ^ = 0 et q^ = 2 . Puis on fkit successivement 

'P 

2a = 0, !Z2 = 0, = . . . 2„ = 0 etc., 

)ù. en général 

<ln-k~qk, 

>n donnant à n toutes les valeurs possibles. Cela posé, on aura toutes les 
valeurs que P .peut avoir en éliminant une des quantités «, h et c par 
me de ces équations. Ayant trouvé li on a 

1 


h. 


ù l’on 


‘ n-\-2 


P^a 
P^a + l — 


— ,L. . [ 

n-\-2\ P 

- _L fj. 
Fl 

+p:+ 

• • 

Cm 

o-\-qm 

<2wiH- 1 


P tri 

P 



<pjia 

^îJa--2 

Î2 

P, 

<2 2a~-l 

<2 2a— 3 

•Zi ■ 


î2 2a— 1 

. . . i». . 

il 


î22a— 2 

22 

F 


— i 
Pn-1 


'aisant ensuite 
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9m = a- 


c+qmq,. 


i+i 


P 


on aura les valeurs de P et de Ç en transformant la fraction continue 

1 


^ ax-\-h ^ 


Q 


^ + 9 


+ 


2Î±^_L . 

J>1 ' 


1 


2l±f2=?+ 1 




^ + On-l 
'Pn-l 


en fraction ordinaire, savoir en supposant Ces valeurs trouvées, 

on a enfin 


k 


{x -|- À:) dx 


log [p+ Ç y(æ' + aæ + ly + c 


(x^ ax by c px «■ + ■ 

La résolution du problème dépend donc du calcul des quantités 
23 , 24 , etc. Les valeurs de Zj, z^, i/g, Zg, î/g, etc. trouvées dans le 
numéro 58, donnent immédiatement, dans la supposition de c^O, quelques- 
unes de ces quantités. Les voici 

2 = 0, 

2i = 2 J, 

p(p + 4aZ<) 

— 862 ’ 

_ 26(16 6«-Xp + 4a6)) 

‘is— (p_p4a/,)2 ’ 

4bp(^p -|- 4a6) (p2 -|_ 6a6p + Sa^ — 8P) 

(166® — p(p-|-4a6))2 

61. Prenons maintenant quelques exemples. 

1. Soit n=l. Dans ce cas on a 2 i = 0; c’est-à-dire 5 = 0; donc 

k = ^a, g = a. 

On a par là 

P .2 I I 1 + iP 

1 


^ -2 1 I 1 _ (^'+«y-^+ip . 

QO — — CIOC “T j I 

Q 2 a 


donc enfin 

[x \d)dx 


P=z{x-\-afx~\-\p^ Q = x-}-a- 


J 


axY -|” px 


■ ^ log (æ aYx-\-\p-\-{x-\-a)'^ (æ^ -|- axf -\-px 


21 * 
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2. Soit n = ^. On a — donc — 4a5, h=^a-^ on aura 


donc 


donc 


k 


{jXj — 1“ 


Ilog{P+«p). 


+ W — 4a&ic 

3. Soit n = ^. On a <23 = 0, donc p^-[-4aZ>j; = 165®, d’où l’on tire 
P.= 


h 


— 25(a + 
i * "1“ -F ■ ^ ’ 






Pi P P 1 

^ ^ + i + 4^ )• 

On aura donc 




f 


| log (P-]_ Ç ) . 

|/(æ'^ -"I- cé^ + by — 2b(a -|- l/a^~f'4a 


Nous avons supposé dans ces exemples c = 0, mais il est clair (pi’ou obtien- 
dra les intégrales les plus générales en mettant x -[- a au lieu de . 7 ;, a étant 
une quantité indéterminée. 


Prohl^vie IV. 


Trouver toutes les intégraks de la foi-me J 


dx 

ÿji 


qui peuveut .k'exprüner par la foiution 


logarithmique 


A 


• log 


P -j- Q VlJ 
P—Q Vit 


62. Ce problème est dans le fond un cas particulier du problème II, 
mais comme sa résolution est très importante dans la tliéorie des fonctions 
elliptiques, je veux en donner une autre au moyen du problème précédent. 
Soit 


= A'.\og 


P'±Q'V^i' 
P’ 1 Q' YPf 


j Yjt 
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l’intégrale la pins générale de cette forme qu’on puisse exprimer par l’ex 
pression 


A'.iog^+«y^ 

^ P'_ Q'YE' 


En substituant au lieu de on aura 




]c'ai + k'I + 1 




x-\~l 


en faisant k — l~^ . On a de même dy 


^'(^ + ^ + p) _ k'{x + k) : 

X l X l ’ 

dx 


= (/ + «J/ H- + c -^py, 


Soit 


on aura 


li': 


1 


(* -j- ly ' Æ-j-z 


— h I c •— j— 


P 


x-\- 1 


donc 


70/ [1 -|- a(x -|- l) -|- hÇx 4 - 0^ ~t~ ~t~ 0 ^" . 


fË' 


7 |^[1 “1“ ~t~ 0 ~1~ "b 0^] “b pO'' H~ “b ''('* "b y R 


(x + lf 


■Qcy-iy 


Désignons par ce que deviendra ^ Ë en substituant ~ 

^ ^ F—QiR ^ P'—Q'^R' 


au lieu de y, on aura 


■k 


J ft 

J (x - 


-p TP) dx 


{x + l)i'R 


:4M0g 


P-yQYR 


P-QiR 


A' 


ou, en faisant — jy-=A^ 


~b ^ d.'/; , , P - y Q VR 

Jx + l' Vît “ ■ ^ P- Q VIt ■ 


Cette intégrale est maintenant l’intégrale cherchée la plus géuéi-ale, ce qu’i 
est aisé de voir. 

Il faut maintenant déterminer l. On a 

l2 


c’est-à-dire 

2a(æ -j- ^ {(V -j- 2è) {x -j- (2a& -\~P) (* ~h “h 0^ 


ou 


c) {x^ -f dx‘^ + yx^ + /5æ + «), 
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OU 

â = [4:(¥ + c) ? + 2aè +_p] : (b^ + c), 

5 / = [ 6 ( 6 ^ + c) P + 3{2ab 4- p) Z 4- + 2b] : {b^ + c ) , 

4 = [4(6^ -f c) Z® 4- 2>{2ab -{- 2(a" + 2i) Z -f 2a] : {¥ 4- c), 

OL z=rz 4 “ c) l*’ — |— {2(ib 4 ~Jf*) ~ 1 “ ip^ ~ 1 ~ “ 1 “ 2<il 4 “ 1 ] ■ {b~ 4 “ < 3 ). 

De ces équations on tire 

2abP^p = {b^^c){ô—Al), 

a? + 2 h = {b^ 4- c) (;^ — SiîZ + 6Z®) , 

2a (Z)" + c) (/ 5 — 2j/Z -f — 4 Z=*) , 

1 = (Z/ 4- c) (a — /3Z 4- ;/Z^ — (^z* 4- Z4 ; 

ce'r^a — ^Z + j/Z^ — (yZ*4-Z^ 

/3'=:r4— 2^Z4-3(yZ' — 4Z“, 

4 = / — 3c5'Z4- 6Z^, 

(!' = (?— 4Z, 


d’où, en faisant 


on tire 


/î' 


/O' 2 */ 


_p: 


_4 

a' 

a' 


. 1 
T 


•i' 


El 


Êl (./ _ 1 £' 


« 1 a 


■ T 2 


En substituant maintenant ces valeurs de a, Z», c et p dans l’équation qui 
exprime la relation qui a lieu entre ces quantités, on aura, une équation 
entre Z, a, / 5 , et d, d’où l’on tirera la valeur de Z. On aura donc enfin 

f ^ Aog 

J i 7\i/...Â I I t /J-.. I O 7) /T„/ /i 


(.* -f- /!) Yæ^ “P A y A^~{~ d'* + “ 

De cette équation on tire ensuite 

dx 


l 


d’où 


M+(’‘ 

dx 1 r dx 

ix. + l)YR~'>'-b J YË 


F- QYë 
. p+ QYe 


I 


^ = A YÎY -Y- g . log , 

(.r + Z)yit ~ F~QYll 


. i„g t'+Aï^ 

l. — k F—QYR 
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et de cette manière on obtiendra toutes les intégrales de la forme 


k 


dx 


/ ' dx 

et la fonction logaritlimiq’ 

P+ QVÉ 


ne 


A . log 


P— QiR 


En mettant — l au lieu de Z, on aura 


r dx 

1 

fdx 

Ayip-{-p 

> 

1 

! 

/ 4- /fc ■ 

JyM^ 

7 i-^k 


, P+QiR 

. log — 

^ P- QiR 


ou bien (n** 44), 

dx 1 


* dx 


1 ~t“ qVr 

(o! - 1) V R i‘+k..}VR 


r ch 

J 7kk 


Si l’on suppose /c ~ — oc, ou k' = 0, on aura 


r dx _ 

J\x-V)YÉ~' 


{x — /) y R (2n 4) y a -p yP P 

Prenons un exemple. On a (n® 51) 


log 


. P-yqyÉ 


P- qy'R 


j yY 


xdx 


-|- 2 ^*^ — — a'{x — 1 ) 


- . log — 

O D/ 


p'+q'yR' 


P' — Q yit' 


Soit X = 


2/-0 


on aura 


xdx- 


(ly 


jl = ^ + % —J) — 3(y — — a’(y — if + «'(.y — Y 




donc 


■D_^iy^+^y'^-yry^A-(iy + a) , 

M— - qj — if 


— 1 — 4Z, 

y = ( — 3 -|- 3a’/ -|- êa'P) : a', 

^ ^ (2 -j- 6/ — Sa'P — 4a7») : a’, 
a = {l — 2î—èPPyaT^aT): a' ■ 


d’où, l’on tire 
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M — y ’ 


etc. 


în faisant l — O, on aura 


dæ 


)r 


lonc 


X y 1 2ûi — 3x^ — a'(ûs'^ — 

P' = x^-\-Bx^-—2 




i-log 


F+QVR 

P-QiR 


y 5 Q' — æ-|- 2 ; 

P=rl4-3æ— ( 2 + Q = l-^2x. 

Dans le troisième problème j’ai donné une méthode pour trouver toutes 


es intégrales de la forme 




— [ — Rj dx 

~ÿW~ 


qui peuvent être exprimées par la fonc- 


;ion logarithmique A . log’ . Dans la suite de la théorie des trans- 

^ ^ ^ P— Q y R 

îendantes elliptiques je montrerai comment on peut trouver une infinité d’au- 
:res intégrales de la même forme, intégrables par d’autres fonctions logarith- 


P I () ■ 

niques, qui sont toutes composées de termes de la forme • log , 

somme nous l’avons vu à la tête de ce chapitre. 


CHAPITRE III. 


Swr um relation rema%‘qicable qui existe entre plusieurs intégrales (h la forme 

dx 


Ç dx Cxdiii fx^dx Ç 

7 m’ JVïî’ JW Jü 


{x — a) y R 


63. Nous avons vu dans , le chapitre précédent qu’il est eu général im- 

ossible d’exprimer l’intégrale / . par les intég-rales / , ( -7 , 

J{x-a)yR ^ ^ J VR J yR 

SC ^ dtX 

7e ’ si l’on prend cette intégrale entre des limites convenables 
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/ clœ 

— par les trois inté- 

(æ — a) y R 

grales ci-dessus. Ces limites sont, comme on le verra, les valeurs de x qui 
rendent li = 0. Soit 


p: 


r dx 

J (x — a) 


{x — a) y R 

En différentiant p par rapport à a, on aura 

dp 
da 


r dx 

Maintenant on a vu dans le premier cliapitre que /- — p-r est toujours 

J (x — ayyR 

r dr 

réductible à rintégrale / — ~~ . En effet on a (n^^ 14) 

J {x — a) y R 

f- — = y • f {AyBxy Cx^) — i -Ç^ { — -- 
j{x — aYiE fO' JY ~ ' ’ ^ fa J Qv— a] 


OÙ 


■)iR 

. ... -|- coust. , 

(x—a)fa ‘ ’ 


A: 


ea 


■ 4" <)'«, B = \ ô\ G = €, B — fx. 


Donc en substituant pour / 'Y—— et / leurs valeurs, p 

^ J {x — a) i B J {x - af i B 

et y , et prenant les intégrales de manière qu’elles s’évanouissent lorsque 

(ajŒ 

X = r, r étant une valeur de x qui rend B = fx = 0 , on aura 


Y 

da 


r + i y P = + Y ^ + Bx + Cxf. 

ia ' ^ /a [a — x)fa ' fa J ffx 


Cette équation devient intégrable en la multipliant par |//a . da ; car on a 
alors 


y/a . dp -fp . d']/fa — ffi 
En intégrant on aura 

î>y>-v 


da 


da 


[a—a^yfa y fa J yfx 


dx 




/■ 

da 

ffa j 

J (a 

— æ) fja 

1 Vf a J 


Si roii prend l’intégrale de a = r, on a : const 0, en remarquant que 

A -j- Bx Cx^ =z \dx-\;- tx^ — (I d'à -]- taf. 


Tome II. 


22 
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Maintenant on a 

r da r dx /* dx C (-^ ôa -[- da 

J Vfa J Vfæ j Vfx J Vf a 

Donc en substituant cette valeur et remettant la valeiu’ de j9, on aura l’é- 
quation suivante: 


(æ — a) y/x 


(a — x) y fa 


da r dx -f- sœ^yix Ç dx f ôa -|- «a^) da 


Cette équation donne la différence entre les deux intégrales |/ÿ"«. 

et V/æ . / ——jr-. exprimée par des intégrales de la forme 

J (a — æ) y fa 




, ce qui est très remarquable. 


(Æ-a) yjæ 

f 


Supposons maintenant qu’on prenne l’intég’rale • / cle x = r à 

J (x — a) y/x 

X !■= r\ r' étant une autre valeur qui rend fx = 0. On a dans ce cas 


M y/o 


f da f P’’ dx f (-}2Ôa-\- ead)d.a 


{ii;—a)yfx jry/a 


Cette équation montre qu’on peut exprimer l’intégrale détiuie 


par des intégrales de la forme 




(.V — a) yfx 


ce qui est très im- 


portant dans la théorie des transcendantes elliptiques. 

Soit r" une troisième valeur qui rend /æ = 0, et supposons a — r'f 
on am-a /h = 0, et 

/ \ f da I (y ôx Ëx^yix r dx f (yôa -f eu'^yia 

' J r y fa j r yfx . J ^ ÿfx J , y fa 

équation qui exprime une relation entre quatre intégrales définies. 

Supposons, dans l’équation (a), que x ait une valeur telle que l’intégrale 

/ da . ^ . /* jff 

— puisse etre exprimée par des intégrales de la forme j - : et 

r ada 

/ — = , et soit 
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f ^ r {A + Ba)da 

J(a-x)iTa J ifa ’ 

w étant une fonction logaritlimique. 

En substituant cette valeur, on aura 

ffi r(A+J^+yyï,.„ 

Jr {x — a)yfx y fa 

I r da f " (ÎÆ + fi dx Ç " die C {\da ea da 

J i-Yfa J r V/æ J r Yfx J r ^fa 

Les intégrales sont prises depuis x = r jusqu’à æ = {o, œ étant une valeur 
telle que 

r da _ f (A + Ba) da . 

J (a — co) yja J y fa 

Supposons (le plus qu’on assigne à a une valeur a = œ' qui donne 

r dûi r (A' B'x) dæ . , 

J (x — co'')yfx J yjx ’ 

■ « 

lo' étant Txne fonction lo^'aritbmique, on aura 


yyb' - ^0 = y/L r'i±±p± _ -y/ôj' 

Jr y/« 


cZa f‘^(^ôx-yex^)dx 


\A' Jr dd'ai)dx 

ÿjx 

“ dx r " (I âa -|- ea^)da 


64. On peut trouver une relation encore plus générale entre plusieurs 
intégrales définies de la manière suivante. 

Soit s une fonction logarithmique quelconque de la forme 

. . . 

^ P— qy B ' ^ p'—Q’yii ' 

En prenant la différentielle de cette expression on a, suivant ce qu’on a vu 
précédemment, un résultat de la forme: 

ds = -% (b^GxA^ 1 ’ 

donc en intégrant 

r — dx r — 

J yP ^ J(x—a)yB ' J{x — a')VB ' 
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Prenant ensuite l’intégrale depuis æ — r jusqu’à x = r', on a 


'(5+ GG)dæ 

Vfx 


+ 


X 


(' (la 


l//« \J r y/a 
Vf a' [Jr Vfa' 


. ^ Vfi» ' 


rlx r ôa Ea^') (la ' 


^ Vfx 


Vfa 


ô.r. Exfi clic r’" dut f (■^âa'+sa'^^fla.' \ 

y/S Jr Vfx Jr Vfa' I 


3u bien 
s' — .s : 




-i: 


(B + Cæ) dx 

Vfx 


r' dx 1 L 

f (i H” 

^)da. 

TJ 

r (-J ôa' -|- e a' da' . \ 

Jr Vfx \ Vfa 

Jr Vfa 

i 

Vfâ' . 

Vfa' 1 

r"* d-dÆ + 

^)dx / X f 

(la 

TJ 


Jr Vfx 

i Vfa J , 

, Vfa 

Vp 

J., y/d + 1 , 


Pontes les intégrales qui se trouvent dans cette formule, sont, comme on le 
TOit, de la forme 

f fy^ pf f y^y 

JWj'Jvfÿ Jv^’ 

et l’équation exprime par conséquent une relation très générale entre un sy- 


itème d’intégrales de cette forme. 


Rêduclion de Viniêgralc, J à lu, f(. 


orme 


J 




cr Hiw (p 


Voyez Ijege?ulre Exercices de cale. int. 
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aux intégrales 


Réduction de Vintégrale f 

J V 1 — sin^ qp 

, fdg)}/! — e^Hui^g) et f 

J y 1 J ^ (^X -j- 7? sin^Cf 


rp) y 1 — 


Voyez Legendre Exercices de cale. int. 


Comparaison des transcendantes elliptiques. 
Voyez Legendre Exercices de cale. int. 


Evaluation des transcendantes ellptiques qxir apiproximation. ~ 
Voyez Legendre Exercices de cale. int. 


liéduetion des ironscendantes elliptiques de troisième espèce 
par rapport au paramètre. 


Considérons Texpression 


^ py~R 

arc tang — = s ; 

Si 


ou bien 


Soit 


t, on aura 


4''-'^’) -} 

P dlî R(QdP 

Q V~R 

“ 1 H- - 

■ 


pdQ\ 

dx j dûi 

~ + pm 

VIÎ 


P=: 1 , et Q=^ x{a -|- 5.P). 



174 


THÉORIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 


En substituant on aura 


X 


\a-^lx^y ~ C^X^) = h(\ +72X^)(1 


En taisant x=\ et x= — . on aura 

/» ' 


(a hy — 7i3(l -|- «) (1 -|- 92 1)", 


d’où l’on tire 


a-j-ù— (1 -i-’^i)yiT''^-y^^ 


1 1 , i> 

1, “+ 7 i 


donc 




/ 


1 \ ■ 



^ 't' 6*2 ) |/ ^ 

( I + n .) yï - « ( 1 + 5- ) )/i + ”, ] , 


1 — ^1= ~ +^-i) ~h”'] 


On a de même 


l>^ = hnn\ 


ij 


h =n J y92 y/c. 

En substituant cette valeur, on a 

.2 


= (1 + «I ) y^ + ~ 0' + «i ) y«M->b 


(1 - r/) y9^ — yi -f- 92 + yc^+99.) = (yr+ ü — y? + 


-- 


ou 



(i-c^)y9^- 

donc 

92, == 

ou bien, en 

multipliant 

duisant, 

9?., = 

n — y i 

e/est-à-dire 

9 ?.,= 


n : 


(V 1 -(- n — -|- 7i') 


(1 — 6*^) Vn— 6*2 yr+ 7 I + + '^ 


71 — y 71 .y 71 1 -(- y(i -y ?/,) -y 2?,) — y n.(c^ 2/.) 


et en multipliant en haut et en bas par )/l + 
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on aura 

n, == (yr:F^*+ y») (y?^ + y«), 

ou enfin 

».=«()/i+i+i)(j/i+^+i). 

On a 

/c— 1, b—n^^n^ « = (1 -j-'^Oyi -f-w — 

On trouvera de même 

Cherchons maintenant la valeur de M. 


On a 

-)-iS = (1 -J-îiæ') (1 -^n^x^Y'^ 

donc en ditférentiant 

2Q dQ -|- (^1)! = 2(1 -|- [(1 2?iiæ -j- (1 


d’où 


2^7^ + S — + ^ + æ. 


En multipliant par Q et substituant pour sa valeur (l + wx“) (1-|-Wjæ“)’*— iv’, 
on obtiendra 

2(1 -Ynx^Y'^ ~\~'^d^^y ^ ~ (2^]^ -|- re -j- x. 


Maintenant on a 

donc 




Jlf=:: (1 -j-TOi»**) |(2«i -|-TO-l-3«raiæ^)æÇ — (1 -\-nx'^) (1 -[-WiX^) 

Or Q = ax-\- bx^j donc ^ = a-\- 8bx^. On tire de là 

ilf= (1 [(2nnj_a — (w^-j- 2w) b) æ‘-|- (w^ a — 36) x '^ — a]. 


Donc 


Àf [2mî).i a — («1 + 2n) 6] + (ni a — 36) « 




N' 


:M + 


L 


(1 + n æ'^) (1 -t- n i æ^') 

L' 





ou 


A_2a— + 


n ' n i 


~ W -/w ’’ 


i:'= — — 2a = 2y«— 2a. 


'ni 


On aura par conséquent 


arc tg\ 
donc 

iT(«): 


Vi? 




2“-||+l:lsl^+ 


n ' n 1 


in 




arc tff. 


n I — a y n 

On trouvera 

2 , 1 


a n (v) “[“ (2 ]/72 — 2a ) // [n i) : 


rf{n,). 


. I (2r» — 2T/M )>4r 


•n 1 — a i'fi 


+ V j ^ 2a Vn (2 n + ni) _ _ {jc ^ + n — V n) (V ï +"n V^:) 

ni — ain 




y n 

Donc on aura 


ri{n): 


Vn 


arc tg 


■ ')i . 

Y R 2ai 7i~~ (2n + n i) ^ ^ (2a — 2 V n ) y ^ 


ni — ai 71 ^ — ai 


a(«i) -|-C, 

ni — a yn 


OU 


n 


+ ( |/72 1 + |/r^) ( +; '\/n) =.f{p)^ 

b = = fin) 

a = {nif~ 1) -j- 1 If Ui y^ = ;ç(n). 


Ou bien, en faisant pour abréger 

+ yn 


71 1 -j- a yn 
+ 2 a y^è — 2 n — n i 


7^1 --j- ai 01 

±(2aj:2in)i7i 

71 1 Ijp a in 


. = a = ip{n\ 

/? r- e{n\ 

Y — ypin) et 6'— - 


n (ri) = pF -|- yfl (w i) -|- a . arc tang 


ax-\- />«;'* 

~7ë~ 


on obtiendra 
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Soit lïiaiiiteiiant 


«•â—ZK), \=yn^.f{n;), a^ = x{n;), 


OTi aura de la même manière 


ri{n^ — ftiF Y (wj) -|- arctang 




in 


ll<n dérivant les quantités j/^, h , 2 de la même manière, 


on 


//(«,) =:=:/î,P-f;., /7Zi,)-i- a, arc taug , 

R 


et aÎTi.si de suite. 

En faisant des substitutions successives, on aura donc 

//(w)=:(/?-f-/Zj' + A/TiH-A/Tir2H- • • • +A,-1/Ti7i' • • • 


-{-YYiY-iT^ ■ ■ ■ Ym-i- arctang 

y II 


+ . arctang 


. arctang - 


+ Jb • 


.i. 

. • ai’c tang ^ - 


-1 d~ 

iR 


-1 


Considérons maintenant la loi que suivent les quantités n, n., etc.; -, 
les quatre valeurs su.ivaiites: 

1) n^= (|/?z 1 -f. ]/%) (y«+c' + yn) , 

2 ) ('[/w-pi — y^) (yre-j-c® — ]/«), 

3) = — ci/w + ï + (y«+ — y«) 5 

4) «1 = — ([/w v ^ — y^) 

Soit d’abord __ 

zziz 1 -j- )/z^) 

on voit aisément que car comme '^n-\- ]ln et 

on a 

^ "j" ((/^ "i" 1 ^ ^) ? 

Tome II. ^3 
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c’est-à- clive 
de même 


n-^ ^ 4n ; 

TO3^4ra2^4®TO, 


«„>4«„_i>4“%. 

On peut donc faire en sorte* que devienne aussi grand qu’on le voudra. 
D’oîi il suit cpi’on peut exprimer la fonction //(«) loar la foncticin // (n,,„) dans 
laquelle est plus grand qu’un nombre donné quelconque. 

Considérons maintenant les quantités a, Z), a, /? etc. On a hz=zn^^n\ 
h est donc positif et très grand, si n est grand. La valeur de a est 

a — 1) yn -f- 1 — «1 y«, 

d’où l’on voit sans difficulté que a croît en même temps que /q et que par 
suite les c[uantités (s, j vont en croissant. 


Ou a de même 




^m—1 ■ 




Eu substituant les valeurs de et de eu ou verra ([ue est 

une très petite quantité de Tordre ■ ^ • 

On a 

("V^ ^ -l) ( 1 ) 

Vc^-b rOu..-..i y 1 + -1 

d^où Ton voit sans peine que ft est toujours contenu entre les limites 1 
et 0, et que la série des valeurs de /? tend continuellement vers la, dernière 
limite, lorsque n est positif. 

Enfin on a 

y _ _ 2 y-n + "■ + . 

n i — a '}/n ' )/ 1 -b n . V c ^ -j- vv. 

On conclut de là que la suite des valeui’s de y tend continuellement vers 
la limite 4 en ci'oissant. 

Coiivsidérons maintenant la seconde formule 


=: (]/? 2 ^1 — ^n ) — ’|/'/ 2 ). 
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Supposons d’abord que n soit très grand; alors on 




donc 


f»+r=y;+^, ]/„+c<=y» , 


n. 


4n 


I 


Donc à mesure que devient plus grand, 72^ devient plus petit, si n 
est plus grand que l’unité. La même chose a lieu si n est moindre que 
Tunité, ce dont on peut se convaincre aisément, en différentiant la valeur de 
72 1, car on trouve 

dn^ 2 , 

donc, la difterentielle étant négative, il est clair que 72 ^ croît si n diminue, 
et réciproquement. 

Cherchons maintenant si la série des quantités 72 i, 723, ... a une 
limite. Si elle en a une, cette limite est la valeur que reçoit n en faisant 
72 i — 72 . Soit h cette valeur, 011 aura 


h = (Vfc + 1— ) . 

Faisons n = k-\-a^ on aura 


72 ^ = h 


1 — 1 


donc 


maintenant 


’ ^ + : ‘ 


n, — /c — 


' y u yk 

yk+\'yk-yc^ 


a 


+ 


+ 


y'k 


■ yic 


- 1 - I <C 1 7 

yiù+i ' y/c+cv 

h — n-^<y^a. 


Donc Wj diftère nioins de k que n- donc k est la limite des quantités n, n^, 
« 2 , etc. 

On peut donc l'éduire /7(îi) à la fonction ÏT(ny)^ où n,^ difïèi'e de k 
d’une quantité aussi petite qu’on le voudra. La fonction ÏT{k) peut s’expri- 
mer par la fonction F et des log'arithmes, car on a 

(1 — J/) 77(/c) = [iF-\- a. arc tang , 

h = — ra J j/re = — fcy a = {k -|- 1)^ -|- k'^i 


23 * 
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^=-2, 

a -f- 




donc 


a 4- V /c 


^ 2a-\-?>'\/k T-, l , a,v — k - .r * 

Ui k) = — - — -t T— . arc tano- ^ — ; 

^ ^ 3(a + y/fc) 3(a + Vk) ^ Vli ’ 


h est déterminé par l’éqiiation 

k = (V/7+ î — yifc) (y/7f 7 - y^). 

Considérons înaintenant la troisième formule: 

- (fi+T + y«) - yy ) ,• 

Wj est donc toujours négatif. En différentiant on aura 

1 


cZni = -p==-_=r: -r=.T j (lu I 

y«^ 4 y«^ 7 

l’accroissement de Wj est donc positif. 

Soit d’abord n très grand; on a alors 

Donc lorsque 7i est très grand, est très peu différent de — qui est 
aussi la plus petite valeur que puisse recevoir La plus grande est — e, 

qu’on obtient en faisant n = 0. Toutes les valeurs de m, sont donc renfer- 
mées entre — c® et — c. 

On peut donc toujours supposer n négatif et compris entre (;es deux 
limites très étroites. 


La dernière formule est 

«1 = — Ç^n -y 1 — (')/??, -j-c’* -[- y?i). 

Si n est très grand, on a 

«1 = — ^ . 2 y^ = — 1. 

yn 

Donc, lorsque n est très grand, est très peu différent de — 1. C’est la 
plus grande valeur que puissq avoir On obtient sa plus petite valeur 

en faisant « = 0, et on aura alors n^ = — g. Donc est contenu entre 
— 1 et — e. 
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Dans ce qui précède nous avons supposé n positif. Considérons mainte- 
nant le cas oîi n est négatif Soit n= — a, a étant positif, et soit d’abord 

= {f- a -f (}/^ + , 

donc 

On voit par là que et si a est extrêineinent grand, on a 


Lorsque 


on a 


=:4a. 




7 


et si a est très grand, est très petit. 


Lorsque 


on a, si a est très grand, 



ou plus approclié 





donc la plus petite valeur de est égale à 1; g, reçoit sa plus grande 
valeur en faisant g — 1 ; alors on a 


a,=::l-f yï— cl 

Loi’sque 

Gi === “ ( 1 +|/l — a) « ) ’ 

toutes les valeui's de g^ sont renfermées entre les limites 

1 — [/l — c® et c^. 

Cberclions maintenant la valeur de n en En faisant le produit des 

quatre expressions suivantes : 

». - {yi+f ‘+ i ){r»+y»+?), 

— y^i-f- 1 )(É^ — y^'H'''^^): 

n 1 — (}/n — ■)/% + 1 ) {fn -j- yjv, If c ' ) , 

î?-! — {^n -|- 1/« -y ï ) ( |/w — y%-y c’* ) , 
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OU aura 

nf — 4nnf — [2c^ -j- 4(1 Wj — 4e^nn^ -|- = 0, 

d’où l’on tire 

_ (n® — cy 

4wi(wi-ù 1) («1 + 

Cette valeur est très reinai-quable parce qu’elle est rationnelle en et 
en c^. Elle est aussi très commode pour le calcul logarithmique, car on a 

log = — log 4 + 2 log(«i — c) -I- 2 log(«i H- c) — log7^l — log(raj + 1) — h>g'(»i + c“). 

La formule trouvée dans ce qui précède, peut aussi servir à trouver une in- 
linité de fonctions elliptiques de la troisième espèce qui sont indéfiniment 
réductibles à la première espèce. Il suffit de faire 

et on aura une intégrale /7(») déterminée par des logarithmes et jiar la 
fonction F. 

Soit par exemple n^ = n, on aura 

— «T 

4n(n -j- 1) (n -j- c^) ’ 

OU 

3n*-|- 4(1 -|- -\-QG^n^ — — 0, 

d’où l’on tire quatre valeurs de n. 

Lorsqu’on connaît une valeur de n telle que /7(«) puisse s’exprimer par 
la fonction elliptique de la première espèce, on en peut trouver une infinité 
d’autres qui jouissent de la même propriété; ce qui est bien évident, car 
connaissant n{n) on connaît aussi 

77 («i), /7 (to2), 77(w 3), etc., 

/7(îz_i), etc., 

en continuant la suite . . . vers le côté opposé. 

Ainsi l’on a par exemple 

n{c)=z\F-\- ^ arctang > 

donc on connaît aussi TI{n^^ où 

2) n,==(|/H=^-_]/.)(y?Lpc-fc:), 
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3) = _ (-j/c 4- 1 — y c ) {]/ g ^ + c + y c ) 

4) .^,=_(y^-fyc')(y?=H-yc). 

De ces valeurs on déduit ensuite de nouvelles. 

On connaît aussi 

/ 7 ( — X -[- |/l — c^)i donc aussi oîi 

, [(-1 + VT^^f-^^f __ 1 . 

' 4 (- 1 + y ï — 6‘0 . y 1 - 6-2 . — 1 + yï - «0 ’ 

mais cette valeur rend la formule illusoire parce que 1 — est facteur de lî. 


Méthode pour trouver une infinité de fiormulen de réduction pour les trans- 
cendantes ellip)ii(iues de la troisième espèce. 


Pour trouver une formule de réduction jiour le.s transcendantes ellipti- 
ques de la troisième es^ièce, il s’agit de trouver une relation entre deux de 
ces fonctions qui ne diffèrent que par rapport au paramètre. Cette relation 
doit être déduite en différentiant une fonction log-aritlnnique de la forme 


A .log ^±3J[^^j^A'. log 

^ F—Q-dR ' ^F'—Q'fiB 

expression qui peut aussi être mise sous cette forme 


A . arc taiig 


qVr 

F 


-j- A' . arc tang 


Q'VR I 
--prM- 


Suivant ce qu’on a vu dans le chapitre second, il est aisé de voir que la 
relation entre les deux fonctions doit avoir la forme: 




dx 


(1 -P mA) fi R 


. + L' 


dx 


r dx I ,ç, ^ , fxfiR 

j fi R^ 


(1 447x2 


En mettant — æ au lieu de æ, on aura 




dx 


L I 

(l-finx^)fiR ' 

fx 


dx 

{l-fin^x^fiR 


n /7''' 'ç’ J arc tune- 


Il faut donc que soit une fonction impaire, ou de la forme xF(:v^). 
Considérons seulement la fonction A . arc tang = S. 
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En clitférentiaiit on aura 


dS-. 


d " 


1 + 


P 

Wr ' 

pi' 




clQ 

dx 


F-^ + q:^r 



dx __ M dx 

ŸË ~ Ëf ' YR 


Oonmie doit avoir la forme G-\-z,- -r- — îH-t — 4 — •> i 
.Jy ' ' 1 + 

-]- Q^R = (1 + nxY"' (1 + «1 = P, 

/i et fi étant des nombres entiers et positifs quelconques. 
En difi’érentiaut on aura 


2PtZP-p ^QRdQ + Q'UR = clN, 

et QU multipliant par P et remettant la valeur de P^, 

2(iV- QUi) dP-Y 2FQRdQ + PQ'^dR ^ PdN, 

c’est-à-dire : 


P/=: 


P àN JJ <IP 

^ dx dx 


Q 


en substituant la valeur de N, on aura 

M= -J (1 + næ . (1 -1- ( P[tmx{l -f '/q æ") -f- 

a'nix[l -j- nx^y] — (1 -|- nx^) (1 ^ x^) | ; 

donc 

M g ( [(1“''' + ^''"1) + (i« + i“') F— [1 -f- (n + -«i) x^ -[- uu^ /(r^] J 

N (i -j- riÆ ^ ) ( 1 -|- n 1 .* “) 

Le numérateur de cette fraction doit être de la forme; 


(Ik-f PP + P)A 

Il y a deux cas à examiner selon que Q est une fonction paire ou impaire. 

Si Q est une fonction paire, P est une fonction inqjaire. Dans ce <*.as, 
si ,«-|-i(/=2y, la fonction Q est du degré 2?/ — 2, et P du degré 2|/ — 1; 
si au contraire /( -[-/// = 2r 1 , la fonction Q est du dégre 2n — 2, et P 
du degré 2y-|-l. 

Si Q est une fonction impaire, P est une fonction paire. Dans (îc cas, 
si /t -j- n/ =; 2r, Q est du degré ‘'Fy — 3, et P du degré 2r; si au con- 
traire /t -f- = 2y -|- 1 , Q est du degré 2y — 1, et P du degré 2r. 
Détei’minons maintenant les quantités k et Id. 
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On a, en faisant Q=fx et P=(px^ 

M. = y— [(/^^ “1“ ^ “1“ *'*) H” ^ 


En faisant = et = ■ 


on aura 




/(|/— î-^ 






Mais on a 


{Cfxf + {fxY (1 — æ') (1 — = (1 + (1 + '; 


donc en faisant æ^: 


1 X 2 

— et X ■ 
n 


<<’(]/- y) 

/(ÿ-v) 




|y=V/(^+^)(^ + ï)'''-^ 

n / 


donc en substituant, 


fc— + — yn'Ÿ 


n * 01 ^ A yn 

1 7 

v,i ^ ' ni A Ym 


1 + - 1 + 
* O-). . ‘ 


l/(i+ïr)('+- 


ou bien 


_ .L k' + -i = ^-"-=p rCH- ») (»’ + «)• 

n ^ A nyn 



Tome II, 
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k 


1 I 1 I 1 ( I /wl/(l + wi)_(c“+ rti)'^ 

T- T- J ■ 


n ' 7ii 

Soit pour abréger, 


y»; 


y«i 


i =-+4 

nni ' A 


k'-. 


n ‘ ni ' 


A 


OU aura eu substituant ces valeurs 


^k-j-k'x^-j-x^) A = 4- (i- .4 4- ^ 4- l'x\ 

c’est-à-dire 


Donc 

Soit 


{U 4_ -^X^)A = 

A . 1 + 


X 


M 


N nui ‘ (1 -(- (1 ~|- ni 

l -j- L'x^ -L I L' 


(1 nx'^') (1 4“ '^1 l-\-nx^ • 1 -)- 


on aura 


y /n ^ " '" ^ 

JU == 7 : 


n — ni ni — n 

et, en substituant les valeurs de l et de l\ 


y _ ;[t y(l + n)jG^ -I- n) y/_ jtt' yçi - |-”- i)(c^ 4-'^'-0 

Vn Vni 


donc 


Al A I fl y (1 -|- w) (c^ -|- n) 


N mil 


-\^r, 


1 - 1 - 


ft' y(l -|~ Wi) -f- ni ) ^ 1 

yni 


1 -}- ni 






En niultiplianc par et intégrant, on aura 


QVB 


M-c tang = A f 4. »n(L+^ ± 'O n-(„) _(_ j£ y _ (! . ±»a(‘’* + " L). i/(, ) 


k* 1/ • 4. y(l +n) (c^ _|_n) 

OU bien, en désignant — — ' — 44 — ! — ^ par 

yn 


arc tang = A F -^f.iyj(n) n{n) + ,«>(^1) n{n^). 
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On tire de là 
n{n) — 




fx ij.i{n) ^ fin 7ii y.f{oi) ‘ 

ce qui est la formule de réduction demandée; est une fonction de ra; je 
la désigne par xij^)- 

En mettant au lieu de w, il faut mettre xiv^i) — ^^2 à la place de 


on a donc 




A' P I 1 , ^ , Q'VJi 

fj-uin^ipinx) F' 


En substituant cette valeur, il vient 


IT{n)= ^ 


fL' Xli(n 2 ) 


H- I V'C”) 


En général on aura 


n-(n,) 


Ia. 

A' EL 
!> 

1 

71 X ^^2 


•F 


fl (/-<«) 


I ( ^ QVF F ^ Q'iR 

arc tang — y arc tang — 


Uin) = ± 


fl' l”* i/<(w,„) 


fl I rf(n) 
A' 


Ff{nF) 




fixpi^) «iWü ~ n- 2 n‘i 


+ 1| M. 

— arc tang — ^ — . arc tang — 73, \- 

fiifiv) I ^ F U i= P' I 


qVb _ 


W3W4 

Q'iB 


( E 


Hh 


7lr(Yl 1 


F 


M2 

arc tang' — ^rr, •••-!- 


arc tang 




Soit par exemple P=l-j-Z»æ®, Q = ex, on aura 

(1 bx^y (1 — »^)(1 — G^x^) = (1 -j- nx^)(l-\-7ixxy 
d’oti l’on tire 

<,> + S = (c‘ + «.)]/l + J, 


donc 


12 


: yi _ cVc^+îi + 72, (yi + 71 _ |/l 4 - I 


n 

24* 


5 
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i qui donne 

n, = ! — ±=: , 

yîT^-|/i + | 

L en réduisant, 

0 (c — Vc^ -i~ **) (1 — 

— — . — — ^ . 


XIY. 


NOTE SUR LA FONCTION = •* + ^ + 1? H 


S(j 

La fonction = æ -|- -)- — -|- • • • -{- 4" ' ’ ' plusieurs 

propriété? remarquables, que je vais établir dans cette note. On trouve quel- 
ques-unes de ces propriétés dans Legendre Exerc. de cale. int. t. I, p. 244 et 
suiv. Les autres, si je ne me trompe, sont nouvelles. Gomme la série 

^.2 ÿâ 

æ -j- g 2 -j- • • • n’est convergente que lorsque x ne surpasse pas l’unité, - 

il s’ensuit que la fonction \px n’a de valeur que pour les x compris entre 
les limites — 1 et -f- 1. Pour toute autre valeur de æ, la fonction n’existe 
pas, parce qu’elle est exprimée par une série divergente. Nous supposons 
donc toujours x compris entre les limites — 1 et -1~ 1- 
En difîérentiant on obtient 

( m /y>2 rp M 1 \ 

1 4“ • • • h • • • j ’ 

c’est-à-dire 

dxjjx=—~ log (1 — œ); 

donc 

(1) J~log(l— æ), _ 

l’intégrale étant prise depuis x — 0. 

De cette expression de ’ipx il est facile de déduire les propriétés de 
cette fonction. En mettant 1 — x au lieu de x, on obtient 
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NOTE SUR LA FONCTION V'-*-" ^ + ‘92 + “iâ + ' ‘ ' 


et par suite 


donc 


xfj(l — x)=J^^logx, 

— = log(l — æ) — logæj ; 


IflX -[- t//(l — x) = C log X . log (1 — x). 

Si l’on fait ici a;=0, log æ. log (1 — x) disparaît, et l’on a = mais 

(2) V'(l) = 1 + 22 “h ^ + ■ ■ ■ “ ■ 


On en conclut 

(3) ipx -|- i//(l — œ) = g- — log a: . log(l — x). 


Cette formule donne la valeur de la fonction ipx pour toutes les valeurs de 
X comprises entre et 1, lorsqu’on connaît la valeur de la fonction pour les 
X qui sont compris entre 0 et Lorsque x = -^, cette formule donne 

(4) V'(i) = 5-i(log2)^ 


Si dans l’expression de xpx on met — x au lieu de æ, on obtient 

■ 

x)=z — X-\-x^ — ^ • > 

donc 

i/;(æ) -|- ip{ — x) = jr^a^-\- + -37 + • • • | ; 

c’est-à-dire, puisque x^ ^ -|- g- -f- ' ' ' — V'(® )j 


(5) 


ifj{x) -f i//(— x) = \ 


Cette formule donne la fonction ipx pour les valeurs négatives de a;, lors- 
qu’on connaît la fonction pour les valeui's positives de la variable. Dans le 
cas particulier où l’on fait a: = 1 , on obtient 


(6) 

c’est-à-dire 


V^(— 1) = ~ iV'(l) == — 12 ’ 





ce qui est connu. 


191 


NOTE SUE LA FONCTION ÜUV = iü -|- -j- -j- 


yj 


Si dans l’équation (1) on met — au lieu de x, il viendra 

<ÎÎ 7 — j — X 


^ 4“ 1 

Or on a évidemment 


h 


I 


dx 


*dx 


r '“g{ 1 + *) = — vC— ®). 


™log(l+x) = i[log(l+ic)]'; 
donc, en remarqiiant que la constante arbitraire due à l’intégration est zéro, 

P) v(i^)+Ÿ'(-*)=— Kiog(i+»=)r. 

En éliminant la quantité i//( — x) des équations (5) et (7), on obtiendra la 


suivante : 

( 8 ) 


yjx — \ [log(l + ®)]^~h i 4~ ’A' 


X-\-l 


Par . cette formule on peut exprimer une fonction donnée \jjx par d’autres 
fonctions, dans lesquelles la variable est aussi petite qu’on voudra. Car lors- 

que X est positif et moindre que l’unité, ou a et Si l’o^i 

fait par exemple x = ^ et x = ^, la formule donne 

V^(i) = + i ■'/'(i) + 1 

= i(log ff + i V'(i) + V'Ci)- 

En combinant ces deux équations avec celle-ci 


Î2 




on trouvera 

y^ii) ■ 


7t^ 

18 


iG^ê’ ‘^y 'h iy^iDi 


-s 


ŸÜ) = 18 + 2 log 2 . log 3 - 2(log 2'/ - (log 3)^ 

De cette manière les fonctions et ip{^) sont exprimées par des quantités 

connues et la fonction Si dans l’équation (8) on fait x = ^j on obtient 

y^iV) = iG^g y )'* -|- V^(xV) + i ¥'(+) • 

etc. 
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NOTE SUR LA B^ÜNCTION 


ifUü : 


:-+i.+ 3 .+ 


Toutes les formules démontrées ci-dessus se trouvent dans Touvrage cité 
de M. Legendre. Elles ne contiennent, comme on le voit, qu^me seule 
quantité arbitraire. Je vais maintenant en démontrer quelques autres, qui 
contiennent deux quantités indépendantes entre elles, et desquelles les for- 
mules précédentes doivent être considérées comme des cas particuliers. 


Si dans l’équation 


xjjx-. 


.y‘^log(l — æ) 


on met 
stant, • 


a y 


\ — a 1 - 


à la place de x, on aura, en considérant a comme con- 




1 — a 1—yj 


■/(t+î^ 


loff 


1 — a — y 

S (i -âKï -y) ’ 


c’est-à-dire 


■ rér,)= -/f ■ >«« ( 1 - lé,) +Jf (1 -^) 


Toutes les intégrales du second membre de cette équation peuvent s’exprimer 
par la fonction i//. En effet, on a 


J Y 0-—y) =— ^p{y) 1 

donc 

— ^ revient au même, 1 — ^ on aura 

/ % ( 1 - iLÿ ]=J^- (1 - - ■'/’(^) = - 'A ( X ^ y ) ; ^lonc l’é- 

quation ci-dessus donnera 

’Z’ ( r^-a ■ ) = V’ ( ^ ) + V' ( ]— — log (1 — a) log- {i-y)Ya 

Pour déterminer la constante arbitraire, soit y— 0, on aura ü= — '/^(a). 
On aura par conséquent, en écrivant x au lieu de a. 
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O ^ 

NOTE SUE LA FONCTION rpiC = Æ + H 

(9) f (î-iz^ • r:3y)=v^ (Ær)+''^ (r”ÿ)~v^^“V®-H-(i-y)iog(i-æ). 
Dans cette formule x et y doivent avoir de telles valeurs que les quantités 
— - • Y— y ’ rUTr ’ 1 i, y 1 Vt ® surpassent pas l’unité. C’est ce qui 

aura lieu lorsque x et y sont positifs, si x-\-y <^1. Si y est négatif 
et égal à — m on doit avoir æ -|- m 1 ; et si x et y sont tous deux 
négatifs, il suffit qu’aucune de ces quantités ne sui’passe l’unité. 


2q 


Tome IL 
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DÉMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


1 . 

Soient (*55 «n «2 . • • ^ 0 ) ^17 ^2 • • • des quantités quelconques dont ruue 
au moins est variable. Soit 

JP = «0 -|- ’ 

2 == ^0 + + ^ 2 ®^ - 1 - • • • 7 

et supposons 

( 1 ) — 2;^(1 — c^a?) (1 -|- e^x^)=A{x — cp 6^ (x — cpd.^ . . . (æ — ip 0^^), 
où A est une constante. Alors je dis qu’on aura 

T(i i ^2 di ^3 d: • • • di ^7 
en détenninant convenablement le signe des quantités 6^^ ... 

Démonstration. En posant dans l’équation ( 1 ) æ égal à l’une des quan- 
tités (p 6i, <p 0^., . . . (p 0^, on aura, 

(2) — 2^(1 — c^æ^) (1 -|- — 0, 
d’où l’on tire 

p=± jVJÎ’ITrfVHT+ÏV) ; 

OU bien, en faisant x = (pd., 

p=±q.fû.Fe. 

Désignons le premier membre de l’équation ( 2 ) par A, on aura, en difîéren- 
tiant par rapport k x et a^, a, . . . &„, . . . , 

^ dx-\-(m = 0, 


( 3 ) 
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OÙ le signe (f se rapporte seulement aux quantités «o, ... bo, l\ . . 

âli = 22) âp — 2g’ (1 — G^x^) (1 -|- e^x^) 

= 2pâp-2q$q{f6)\F6)\ 

Donc en mettant pour p sa valeur + qfÔ . Fd, et pour q sa valeur + 

(JF = + 2f6 . F6 (qâp — p^q)- 
L’équation (3) deviendra donc 


. ; mais 


P 

fti . FO ’ 


dB 

IF 


dx + 2f6 . Fd {q^p — pdq) = 0. 


Or X = q)6., donc dx = dd .fd . Fd ; par suite 

^[qôp — pàfj) 


dd = 


dit 

dx 


Le numérateur 2(2>dq — est une fonction entière de æ; en la désignant 

par 1 //X et taisant =lx, on aura 

+ dd = ^'-- 

— lœ 

Soit pour abréger q>d,„ ==x„^, l’équation précédente donnera 


Donc 


+ dd,='^^, + dd.= 'Ç?-, • • • -h dd^=-p'^- 


I/Wl , y.lX.2 , , 


±dd,±dd,±...±dd,=^+^;^-f 




Maintenant le degré de la fonction entière xpx est nécessairement moin- 
dre que celui de Ix] donc, d’après un théorème connu, le second membre 
de l’équation précédente s’évanouira. On aura par conséquent 

+ ddj^ + dd2 + ddÿ i • • • i dd^=:0. 

De là on tire en intégrant, 

i ^1 i ^2 + i • • • i const, 

et par suite 

y(± ^1 i ^2 i ^3 + ■ • • zL^fc) = ^i 

c. q. f. d. 

Le signe des quantités d^ d^ ■ ■ ■ n’est pas arbitraire. Il est le même 
que celui du second membre de l’équation, 

p=±qfd.Fd. 


25 * 
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DÉMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 


2 . 


Je suis parvenu à ces deux formules: 


( 1 ) 


ou 



1 1 

1 Cü ] 

; 4:n 


\ V 1 


' CO 


,/l 

1 CO ] 

1 4in 



1 CO 

CO 

-T 

clx 

f 

"2” ” 

”jo 

yr= 

;• 7 J 

- 


an \ e ^ 


2 I 


sin 3 a 


me \ 


2 e 


— cos 3a 


2 I 

3 . 7 ; 

7r \ 


2 — 1 


née par la formule, 


=r 1 — ip® I « I , et la fonction (p détermi- 

6 = ^ 

J 0 yi — 

en faisant x = cpd. 

Si l’on développe la fonction (pd suivant les puissances de il est clair 
qu’on aura un résultat de la forme : 

cpe — 0^ 07075 rX3 . . . 9 f~ 1 . 2 :3 . . ."(4» + ï) ’ 

où J. 1 , Aÿ ... A„ .. . sont des nombres rationnels et même entiers. On aura 
de même, en développant la fonction /û, 


fQ- 


r-Jr 


1 . 2 . 3. 4 1 . 2...6 


, BnS^- 
— 1.2...2n + 


En vertu de ces formules les deux équations (1) donneront, en dévelop- 
pant suivant les puissances de et, 


yr 

û 2 


S’C. 


5.7. 


e^-t- 1 




ÿS.r 1 

3.C 

Ta* 


. 54«-ï 


g5« _j_ 1 


671: 




Q4W + 1 ^ I p:47i + l ^ 

1 ^ ' e5/7;q_“ 


0 . 


. . — 1 /I 

T -^n 




327 ; 


3.T 

û 2 


5,7; 

,2 


Q^ll , 


_ -L 52» 1 ... =.X- B 


"■) 
n j 

CO 

n 


4ïi + 2 


2?i + l 


La première de ces formules a été trouvée par M. Cauchy dans ses Exercices 
de mathématiques t. II. p. 267. 
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SUE LES SÉEIES. 


Définition. Une séiie 

Mo -|- «2 -j- • ■ • -|- • • • 

est dite convergente, si dans 

— '^0 “ f " ~ t ~ • • • ~ 1 ~“« 

on peut prendre n tel que est différent d’une quantité déterminée s 

d’une quantité aussi petite qu’on voudra. Dans ce cas s sera appelé la 
somme de la série, et on écrit 

Si .s„, pour toutes les valeurs de m, est contenu entre des limites finies, 
la série est dite indéterminée, et si peut surpasser toute limite, la série 
est appelée divergente. 

De là il suit: 

Théorème. Pour qu’une série soit convergente, il est nécessaire et il 
suffit que la somme • • • fi-v-n+mi poiii’ valeur quelconque 

de m et pour toute valeur de n plus grande qu’une certaine limite aussi 
grande qu’on voudra, soit contenue entre des limites aussi resserrées qu’on 
voudra. 

1. Sur la convergence des séries dont tous les termes sont positifs. 
Théorème. Si la série 


M,, -]- «1 -]- «2 “t- • • • -1“ ^^71 "h ■ ■ ■ 
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SUR LES SÉRIES. 


est divergente, la série suivante: 


J 

[ 1 

L 

i 


1 


Ui I j *^^3 I 

çCK I gd I I 

le sera de même, si a ne surpasse pas l’unité. 
On a 


log 1 1 ■ 

'5/1 — 1 


U ijn I 'll'n 


<-P- 


— 1 / — 1 


donc 


5 ' ^ _L J 1 _!f!L > log + log- -] -h log 

S() 5i ^n—1 *5//— 1 ^71 — 2 '^‘O 


”>log~ 

àji — 1 iiji — 1 

s/> log log .So; 

donc en remarquant que ,9„ peut sui'passer toute limite, .s' est divergente, et 
à plus forte raison celle-ci 

,« ^ -r ^ -r 

oii a cil 1. 

?// 

T}iéo 7 -hne. Si la série est divergente, la série est couver- 

gente, si a est positif. 

par conséquent la sérié 

est convergente. 

Application. Suppoï 
la série 

1 Ht 1 

est divergente, et celle-ci 


— ■> -1- 

a .s-,„ . U,, — .s-„ “ = a . 

..l+« 


que u„=l, 

c 

!! 

. . 

• + ■ H 

1 ^ 1 • 

4_J _L... 

1 3«+i 1 

1 ^ v«+i- r 


_ Pn __ 

.l’+T 


est convergente. 

Si une série 2!tpn est divergente, il faut pour qu'une série quelconqxxe 

%L 

iSu„ soit convergente, que la plus petite des limites de soit zéro. 
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Eu effet, dans le cas conti'aire 


u„=p,,.(fyn, 

où ne sera pas moindre que a. Donc 

2 JE a . q)n = aE!(pn, 

par conséquent divergente. 

On a vu que JE ~ est diverg'ente, donc pour qu’une série JEu^ soit con- 
vergente, il faut que la plus petite des limites de nu^ soit zéro. 

Mais cela ne suffît pas. En général on peut démonti'er qu’il n’existe 
pas de fonction cpn telle que toute autre série JEu„ sera convei’gente, si 
lim. [cpn . u^) = 0, et divergente dans le cas contraire. En effet, la série 

qm 

sera alors divergente d’après l’iiypotlièse, et la suivante 

^ ^ 

convergente; imiis nous avons vu que cette série est divergente en même 
temps que la précédente. Donc M. Olivier s’est trompé sérieusement. 


La série 
1 , 1 


3 1 + 4 


4 ( 1 + 4 + 4 


r\ + 


^2 ( 1 + H h 


n — 1 


est divergente. Or 


log (1 -j- n) — log n =■ log 1 -j- 


doiic 


1 +-9-1- 


.—i- 


■ log n. 


Par conséquent la série 
1 , 


1 


1 


2 log 2 ^3 log 3 ' 4 log 4 


n log n 


+ 


est divergente. 
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SUR LES SÉRIES, 


Soit (fn une fonction continue de n indéfiniment croissante, on 
(p{n + 1) = (p{n) + (p'n + ^ , 


la série 


(pin 1) — (pn <! (p'n^ 

“h “h ■ ■ ■ y(^)i 


cp'iO) -f- (p'O-) + • • • + + 


est donc divergente. 
Soit 


(p^n = log”‘(:n-\-a\ 


on a 


d 


(p'm^ = log (p„,-i n = 


Cp'm-i. W 
(pm-in 


(Pr.n^ 


donc la série 


(« -j“ ^) • 0* ®) ■ log^ (w -j- a) • • • log“ ^ {n -|- ®) ' 

^ 1 

n . log n . log ^ n . log ^ w . . . log’^^ ^ oi 


est divergente. 

ci (log’” w) (log’” 

cp7i (log’” 7 'i)‘^ 1 — a 

_n 1 

a — 1 (log’” ’ 
ci (log’” n) 1 


dn (log’”n)f' 

(f){n + 1) — cy?7^ = cp\7i + X) > (f\n + 1), (;i < 1), 

Cp'7l - 


a — 1 I [log’” (71 — (log’” n)“” 


¥{^ 1) < 1 { 


2) Jâ-i j ’ 


(p'ia) -f (p\a + 1) Vfp'na > 

(p'{a) -f- (p'{a -]- 1) -f- • • • -|- (p'{n) -[-••• convergente. 

La série 

^ ^ 

w . logM. log^ n . log® ri . ..log”*~^ri. (log™ ri)^+“ 

est donc convergente, si a'^0. 
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Si 


liiii. , 


log 


«a . n . log ri . . log” 


> 1, 


jQgîlt+l ^ 

la série est coiivei'gente ; si < 1 , elle est divergente. 
En effet, dans le premier cas on aura 

^ r- > (log“ïz)'+“, 

' .n Aog'n . . Aog^~~ 01 \ ^ y ^ 

^ 

I . logn . . . log’"~^ n . (log™ «)'■+“ ' 


Un < 


Si 


Km. 


log 


1 d 
U H dn 


etc. 


: log” 


jQgm + l 


> 1 , convergente ; 

< 1 , divergente ; 

= 1 , tantôt convergente, tantôt divergente. 


Si la série est convergente entre — a et on aura les 

différentielles en différentiant chaque ternie. Ces différentielles seront toutes 
des fonctions continues entre les limites' — a et -1- a. 


<Po(!/) + <pi(jj) • 33 + (p 2 {y) • æ' H h <p«iy) •»”+••• =f {y) 

est convergente pour toute valeur de x moindre cpie «, et toute valeur de y 
depuis inclusivement jusqu’à une autre quantité quelconque, on aura 

li“- /(i/)= 9’o(y) + 3:. lim. yi(?/)+ ' ’ ’ 

= ^ — ti) y — P— -LO y — p — tO 

= jd-o -j- ® -j- • • • • =li^ 

toutes les fois que cette dernière série est convergente. 

[/(/?-ai)-ie] = [(/)o(/î-(ü)--d„] + [(plft-u))-A,].x+ • • • + [(p,lP-a))-A,] x^+--- 

= [y’o(/5-")-A] + [xi(pi{ft-ü))-A,x,] æg H + [f/)„(/5-(ü) . xl-A^x^] , 

ou < a, «2 < 1. 


Tomo II. 


26 
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Soit — œ)x'^ — grand des termes 

(Pq([3 — w) — Aq^- (pi{p ù)).x^ A^x^^ •••7 

on aura 

/(/? - co) =i^ + • W/5 -co).xT- A^xT] , 

où k est compris entre -j- ^ coefficient de h converge pour 

des valeurs décroissantes de œ vers zéro, donc 

lini. J {tj^zizz j5 ^iz Aq — [— A-^x — [— A^ x"^ • • • • 

2/=/)’ — w 

De là ou aiu’a encore ce théorème: 

Si (/)o?/, ifxy-) • • • sont des fonctions continues de y entre /? et a, si de 
plus la série 

fiÿ) = 9o{y) + <Pi{y) • *5 H- (p,{y ) . æ' + • • • 

est convergente pour toutes les valeurs de x moindres que a, /(?/) sera de 
même une fonction continue de y. 

Par exemple, la série 

f(y'j = . X -|- 2^ . -|- 3^ . æ® -|- 4^ • H” • • • -j- • a;’* -j- • • • 

est convergente si x<l, quel que soit y] donc f{y) est une fonction con- 
tinue de y depuis — oc jusqu’à -|-oo. 

'f{y) =z siny . æ -j- -J- sin 2y .3? sin 2>y .x^ ■ 

est fonction continue de ÿ, si æ < 1. Si æ — 1 , la série est encore conver- 
gente, mais dans ce cas f{y) est discontinue pour certaines valeurs de y. 

/to)=î^j;i + 4+T>‘'+9+P ^‘+ ■ ■ ■ 

est convergente si æ < 1 , quel que soit y. Donc /(?/) est fonctioTi continue 
de y. Si par exemple y converge vers -J-, /(?/) convergera vers zéro. Si au 
contraire a;=l, la série est encore convergente, mais pour des valeurs crois- 
santes de ?/, /(?/) convergera alors vers , et non vers zéro. 

Remarque I. Si une série 

y>o{y) + (fiijy) ■ « + <ply) • æ® ^ ^ cpjiy ) . x” + ■ • • 

est convergente pour x<a et y <ft, la série suivante n’est pas toujours 
convergente : 


Aq -j- A^ . X — |— jdj . X® — • • • -|— . x” — |- • • • ; 
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par exemple 


^inay . 


y 




sin a 




y 


æ™4- 


est convergente, si æ < 1 , ?/ > 0 ; la série 

Ao-j- AiX-\- • • • ou a-\-a^x-\- • • • -\- • • • 

est divergente, si ax>l. 

Remarque II. Lim. \_qü{ÿ}-\-qi{]j)-x-\- ■ • ■ -(- ç)„(^) . x” • • •] finie sans 

2/ = /5— (i) 

que la série Aq,-\- A^x-\- • • • • • • soit convergente; par exemple 

a'Ax^-- • • 


! + «-(-• • • + a^— [l+ 2 a+- • • +(y+l)a^].æ+ (l + 3 a + • • . + 

l ^ 


1 I a I I a» 

— r+^ "T (1 _p ,(^2 n r ’ 


lim. (/y) = 

2/ = T 


1 


l + Æ- 


Nous avons vu que 

lim, i^Q — j — a^ X — ] — (2-2 — j — * * * } — ^0 — I — — i — ^2 — I — ^ 3 — i — * * * î 

1^ + 10 

si la dernière série est convergente; je dis que si a„x” finit par être positif, 

P — lim. («O a^x -|— • • ■ ) = -Q- I 


si «0 -|- et, a -|- «2 -j- • • • est divergente. 

[Posons] 

E= lim. (a„x”’-[-a„+iX”’+' + a„+2*”’^^+ • • • + > 

œ = a — W 

où o,„+i, . . . sont positifs, [et soit] 

(a — co)” = a”(I, 

— j/d). 


[on aura] 


în-J-l 


Bz=a^a”^ d ” -j j- . fl" 


+1 


R > (a™ a” • • • -\-q 


'm+« 


a 


WJ+7l^ 


+1 


donc etc. 
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Soit 

fx == (a(“) + < a; + «<“> .-i:" H ) + (fl? + a? œ + fl? æ" ) + • • 

-|- (fl? -j- fl? X -|- fl? æ** -|- • • • ) -|- 

une série convergente, si x<l. 

Soit 

Aq = lim. (fl? -|- fl? -j- fl? "l- • • • “h fl?) 5 
= lim. (a? + fl? + fl? h fl/f ) etc. , 

n — i 

on aura 

fx A(, A^x A^ x^ -j- -4„, x’" -j- • • • ) 

si la dernière série est convergente. 


[Posons] 


donc 


/„x = A<:i>-l-A^?x-\ — 

/x =2 Af^ A^x -f- ■ • ■ -f- /!„, æ™ 


Développement de /(æ-|-ûj) suivant les puissances de w. 

f (x — |— Cü) flfl — |— fl/i (x — |— Co) — |— Cl.^ (x — |— Cof — |— • • • , X -|~ tO <! 1 j 

f{x -[- to) = «0 -j- («1 X -|- fli cü) (fl.2 -[- 2 ff.,j X (w -|- fl,a a>^) -]-•••> 

donc 

f{x — j— la) Aq — |— q,^ x ~j — fl^ x^ ■— I” • • • ~|“ (flx "] — 2 fl,} X ~j — • * • ) CO “j™ • * * î 

c’est-à-dire : 

/{^; 4- »)=/.: + ■?<« + ("*«,> H 


si cette série est convergente. Or elle le sera toujours : On a 




1 . 2 ...; 


• fln “h (® 1) ®M + 1 ® -h 


(w. -|- 1) (n -|- 2) 


1.2 


"n+2 


X 


f”x 


1 2 . 3 ... « 


= XÏffi„-f(?7.^ l)fl„ 


^w + 1 


a;. 


H- 


(« -f 1) (n -f 2) 


1.2 


x^H , 

fi /iiW + y I 


X O) Xi<ly 
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X = X^X.2^ X.2<1^ 

f'^x 1 

YTfTT^i ^ (r--T,;a)”+ï ’ 


œ 




1 . 2 . 


< - 


Cü’' 




' OJ 



1 

X,J. i .^^2 


lini. 

« — A 


j co>^p^x \ 


= zérü, 


donc etc. 
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MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS TRANSCENDANTES DE LA FORME JycU, 
OÜ y EST UNE FONCTION ALGÉBRIQUE DE .r. 


§ 1 - 


Sur la fm'me de la relation la plus générale possible entre un nombre queloonque 
d’intégrales de la fo^'itie Jydx. 

Soient j'yidx^ . . . J'y un nombi’e quelconque d’nitégrale.s et 

supposons qu’on ait entre ces fonctions l’équation suivante: 

(p{Jyidx, Jy^dx, . . . Jy^dx, x')=Q = R, 

où. cp désigne une fonction entière de Jy^dx^ Jy^dx^ ... et d’un noinljre 
quelconque de fonctions algébriques. 

En différentiant il viendra 

• */i + i/2 “h ■ ■ ■ “h W y/' ~t~ 

iSTous pourrons supposer que if = 0 est irréductible par rapport à ; 
alors on aura 

lî'= r-' [ky^ + PO -h [{k - 1) Py^ + P/] +•••== 0, 

fy^dx=— -J- . P: 


/t 7 


donc 


/c=l, P=:r^-|-.P=0. 
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P= :s -y L 

(»V-1 + hy r - «I- ^^-1 , 

P'rr= JS" f ^ h ') I 

l ^ (r>_i 4 

H- ^ -\-k.v,. ) = - 




. y>^ + ?'^zi H 

■y* =0; si non A; = 

f yfi-i. H~ ^i-i — ^1 

kv ,, . r^_i -j- ~ G, 

cc (}ui est impossible, donc 

k—l^etP=v^ -|- P, . 


Donc 


P = r^ 4 -P= 0 , 

P— ^^-1 “h ■?! 5 

•^1 — ^fi-2 'l’/i-i “f" -^2 3 


En général on aura donc 

ïV + ^/._i-^^_i + î^^_2-;^^-2+ • • • +Vi.ri + Vo = 0 

oii Ui, î;^ • • • '>^/.i-\. des constantes. Donc enfin 

Tfiéor'è'mG L 



oi'i P fonction algébrique de x. 

Soit 

P^ + P,P^-^-l r= 0 , 

irréductible, P, etc. étant des fonctions l’ationnelles de 

»3 Vu ^23 2/33 •• • Vg- 

On aura 

{k dP^ dU,) P^^ + [{k — 1) B, c2P+ dB.;\ P^-" -1 = 0; 

dP 

~dx 


■ ■ ■ 
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hdP-\- dli^ = 0 , 

P=--f+6>, 

par suite P= — li. Donc 

Thêo'i'eme IL 

^1 J yidx c^ij'y.^dx J' y^^dx = P, 

où P fonction rationnelle de æ, ?/i, y.^, . . . 

§ 2. 

Trouver la relation la plus génévcde possible entre les intégrales Jy^dx] y/ygd.-;;; . . .Jy^^dx] 

log®i; Dg«2; ---logi:™. 

On doit avoir d’abord 

^1 Jyidx-\-GiiJy^dx-\-- ■ ■ -\-e^J'y^dx = P-\-aj^\ogVi-\-a.^\ogv.j-\-- ■ • -t-a„,logw„,, 
où 

P=z fouet, rat. (æ, y^, y^,, . . . y^, . . . w,„). 

Supposons que v„ soit une fonction algébrique des quantités x, _yi, j/j, 
• • • yjut '^25 • • • 'Wm-i de l’ordre ■??-, et soient v,„\ v„/', . . . les v, valeurs, 
on aura 

Cx!/i^e,y,-^ +c^ÿ^ = fonct.rat.(æ, y,, •••?/«, «i • • • w»-i, 

équation qui aura lieu pour une valeur quelconque de donc 

<^1 j'y! dx j'y-idx ■ • ■ -\-c^ J'y ^dx= — - (P’ -|- P' 

+ «ilog%+ • • - -l-u„_ilog J «„.1og ('«„/'«„/' • • . Vu^). 

En général 

Théorème III. 

Ci fij-^dx-\~ G.i^l'y.idx-\- ■ ■ ■ -^e^^Jy^dx=P -{-«i log ^ 2 + • • ■ -h«mlogb «5 

où P, L, . . . t„ sont des fonctions rationnelles de æ, y,^^ ... 

Théorème IV. 

yVi (^) i/i) “h JyJa {x^yi) rite -1- • • • -[~ f'fn 

= P-)-«iIogti-[-«2log^2-|- • • • -f-««log/,„. 
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Théorème V. S’il est possible d’exjii’imer y) dx par une fonction 

algébrique de æ, log'y2 • • • loê’'^ra5 pourra toujours exprimer la 

même intéguale comme il suit: 

f f{x, y) dx = T-\- «1 log- fl -b «2 log b + • • • + log . 

Théorème VI. Supposons que 

l' y) dx -|- l^ilJi{x, y^) dx — li^ 


et qu’il soit impossible d’avoir f[y,yi, x) — 0 , je dis que 
fyj{x, 7 j)dx — B,, yy)dx = R^. 


Eu effet 


équation qui doit avoir lieu en remplaçant y-^ par l’une quelconque des valeurs 
de cette fonction: y-l^ ?//', . . . y'f , donc 

n . ip (æ, y) dx -j- [(/q (x, y/) -j- ip^ (x, y^") ' ~f' */^i I/^ïO] 

= d{li’^li" ^ 


y V(-b y) dx == {E + Ib' H (- if ‘“0 — Jf{x) dx = if 1 , 


et par suite 


'i (^'5 2 /i) dx — li — lii — li^2 • 


Théorhïie VIL Soit 


y —jh) +ib « H-ib s ’* -j- • • • + Tn-i “ 5 

où jhn T 11 ■ ■ -Tn-n î^ont des fonctions algébriques quelconques telles qu’il 

1 

soit impossible d’exprimer .s" rationnellement an Tu • ■ ■ pn-u j® 9 ^^® 

l'y dx = li 


entraîne les suivantes: 


Padx = Jio , 


’Pi L» / î'i dp D 


dx 


TL — R 

.1 ■‘■hi—l ■ 


En effet, ayant ^ 

ydx = dR = df{s " ) = yj{s’‘) dx , 
on doit avoir en même temps 


Tome IL 
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df(a s'') = ifj(a s"" )dx^ 

JL 1 

df(a^s'^) = 'ilj{a?s'^)dx^ 


Jl L 

df{a''‘~^ s'' ) = s'')dx] 

donc 

i?û -f- -^2 “f- * * * 

a~^ R-^ a~^ • • • -\- ), 


1 


Po -J J- H h «■ 


donc 

1 1 

1 

A X 

ni4=z/(â-’‘ )-|-o:"*/(as« ) J- • • ■ 

X 

et 


f^=i (/(ÿï)+“-/(«fo+ ■ 

J 

n 

■ ■ j/à')] 


La forme de la fonction rationnelle et logaritlimiqiie / peut être quelconque. 


§ 5* 


Sur les Intégrales de la forme yznjfi^Cj ViA? VRi^j • • • 

Nous pourrons d'abord supposer 

y=jf[x, (æ — (æ — a^y^, . . . (æ — «„)“«] c^æ, 

y=j^- - 


et de là 


y kl ^2 


k^ 


2 3 

OU , , 


(æ — ûi) “i (x — «a) ™2 • - • (* — ««)”« 

«1 m, OTs ' • • moindres que l’unité et réduits à leurs plus , sim- 

ples expressions, et p une fonction rationnelle. On en tire 

— -t _ 

J'dx.p.ix — O'i) “'(æ — tta) “^ . . . (æ — a„) ”’’‘ = P. 
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1. P étant une fonction algébrique. 

Alors on aura 

1-^ l-’P 

P=v{x~a,) 

OÙ n est rationnel. 


ri tire 

de 

là 





dP 

dv 

1 

V 


1 _ V 

nu 

)+. 

P ~ 

V 

1 

X — ai 


X «2 


dP 

ch ( 

X — 


■ t'^ 2 ) • • 

. < 2 , 

d +_^ 

P — 




V (x 

— «ij (.'t 

? — éZo 

dP 



P dx 




^P~ 

V {jc 

— 

«!)...(.«' 

C 72 ) 

? 



X Cl y 


clv 


p = v{A^-\- AiX-\- ■ ■ • -f (æ — o.i) (a: — a^) . . . (æ — a„). 

A) v = 

_p = æ“(Ao4-^i»+ • • • + 

-j- m æ™-* (i?o j5i æ -j- • • • -(- -j- x"), 

. . . _|_ (A„_i -[- m) 

_ A _ A 

J'x^dx.{x — Uj) (x — «.„) , 


x” I (x — ffij) ' . . . (x ( 2 „) ” I — ^?^.So -|- (Aq -]- m.Si) -]-••• 

. . . -f (A„_, + 77?,)A 

ni-m — 1 7 


:n‘ 


• • ■ -"l- “■ ) positif, donc jamais égal à 

^ 7 tl 72 


mi ‘ 7>?2 

zéro. Par conséquent on aura 


R 


î 7 i+n — 1 * 


m -j- ^ 21—1 


x""' (x — (Zi) , (x — a J 


1 — 


m 




n —2 “l- ^ -^n — 1 


m -j- An—l A -j- 771 

On peut donc exprimer 

-^ 0 ? -^^17 -^2 7 ’ • * 2 * 


wî+îi — 2 ' 
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-J 

-I- Hh * ' ’ ~f; (-^0 “t~ "^ 1 ' 

^ (./; — ay^ Qe — «)'« + ! ' 

A^x -\- • • • ^=cpx^ 

B,-^B,x-] [^x^^=fx, 

<px =: (/)« -f- (æ — a) cp'a H- (æ — aj _[_... -|- (æ _ a)'*"' •'(«— 1) 

/ a' = fa + (a^ — a)f'a -f (a; — af + • • • -f (æ — af ^ 'J > 

r/)cü //i/A* 

(æ — ciy^ (a* — 


mfa I ^ 2 I I 

(.r — * (a — ‘ (a — cc)’"""^ ' ' 


— - - m~ -' - ■• 

1.2... ('M — 1) 1.2... 


(æ — a'y^' 


Cütl' / X Wl| , X 


on aura donc 


(-■>' — «i)_ ”* ■ • ■ (■» • — _f^»0 


■ ■Wi/fô . /S'„+I -|- (f/ja — •?«/'«) ;S'„ -f- 


(p(u—V)ç^ W /■(“) « 

'1.2...(« — 1) ““ ï.2...'«: 


Donc, si non Ja = Q^ on. ponvra cxpriiner en aS',„, ; 


i?(i, Jii, ... i 2 ,;_ 2 , donc 


^m + l -^*'05 -^^17 • • * 


Si fa = 0, on aura par exemple: a — ai. Donc, .si non (pa — 'inf'a — O^ 
on pourra exprimer S,„ en 

S„ en Ii„, L\ . . . 


Or on a 


fx = {x — a,) {x — ... (a: — a„). 


a: — 1 — , (.'/: — «,) . . . {x — ffl,.) -[- (r — a,) . /, 
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(pa^ — 1 1 — j («1 — a^) . . . («1 — a J, 

/'(«■i) = («1 — «s) • • . («1 — a,). 

Donc 

— w/'ai = [ 1 — — w j («1 — «„) . . . («i — a,) , 

qui ne saurait jamais devenir égal à zéro. Donc etc. 

Supposons maintenant 

“i" • • • H” H- ^ ‘ 



/ \ “i 

= v{x~a,) 


OÙ 



on aura 



Ôq -4- G^X-\- • • 


. J_ *■“ 

= V (^0 -|~ ""h ‘ 




:r(x — 




-v— 1 


(* - = ip — p) % — rr, 


Co + Ciæ+ • • • {x-(Sy+^=r{x-/3)(px~{-\yj‘;;{;x-(3)-y^^^ fj 


«1 


dr 


d.x 


X — /3 — 0, f\x) = 0, impossible. Donc v entier, mais cela est de inéine in 
possible. Donc nous concluons que les intégrales 

^.15 ^ 2 ? • • • -^^ 0 ? -^^17 -^^2 7 * * * " 

sont irréductibles entre elles. 


''■11—2.7 


(C„i2ô-1- "f"*! “f" *2 H” ■ ■ ■ 

est donc toujoui-s une fonction transcendante. 

On voit que le nombre des ti’anscendantes contenues dans l’intégrale C: 
indépendant de la valeur de.s nombres. 
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lîêductiov. des intégrales lîoy Idiide de fm étions 

logarithmiques et algébriques. 

Soit 

<"^0 - 4 " -^1 “h * * * “h -^«-2 “h ^1 “h ^2 4 ” * • • 

= P a^\ogv^ -A^ a.2\ogV2-^ • • • 4 - 

■ 4“ ^*1 ^ 1 4“ 2 ^2 4” * * ‘ 4“ '^%—P^v—i 4“ ^ ^ ('‘^0 4“ 4~~ '^2 ^2 4“ * * * 4~ '^v— 1 ] 

. dx 


rfx.d 

=J '~~J[ 




où les racines sont 


(;« — «])“> ...(.« — fl’-.,,)’”’” = X 

x=id' 

Âj, Aj, ... 

(ü’' — 1 = 0 , 


1 , £Ü, to^, ... CO 




log- (^.s', 4 ) = y , 

^r,Â,(l+ca'^+^+a;“+^^ 

rr,,_i Xy-i + ^« Jf («*' log [.Z (.s,^. A* • 
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\fæ . dx 


+ 




œ 


2(v-l) 


■ ^2 h “t~ 

— [— 6‘,,_j_ ) 

6*2 ^2 — 1 — 

• • • — j— Ü)^ ^ ^ 

6^ ^2 1 

• • • -j- oF iV-i 

62 X 2 ~]~ ‘ 


dog 

Âi) -[-••• ~1~ 


fx 


donc: 


tout au plus du degré — 1, 
fx tout au plus du degré — 1), 


Degré de fx tout au plus égal à J? ( A'- ^ |_A» |_i. 


rui ' vi-2 

. é*((/J Âi) . l^) = Fx, 

Fx = {x — /3i) (æ — /?,) . . . (æ — 


~~ Tx - 

'""Wt r" IÇTiy 


f p + ^- 

Al r 


M_] 

x — (ii 


M 


*» O 

X — (J 


• — I — CÜ 


e(co^-nf 


X — /i 

xj.}X 


m: 


0[œ^yj[3) = 0. 

\ d 6(il) x) I d (9(w djjx) 


^ æ — /i J ^ 6(}px) ‘ dÇcoituc) ‘ 

Si Ton fait x = (3^ on aura, si nont///3— 0, 


a) 


r--! l/.fx) 


M (x — f) d 6(cü^ xjjx) co^ d 6(co^ {[.fx) + co^'^Çx — (S) tZ^ 6(o)^^ iiix) 

ilf êico^ipx) dB(co^xpx') 


donc 
Donc si 


M-- 


: O) 


m- 


6{p^' ip(3^) = Q, 6{œ^-ifjft^) = 0, . . . ô{w^f^yj(^f = 0, 

M^ = u}^' i//(/9,) , M, = ip{(3 ,) , . . . Af, = «V ^,(13 f , 


on aura 
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et pai’ suite 

e{x, l,)= + + /7(/9J. 

Il reste à déterminer la fonction entière p , . Soit 


W d/ I I 2 

~j^~ ^ 1^ ^ ^ 


+ c,,æ'‘4- 


K . . 
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SUR LA RESOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 


Un des problèmes les pins intéressans de l’algèbre est celui de la réso- 
bition algébrique des équations. Aussi on trouve que piresque tous les géo- 
mètres d’un rang distingué ont traité ce sujet. On parvint sans difficulté à 
l’expression générale des racines des équations des quatre premiers degrés. 
On découvrit pour résoudre ces équations une métbode uniforme et qu’on 
croyait pouvoir appliquer à une équation d’un degré quelconque; mais malgré 
tous les efforts d’un Lagrange et d’autres géoiïiètres distingués on ne put 
parvenir au but proposé. Cela fit présumer que la résolution des équations 
générales était impossible algébriquement; mais c’est ce qu’on ne pouvait 
pas décide!’, attendu que la métbode adoptée n’aurait pu conduire à des con- 
clusions certaines que dans le cas où les équations étaient résolubles. En 
effet on se proposait de résoudre les équations, sans savoir si cela, était pos- 
sible. Dans ce cas, on pourrait bien parvenir à la résolution, quoique cela 
ne fût nullement certain; mais si par malbeiu' la résolution était impossible, 
on aurait pu la cbercber une éternité, sans la trouver. Pour parvenir infail- 
liblement à quelque chose dans cette matière, il faut donc prendre une 
autre route. On doit donner au problème une forme telle qu’il soit toujours 
possible de le résoudre, ce qu’on peut toujours faire d’un problème quelcon- 
que. Au lieu de demander une relation dont on ne sait pas si elle existe 
ou non, il faut demander si une telle relation est en eflet possible. Par 
exemple, dans le calcul intégral, au lieu de chercher, à l’aide d’une espèce 
de tâtonnement et de divination, d’intégrer les formules différentielles, il faut 
plutôt chercher s’il est possible de les intégrer de telle ou telle manière. 
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Eu présentant un problème de cette manière, rénoncé même contient le germe 
de la solution, et montre la route qu’il faut prendre; et je ci-ois qu’il y aura 
peu de cas où l’on ne parvient à des propositions plus ou moins importantes, 
dans le cas même où l’on ne saurait répondre complètement à la question 
à cause de la complication des calculs. Ce qui a fait que cette méthode, 
qui est sans contredit la seule scientifique, parce qu’elle est la seule dont on 
sait d’avance qu’elle peut conduire au but proposé, a été peu usitée dans les 
mathématiques, c’est l’exirème comipUcation à laquelle elle paraît être assu- 
jettie dans la plupart des problèmes, sourtout lorsqu’ils ont une certaine 
g-énéralité; mais dans beaucoup de cas cette complication n’est qu’apjjarente et 
s’évanouira dès le premier abord. J’ai traité plusieurs branches de l’analyse 
de cette manière, et quoique je me sois souvent proposé des problèmes qui 
ont surpassé mes forces, je suis néanmoins parvenu à un g-rand nombre de 
résultats g-énéraux qui jettent -un grand jour sur la nature des quantités dont 
la connaissance est l’objet des mathématiques. C’est surtout dans le calcul 
intégral que cette méthode est facile à appliquer. Je donnerai dans une 
autre occasion les résultats auxquels je suis parvenu dans ces recherches, et 
le procédé qui m’y a conduit. Dans ce mémoire je vais traiter le problème 
de la résolution algébrique des équations, dans toute sa généralité. Le pre- 
mier, et, si je ne me trompe, le seul qui avant moi ait cherché à démontrer 
l’impossibilité de la résolution algébrique des équations générales, est le géo- 
mètre Ruffini\ mais son mémoire est tellement compliqué qu’il est très diffi- 
cile de juger de la justesse de son raisonnement. Il me paraît que son rai- 
sonnement n’est pas toujours satisfaisant. Je crois que la démonstration que 
j’ai donnée dans le premier cahier de ce journal*), ne laisse rien à désirer 
du côté de la rigueur; mais elle n’a pas toute la simplicité dont elle est 
susceptible. Je suis parvenu à une autre démonstration, fondée sur les 
mêmes principes, mais plus simple, en cherchant à résoudre un problème 
plus général. 

On sait que toute expression algébrique peut satisfaire à une équation 
d’un degré plus ou moins élevé, selon la nature particulière de cette expres- 
sion. 11 y a de cette manière une infinité d’équations particulières qui sont 
résolubles algébriquement. De là dérivent naturellement les deux problè- 
mes suivans, dont la solution complète comprend toute la théorie de la réso- 
lution algébrique des équations, savoir: 


T. I. , p. t)6 — 87 do cette édition. 
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1. ïrouver toutes les équations d’un degré déterminé quelconque qui 
soient résolubles algébriquement. 

2. Juger si une équation donnée est résoluble algébriquement, ou non. 

C’est la considération de ces deux problèmes qui est l’objet de ce mé- 
moire, et quoique nous n’en donnions pas la solution complète, nous indique- 
rons néanmoins des moyens sûrs pour y parvenir. On voit que ces deux 
problèmes sont intimement liés entre eux, en sorte que la solution du pre- 
mier doit conduire à celle du second. Dans le fond, ces deux problèmes 
sont les mêmes. Dans le cours des recbercbes on parviendra à plusieurs 
propositions générales sur les équations par rapport à leur résolubilité et à 
la fonne des racines. C’est en ces propriétés générales que consiste vérita- 
blement la théorie des équations quant à leur résolution algébrique, car il 
importe peu si l’on sait qu’une équation d’une forme particulière est résoluble 
ou non. Une de ces projiriétés générales est par exemple qu’il est impossible 
de résoudre algébriquement les équations générales passé le quatrième degré. 

Pour plus de clarté nous allons d’abord analyser en peu de mots le 
problème proposé. 

D’abord qu’est ce que cela veut dire que de satisfahe algébriquement à 
une équation algébrique? Avant tout il faut fixer le sens de cette expres- 
sion. Lorsqu’il s’agit d’une équation générale, dont tous les coefficiens peu- 
vent par conséquent être regardés comme des variables indépendantes, la 
résolution d’une telle équation doit consister à exprimer les racines par des 
fonctions algébriques des- coefficiens. Ces fonctions pouiTont, selon la con- 
ception vulgaire de ce mot, contenir des quantités constantes quelconques, 
algébriques ou non. On pourra y ajouter, si l’on veut, comme condition 
particulière que ces constantes seront de même des quantités algébriques; ce 
qui modifierait un peu le problème. En général, il y a deux cas difîerens 
selon que les coefficiens contiendront des quantités variables, ou non. Dans 
le premier cas, les coefficiens seront des fonctions rationnelles d’un certain 
nombre de quantités ce, z, z'\ etc., qui contiendront au moins une vari- 
able indépendante x. Nous supposons que les autres sont des fonctions quel- 
conques de celle-là. Dans ce cas, nous dirons qu’on peut satisfaire algébri- 
quement à l’équation proposée, si l’on peut y satisfaire en mettant au lieu 
de l’inconnue une fonction algébrique de æ, z, z', z", etc. Nous dirons de 
même que l’équation est résoluble algébriquement, si l’on peut exprimer tou- 
tes les racines de cette manière. L’expression d’une racine pourra, dans ce 
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cas de coefficiens variables, contenir des quantités constantes quelconques, 
algébriques ou non. 

Dans le second cas, où l’on regarde les coefficiens comme des_ quantités 
constantes, on peut concevoir que ces coefficiens sont formés d’autres quan- 
tités constantes à l’aide d’opérations rationnelles. Désignons ces dernières 
quantités par a, /?, j/, . . . , nous dirons qu’on peut satisfaire algébriquement 
à l’équation proposée, s’il est possible d’exprimer une ou plusieurs racines 
en a, /?, /, . . . à l’aide d’opérations algébidques. Si l’on peut exprimer tou- 
tes les racines de cette manière, nous dirons que l’équation est résoluble al- 
gébriquement; a, /?, . pourront d’ailleurs être quelconques, algébriques 

ou non. Dans le cas particulier où tous les coefficiens sont rationnels, on 
peut donc satisfaire algébriquement à l’équation, si une ou plusieurs de ses 
racines sont des quantités algébriques. , 

Nous avons distingué deux espèces d’équations, celles qui sont résolubles 
algébriquement, et celles auxquelles on peut satisfaire algébriquement. En 
effet, on sait qu’il y a des équations dont une ou plusieurs racines sont al- 
gébriques, sans qu’on puisse afHi'mer la même cliose pour toutes les racines. 

Gela posé, la marcbe natui'elle pour résoudre notre problème se pi’ésente 
d’elle-même d’après l’énoncé, savoir il faut substituer dans l’équation propo- 
sée, à la place de l’inconnue, l’expression algébrique la plus générale, et en- 
suite cbercber s’il est possible d’y satisfaire de cette manière. Pour cela il 
faut avoir l’expression générale d’une quantité algébrique et d’une fonction 
algébrique. On aura donc d’abord le problème suivant: 

“Trouver la forme la plus générale d’une exjiressiou algébri(|ue.“ 

Après avoir ti’ouvé cette forme, on ailra l’expression d’une racine algé- 
brique d’une équation quelconque. 

La première condition à laquelle cette expression algébrique doit être 
assujettie, est qu’elle doit .satisfaire à une équation algébrique. Or, comme 
on sait, elle peut le faire dans toute sa généralité. Cette première condition 
e.st donc remplie d’elle-même. Pour savoir maintenant si elle peut être par- 
ticulai'isée de .sorte qu’elle satisfasse à l’équation pi’oposée, il faut cbercber 
toutes les équations auxquelles elle peut satisfaire, et ensuite comparer ces 
équations à la proposée. On aura donc ce problème: 

“Trouver toutes les équations possibles auxquelles une fonction algé- 
brique peut satisfaire“. 

Il est clair qu’une même fonction algébrique peut satisfaire à une infi- 
nité d’équations différentes. Donc lorsque l’équation proposée peut être satis- 
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faite algébriquement, il y aura deux cas; ou cette équation sera la moins 
élevée à laquelle elle puisse satisfaire, ou il doit en exister une autre de la 
mênie forme à laquelle elle puisse satisfaire, qui est d’un degré moins élevé, 
et qui est la plus simple. Dans le premier cas, nous dirons que ré([uation 
est irréductible, et dans l’autre, qu’elle est réductible. Le problème proposé 
se décompose ainsi en ces deux autres: 

1. “Juger si une équation proposée est réductible ou non“. 

2. “Juger si une équation irréductible peut être satisfaite algébriquement 
ou non“. 

(Considérons d’abord le second problème. L’équation proposée étant irré- 
ductible, . elle sera l’équation la plus simple à laquelle l’expression algébrique 
clierchée puisse satisfaire. Donc pour s’assurer si elle peut être satisfaite ou 
non, il faut clierclier l’équation la moins élevée à laquelle une expression 
algébrique puisse satisfaire, et ensuite comparer cette équation à l’équation 
proposée. De là naît le problème: 

“Trouver l’équation la moins élevée à laquelle une fonction algébri- 
que puisse satisfaire“. 

La solution de ce problème sera l’objet d’un second paragraphe. On 
aura ainsi toutes les équations irréductibles qui puissent être satisfaites algé- 
briquement. Ij’analyse conduit aux théorèmes suivans: 

1. “Si une équation irréductible peut être satisfaite algébriquement, elle 
est en même temps résoluble algébriquement, et toutes les racines pour- 
ront être représentées par la même expression, en donnant à des radi- 
caux qui s’y trouvent, toutes leurs valeurs“. 

2. “Si une expression algébrique satisfait à une équation quelconque, on 
pourra toujours lui donner une forme telle qu’elle y satisfasse encore, 
en attribuant à tous les diiïérens radicaux dont elle se compose, tou- 
tes les valeurs dont ils sont susceptibles“. 

3. “Le degré d’une équation irréductible, résoluble algébriquement, est 
nécessairement le produit d’un certain nombre d’exposans de radicaux 
qui se trouvent dans l’expression des racines“. 

Ayant ainsi montré comment on peut parvenir à l’équation la moins 
élevée à laquelle satisfasse une expression algébrique quelconque, la marche 
la plus naturelle serait de former cette équation, et de la comparer à l’é- 
quation proposée, mais on tombe ici dans des difficultés qui paraissent insur- 
montables. Car quoiqu’on ait assigné une règle générale pour former dans 
chaque cas particulier l’equation la plus simple, on est loin d’avoir par là 
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réquation, même. Et quand même on parviendi'ait à trouver cette équation, 
comment juger si des coefficiens d’une telle complication peuvent en effet 
être égaux à ceux de l’équation proposée? Mais je suis parvenu a,u but pro- 
posé en suivant une autre route, savoir en généralisant le problème. 

D’abord l’équation étant donnée, son degré le sera de même. Il se pré- 
sente donc tout d’abord ce problème: 

“Trouver l’expression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une équation d’un degré donné“. 

On est conduit naturellement à considérer deux cas, selon que le degré 
de l’équation est un nombre premier ou non. 

Quoique nous n’ayons pas donné la solution complète de ce problème, 
néanmoins la marcbe naturelle de la solution a conduit à plusicur.s proposi- 
tions générales, très remarquables en elles-mêmes, et qui ont conduit à la 
solution du problème dont nous nous occupons. Les plus importantes de ces 
propositions sont les suivantes: 

1. “Si une équation irréductible d’un degré premier p est résoluble al- 
gébriquement, les racines auront la forme suivante: 



A étant une quantité rationnelle, et lî^i • • • les racines d’une 
équation du dégre p — 1“. 

2. “Si une équation irréductible dont le degré est une 'puhsance dun 

nombre premier p“, est résoluble algébriquement, il doit arriver de 
deux choses l’une; ou l’équation e.st décomposable en p"“'^ équations, 
chacune du degré p/, et dont les coofficiens dépendront d’équations 
du degré ou bien on pourra expidmer l’une quelcoiupie des i-aci- 

nes par la formule 

ÿ=A+fe+fe+...+yji,:, 

où A est une quantité rationnelle, et . . . li,, des racines d’une 

même équation du degré v, ce deniier nombre étant tout au plus égal 
à p“ — 1“. 

3. “Si une équation irréductible de degré p, divisible jiar des nombres 
premiers différens entre eux, est résoluble algébriquement, on peut 
toujours décomposer p en deux fa.cteurs p-j et //g, de sorte que l’équa- 
tion proposée soit décomposable en p-i équations, chacune du degré 
pg, et dont les coefficiens dépendent d’équations du degré pi“. 
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4. “Si une équation irréductible du degré , 11 “, où /.i, est premier, est réso- 
luble algébriquement, on pourra toujours exprimer une quelconque des 
racines par la formule: 

,j=f{YÊ[,h„ ■■■h.), 

où f désigne une fonction rationnelle et symétrique des radicaux entre 
les parenthèses, et , ... des racines d’une même équation 

dont le degré est tout au plus égal à //“ — 1“. 

Ces théorèmes sont les plus remarquables auxquels je sois parvenu, mais 
outre cela on trouvera dans le cours du mémoire une foule d’autres proprié- 
tés générales des racines, propriétés qu’il serait trop long de rapporter ici. 
Je dirai seulement un mot sur la nature des radicaux qui pourront se trou- 
ver dans l’expression des racines. D’abord le troisième théorème fait voir 
que, si le degré d’une équation irréductible est représenté par 

il ne pourra se trouver dans l’expression des racines d’autres radicaux que 
ceux qui pourront se trouver dans l’expression des racines d’équations des de- 
grés /iÿ, . . . 

Des théorèmes généraux auxquels on est ainsi parvenu, on déduit ensuite 
une règle générale pour reconnaître si une équation qiroposée est résoluble ou 
non. En effet, on est conduit à ce résultat remarquable, que si une équation 
irréductible est résoluble algébriquement, on pourra dans tous les cas trouver 
les racines à l’aide de la méthode de Lagrange^ proposée pour la résolution des 
équations; savoù*, en suivant la marche de Lagrange on doit parvenir à des 
équations qui aient au moins une racine qui puisse s’exprimer rationnellement 
par les coefficiens. Il y a plus, Lagrange a fait voir qu’on peut ramener la 
résolution d’une équation du degré à celle de équations respec- 
tivement des degrés à l’aide d’une équation du degré 

Nous démontrerons que c’est cette équation qui doit nécessaù’ement avoir au 
moins une racine exprimable rationnellement par ses coefficiens pour que l’é- 
quation proposée soit résoluble algébriquement. 

Donc, si cette condition n’est pas remplie, c’est une preuve incontestable 
que l’équation n’est pas résoluble; mais il est à remarquer qu’elle peut être 
remplie sans que l’équation soit eu effet résoluble algébriquement. Pour le 
reconnaître, il faut encore soumettre les équations auxiliaires au même examen. 
Cependant dans le cas où le degré de la proposée est un nombre premier, la 
première condition suffira toujours, comme nous le montrerons. De ce qui 
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précède, il a été facile ensuite de tirer comme corollaire qu’il est impossible 
de résoudre les équations générales. 


§ 1 - 


Détei-minatim de la fwine générale d’une expression algébrique. 


Comme nous l’avons remarqué plus liant, il faut avant tout connaître la 
forme générale d’une expression algébrique. Cette forme doit se déduire d’une 
définition générale; la voici: 

“Une quantité y est dite pouvoir s’exprimer algébriquement par plu- 
sieuiB autres quantités, lonsqu’on peut la former de ces dernières à l’aide 
d’un nombre limité des opérations suivantes: 

1. Addition. 2. Soustraction. 3. Multiplication. 4. Division. 

5. Exti'action de racines avec des exposans premiers“. 

Nous n’avons pas parmi ces opérations compté l’élévation à des pulssa,nces 
entières et l’extraction de racines avec des exposans composés, parce qu’elles 
ne sont pas nécessaires, la première étant contenue dans la multiplication, et 
la seconde dans l’extraction de racines avec des exposans premiers. 

Si les trois premières opérations ci-dessus sont seules nécessaires pour for- 
mer la quantité ?/, elle est dite rationnelle et entière par rapport aux cpianti- 
tés connues, et si les quatre premières opérations sont seules nécessaires, elle est 
dite rationnelle. D’après la nature des quantités connues nous ferons les di- 
stinctions suivantes : 

1. Une quantité qui peut s’exprimer algébriquement par l’unité s’appelle un 
nombre algébrique; si elle peut s’exprimer rationnellement pai- l’unité, 
elle s’appelle un nombre rationnel, et si elle peut être formée de l’unité 
par addition, soustraction et multiplication, elle s’appelle un nomlire entier. 

2. Si les quantités connues contiennent une ou plusieurs qua,ntltés variables, 
la quantité y est dite fonction algébricpie, rationnelle ou entière de ces 
quantités selon la nature des opérations nécessaires pour la fimuer. Dans 
ce cas on regarde comme quantité connue toute cpiantité constante. 

A l’aide de ces définitions on établira sans peine les propositions suivan- 
tes, connues depuis longtemps: 

1. Une quantité y exprimable entièrement par les quantités a,, a^, . . . a„, 
peut être formée par l’addition de plusieurs termes de la forme 

. . . <«, 

A étant un nombre entier et , ... m.,, das nombres entiers en y 

comprenant zéro. 
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2. Une quantité y exprimable rationnellement par «i, poumi tou- 

jours se mettre sous la forme 


y=^ 




où y^ et y,^ sont exprimés entièrement par les mêmes quantités. 

3. Un nombre rationnel pourra toujours être réduit à la forme 

yx 

% 

où y^ et ?/^ sont des nombres entiei’s positifs, premiers entre eux. 

4. Une fonction entière y de plusieurs quantités variables Xj, 

pourra toujours être fonnée par l’addition d’un nombre limité de termes 
de la forme 

A'. 'x“' . , 

où A est une quantité constante et w,, fies nombres entiers 

en y comprenant zéro. 

5. Une fonction rationnelle y de plnsieurs quantités .rq, pourra 

toujours se réduire à la forme 

Vi 

5 

où y^ et sont des fonctions entières qui n’ont point de facteur commun. 

Cela posé, il nous reste à déterminer la fiirme des expressions algébriques 
en général. 

Quelle que soit la forme d’une expression algébrique, elle doit d’abord 
contenir un nombre limité de radicaux. Désignons tous les radicaux diffé- 
rons par 

i«j «3 

. yiu. Vif,, ...yi^;, 

il est clair que la quantité proposée poim-a s’exprimer rationnellement par ces 
radicaux et les quantités connues. DésignoiLS cette quantité par 

Les radicaux qui composent une expression algébrique peuvent êti'e de 
deux espèces: ou ils sont nécessaii’es pour former l’expression, ou non. S’ils 
ne sont pas nécessaires, on peut les cliasser, et alors l’expression proposée con- 
tiendra un nombre moindre de radicaux. De là il suit qu’on peut toujours 
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supposer que les riidicaux soient tels qu’il soit impossible d’exprimer l’expres- 
sion ulgébrique par une partie des radicaux qui s’y trouvent. 

Cela posé, comme le nombi’e des radicaux est limité, il s’ensuit que parmi 
les radicaux, il doit se trouver au moins un qui ne soit pas contenu sous un 

fl 

autre radical. Supposons que |/i^i soit un tel radical, la quantité li^ pourra 
toujours s’exprimer rationnellement par les autres radicaux et les quantités 
connues. 


Maintenant y est une fimction rationnelle des radicaux et des quantités 
connues; donc on peut faire 

ÿi 


a- 




où et sont des expressions entières. Donc on pourra, (ra,l)ord faire 




fl Ÿ 


fl 


- f'ti ~l~ f"! Vfù H~' fli yf' ^1/ ~l~ • • • ~l~ Cy y ù?i 

y-i ~ fl (fl (’fi 

Cod” 1 V “b ■ ■ ■ d” Qv'\V 

où Po 5 Pli ■ ■ • Qni Qii • • ■ sont des expressions rationnelles des quantités 
connues et des autres radicaux. Or on peut encore sinq)lifier beaucoup c.ette 
exjiression. D’abord désignons par 

yji v/i ■ ■ ■ ./r 

Pi Pj 

las valeurs que prendra en mettant an lieu de les valeurs ca , 


Pi 


Pi 


^ étant une racine imaginaire de réquation a/'i— 1 0; 

on sait que le radical |/ii\ et la quantité u) disparaîtront de Texpi^ession du 
produit 

p-i 

et que rexpression y üj/ !//••• ^sera rationnelle en sans io. 

On aura floue 

y 




y^-yi n 

1 

où Z, est une fonction entière des quantités connues et fies radicaux if/'a , 
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7? g'"’, . . . , et 2 une fonction entière des quantités connues et des l’adicanx 

JL_ 1 1_ 

. . . 

En feisant donc 

2 ^ P„ + P, . pi + P, . p/. -1 

on anra 





'^1 

P 

••• + 

A 

V 

.P P. 

O 

O 

i 











/“i+i 


1 






= P,, Ep''=: 

11 

* Pi 
’ l 

etc.. 

donc 011 

pourra 

enfin supposer 






-Po 

-fP,.P 

i 2 

jP-fP^.P/'' 



•P,„-x.Pi , 

où Po, 

p„... 

Pa,- 

_i et P, 

poiiiTont s’exprimer 

raiiônnelleine'iii par les quan- 

titës connues et 

les 

radicaux E./- , P,'"' , 

etc. 




Maintenant les quantités P,,, P^, . . . P^ étant des expressions algébi’iques, 

mais contenant nn radiciil de moins, on ponrra les mettre sons nne fonne 

1 

semblable à celle de y. Et si l’on désigne pa.r lî/"- nn radical qui ne se 
ti’ouve contenu sous aucun des autres radicaux, les expressions dont il s’agit 
pouiTont se mettre sous la forme 

Po' + P/ . p,i + P’ . -1 h , 


où Pj, Pfl', Pi', . . . P'^ 1 pouiTont s’exprimer i-ationnellement par les quan- 

1 1 

tités connues et les radicaux Pg'"’ , Ei ^"* , etc. 


En continuant ainsi, on doit parvenir enfin à des expressions qui ne con- 
tiendront aucun radical, et qui par conséquent seront rationnelles par rapport 
aux quantités connues. 


Dans ce qui suit nous avons besoin de distinguer les expressions algé- 
briqiies selon le nombre des radicaux qu’elles contiennent. Nous nous servi- 
rons de l’exprassion suivante. Une expression algébrique qui, outre les quan- 
tités connuas, ne contient qu’un nombre n de radicaux, sera appelée expres- 
sion algébrique de l’ordi'c n. Ainsi par exemple en supposant connues les 
quantités ]/2 et ]/?!, la quantité 


29 * 
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S 

y 2 -|- y 3 -^[/2 - çÿtt + j/ô -h -h y 3 — y 2 

sera une expression algébrique du second ordre, car outre les quantités |/2 , 
[/tt, elle ne contient que les deux radicaux 

3 

y^zyf ippT , j/ô -f - (/.T -f ta— y2 -h y^T . 

.§ 2. 

ThUermination de Véqnation la 'moins MeAjAe à laquelle paisse satisfaire ane 
esqwession algebriqve doimAe. 

Pour simplifier les expressions, nous nous servirons des notations suivantes: 

1. Noils désignerons par B,„, 6',,,... des expressions algédiriques de 

' l’ordre m. 

2. Si dans A,^=p^^-\-pi,']/R B.) on substitue il la place 

fl fl fl 

de yU successivement œ]/l{^ oîi a) est une ra- 

cine imaginaire de réquation aP" — limO, nous désignerons le produit 
de toutes les quantités ainsi formées par /7A„,. 

3. Si tous les coefficiens (rime équation 

+ = 0 , 

sont des expressions algébriques de l’ordi-e m, nous dirons ((ue cette écpia- 
tion est de Tordre m. Nous désignerons son premier membre ])a,r ('/)(?/, 
et le degré de cette équation par d (p[y^ m). 

Cela posé, nous allons successivement étaldir les théorèmes suiva,ns: 
Théor'ème 1. Une équation telle que 

(«) ^0 + h VA' + H- • • • + ^,.,--1 y, = ^>1 

OÙ. /o 7 ^17 • • • exprimés rationnellement par (n, les quantités connues 

C 1 

et les radicaux , . . . , donnera séparément 

ift) ^« = 0, = % #3 = 0, . . . ,~o. 
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DémonsiraHon. Soit = z, on aura las cleipc équations 

(/) 2'''— ÿi = 0, 

(i5') ^0 ~h 2 ~h ■ ■ ■ 

Si donc les coefficiens 4 , etc. ne sont pas égaux à zéro, z sera une 
racine de l’équation (d). Supposons que l’équation: 

soit une équation irréductible à laquelle puisse satisfoire z, .Sq, ,Si, etc. étant 
des . quantités de la même nature que îfi, . . . et h un nombre qui 

est nécessairement moindre que (tj. Toutes les racines de cette équation doi- 
vent se trouver parmi celles de l’équation 

Or si 2 est une racine, une auti’e quelconque pourra être représentée par 
«)’'z; donc, si h est plus gTand que l’unité, l’équation doit encore être satis- 
faite en mettant (o’'z au lieu de z. Gela donne 

0 = .S„ -j- Sj CO ■' Z -|- • • • -|- Sj._i -|- CO*’’ 2^, 

■O 

d’où l’on tire, en la comliinant avec la précédente, 

0 == s, (üi" — 1) — 1) • 

Maintenant cette équation, qui n’est que du degré h — 1 , ne peut sub- 
sister, à moins que tous ses coefficiens ne soient séparément égaux ù zéro. Il 
faut donc qu’on ait 

CO*"— 1—0, ou ai"’'=l, 

ce qui est impossible, en remarcpiant que est un nombre premier. 11 faut 
donc que 7r. 1 , or cela donne 

'“’O ~h 2! == 0, 

d’où 

^<1 

z=yyi=— .so, 

ce qui est de même impossible. Les équations (/5) auront donc lieu. 

Théorème II. Si une équation, 

m) = 0, 

est satisfaite par mie expression algébrique: 
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de l’ordre w, où n est plus gruud que m, elle sera encore satisfirite eu inet- 

,M| ^1 

tant au lieu de toutes les valeurs w etc. 

Théor'ème III. Si les deux équations: 

(f) (p{y^m) = 0 et m) = 0, 

desquelles la première est irréductible, et où ont une racine com- 

mune, il faut que 

• (pii/i • 

En. effet, quel que soit <-p^{yi'n)i nous pourron.s faire 

[y, «) =Âih w) • (piî/i ■+ fxilh 

où le degré de m) est moindre que celui de (p{y, m). Il finit donc, ù 
cause des équations (f), qu’on ait en meme temps 

UVx «ï) = 0, 

ce qui ne peut avoir lieu, à moins que tous les coefHcicns de cette équation ne 
soient séparément ég-aux à zéro. Donc, quel que soit //, on a. ,/](?/, 
et par suite 

’O-— ./'O/, ’»)-yOA w)- 

lliéor'èm.e IV. Si ron a 

(s) Cv, «) =f{lh ™) • (f'ijh 

011 doit avoir encore 

ipi^lh «) —fxilh (piîl: ™)- 

En effet, eu cliangeant dans l’cijuation (^) le radical extérieur ]/?/j succes- 

sivement en to [/?/,, j/y, etc., elle .sera encore satisfaite. En désignant les 
valem-s correspondantes de (/)(//, m) par (p'{y., m), </■/'(//, m), . . . (p^'‘ '^^{y, '»>)■, bi 
fonction w) sera divlsilde ])a.r toutes ces finictions; donc a,ussi jnir leur 

produit, si elles n’ont point de facteurs communs. ür si l’on su]jpose jiar 
exemple que les deux équations </•/(}/, w.) == 0 , (p"(jj^m) = 0 aient lieu en 

même temps, on en tirera, 

+ + 

=:0. 
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Or si elles ont mie racine commune, elles doivent être identiques. Donc 
les fonctions m), ’in) etc. n’ont pas de facteurs communs, par suite 

la fonction (p^il/i ’ h) «era divisible par le produit 

(pQj, ■m).cp'{y, m) . . . m), 

c’est-à-dire par Fl (p[y^ m). Donc 

Théorhm V. Si l’équation 

cp{y^m) = {) 

est irréductible, celle-ci: 

rr (p{y, m) = 0 = (pj^y^ m ') , 

le sera de iiiêine. 

Eu effet, si elle ne Tétait pas, supposons que 

soit une telle équation. Alors les deux équations (p,^[y^ m') = 0 et <p[y, m) = 0 
auraient une racine commune, et par suite 

(p‘ÀUi =f{u) ■ ^ (p{yi ™) =/('/) • <Pt{y^ «‘ 0 ^ 

ce qui est impossible, car le degré rlp (•'!/’ moindre que celui de 

Viil/j etc. 

Cela posé, iden n’est plus facile que de trouver l’équation la moins élevée 
à laquelle puisse satisfaire une expression algébrique. 

Soit a„, l’expression dont il s’agit, et 

et 

■ip{y) = 0, 

l’équation irréductible à laquelle elle doit satisfaire. 

La fonction doit d’abord être divisible par y — Or, si elle est divi- 
sible, par y — a„, elle est encore divisible par 

— a„) = ^p(y, mi). 

Mais (pipy^ «q) est irréductible, donc ip{y) est de même divisible par 

rf(p{ji,my^(p^{y,m^, 




--Ay^ 


f^7n 




^ /' m -1 


ensuite par 



232 


SUR LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 


etc. 

Maintenant les nombres «i, Wj, . • . forment nne suite décroissante, 
on doit donc enfoi parvenir à une fonction 

(Pviy-i 

où Alors les coefficiens de cette fonction seront rationnels, et comme 

elle doit diviser la fonction ip{y)^ l’équation 

(Pr{y, 

sera précisément l’équation cliercliée. 

Le degré de cette équation se trouve aisément. En effet on a successi- 
vement 

â (p(i/, m^)=ârf{y — a„) = , 

d yi(y, TOa) — d/7(p ( 2 /, Toi) . /q„, , 

d (p^^y^ ^^ 3 ) /Én • /ùi-, • f 7 

()(Py(7J^ + ^ y^V—iiîll ‘ /Lii • • • M'illy" 

Donc le degré de l’équation 

f{yr=0, 

est 

fhn • f * • • H'my 7 

dans le cas où = 0. 

De ce qui précède on peut maintenant déduire plusieum conséquences 
importantes : 

1. Le degT’é de l’équation ÙTéductible à laquelle satisfait une expression al- 
gébrique, est le produit d’un certain nombre d’exposans raïUcaux qui se 
trouvent dans l’expression algébrique dont il s’agit. Parmi ces exposans 
se trouve toiijours celui du radical extérieur. 

2. L’exposant du radical extérieur est toujours un diviseur du degré de l’é- 
quation irréductible à laquelle satisfait une expression algébri([ue. 

3. Si une équation irréductible peut être satisfaite algébriquement, elle est 
en même temps résoluble algébriquement. En effet, on aura toute, s les 

i_ 1 _i 

racines en attribuant dans a„ aux radicaux , • • • fo^’*-" 

tes les valeurs dont ils sont susceptibles. 
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4. Une expi'essioii algébrique qui peut satisfaire à une équation irréductible 
du degré /r, est susceptible ddin nombre /r de valeurs différentes entre 
elles, et pas davantage. 


§ 3. 

Sitr la füVïne de rexpression algébrùpie rjiil peut mtisfaire à mie équation 
irréductible d^wn degré donné. 

Supposons maintenant que le degré de réquation 

ip{y) = 0 , 

à laquelle satisfait l’expi-essioii algébrique soit exprimé par /< ; ou doit 

avoir, comme nous avons vu, 

It'—rm-emre’n, ■ • • 

Premier cas: m ii est un nombre premier. 


Si li est un nombre premier, on doit avoir 

= 

et par suite 




“h ib //>«■“ “h “h • • • 

1 

On trouve les autres racines en mettant au lieu de les valeurs 




On 'aura ainsi, en désignant par 2 ,, z.^, . . . z,, les racines de l’équation, et 
en faisant pour abréger //„, = «, 

1 a /i— 1 ' 


\ + • • • 


fi—i 

oP~Kh “ , 


1 a n -r-i 

Maintenant pour que ces quantités soient eu effet des racines, il faut qu’on 
n’ait aucune nouvelle valeur en attribuant à tous les radicaux qui se trouvent 
dans les quantités j?,,, p)\i Pu •• • P/i~i Ls valeurs dont ces radicaux sont 

susceptibles. 


Tome IL 
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Soient • p' fx-n ™ système de valeurs ainsi formées, 

Il doit avoir 

1 ; fl 1 1 fl — l 

'o pi ^ ' ‘ "~\~'P' ^ -|_ . . . P ^ , 

t à une valeur différente de œ il répond une valeur différente de w. En 

usant donc — 1, oj, cl>^, ... on aura, en désignant les valeurs cor- 

espondantes de m par co^? * • • 


1 2 12 


Po~\~'lh ^0^^ 

“h ’ ■ 



-f 

1 

Po-\-pi 


1 

• '—po-\-Pi^»^'" 




1 2 

■ ■ =Po -\-pi' 

1 2 



En ajoutant il viendra 

n]jç^ ~ iip^' c’est-à-dire p^' — ? 

PP'h' ^ = 'Pq (1 -f- ü)~^ - ]-- 

1 

((^0 (n“" 4” ’ * • * ‘ * 

)e là on tirera 

H ^ ^=.j (( U , P , P , p ^ , p^ , . . . , S ‘ , ' S * '' 0 , 


1 1 // — 1 



s'f^=z + A . ■ 

■ e'/A'-i''’’ ? 


1 

fi~i\ fl 


:-::z • • • 

■ -f ^ ) , 


1 

fl-A 


P = /(i -f- ^1 “h • • • 

H- ^ ; 

r je difs qu’on 

doit avoir 



/,=:(), /, = (), . . . 


n effet dans le 

cas contraire on aurait 


7,) 

1 

ÿf^ =/(.s-, .s-', y;, //, 'P^^ p/, 

* * • Pfi--i'} P fl--] 



t par là 


’i^^i V'-'ii 'Pn • ■ ■ ^ 1 'Pu 1 Pi 1 • • • )• 
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(Jela posé ou ne peut pas exprimer s\ p/ . . . rationnellement en 

fonction de Po^ P i: P 2 ^ • • • 5 donnerait en fonction rationnelle 

de P 01 Jh ••• J impossible. Mais si Ton cherclie réqnation irré- 

ductible à laquelle pourra satisfaire , on trouve que son degré doit être un 
nombre composé, ce qui ifest pas. Donc Téquation (a) ne peut avoir lieu, 
et par suite on doit a.voir = — 0, ... /^^^zznO. 


Gela donne 


1 

Æo + ?i " + • 

ÆriN'“ 

- 1 


-s + • ■ 

■ • + ^S• ^ )■ : 


Donc 

J: ^ i 

2o ~1“ ^ H- Çm ~f ■ ’ * * “V 

1 2 fi—l 

d’où l’on tire 

ü}''q,=q„^ üfq, = ioq^, lo'' q^= q., , . . . vf q^— w'q,., . . . 

g'orr=:0, q^ 0, q.^ 0, . . . 1 !Z>'+1 • • • ?|M— 1 

Donc 

1 V 2 2v 

.s' ■“ = g" . s , s'>^=ql.s^, etc. 

1 ji 1 

jOo'+p/'‘’-''“ H- • • • —q)^,-{-œp,sf‘ + • • • -1 ; 


par suite 


de là 


p^s''^ = w^PySf^ 
p'^s' —p^s^. 



Maintenant puisque v ne peut avoir que l’une des valeurs 2, 3, . . . p — 1, 
il s’ensuit que p^s n’aura qu’un nombre // — 1 de valeurs dilférentes; p^s 
doit donc satisfaire à une équation qui est tout au plus du degré p — 1. 
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On peut faire 1, et alors on aura 


t 

il 

î>3 

2 

-fpa.S^ 

+ •■ 


1 

2 


^—1 

^2 =Po -j- 

-j-p^CU^^S'" 

+ •■ 



le dis maintenant qu’on pourra exprimer les quantités Pu .. ration- 

lellement en fonction de .s et des quantités connues. 

On a 

jo„ = -- (zj -[-« 2 - 1 - • • • -f- 2//) “ quantité connue. 

f.L 

(2i -f H h'" 7 

_p^.s'^= - (s.-f-Cü^-'ZaH- 

■ De là on tire 

O2 s = ( — ] (z, -j— ~)“ ■ ■ ■ ~1~ (^1 ~f~ ^ ' ' 

\ H' I 

P3 s = — (Zi + Cü"''‘z^ -j- • • • -j- W“'‘''““''z^,,) (z, -f- tü“' Za + • • 

\ {'^ I 

~1“ • ■ ■ —'*07 

?i *‘i “h ■ ■ ■ 


tps\ ’-[-5'2‘‘’'a ' H” • • • ~\-^ivK ^ 

= — j— (ïj J? 1 -|— ffij ~1~ * ■ ■ ~\~^y 2 -^^y -2 “1 ~ 1 7 




c’est-à-dire 

tant qu’on n’a pas 


q^=f{s, . . .), 
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«1 (Sl S 2 ){Si S 3 ) . . . (Si .ç, 


:0. 


Î.1 


Or soit 

(Si — 1“ to |— eu ^ ^3 — j— • • • )'** (Zj — |— COi Z2 —j— tüo 33 — j— 

1 J_ ^ 

+P2;'5'‘ + • • • 

1 ^ 

-j- <^lPo -f- Wi W s eu, CU^ S "-]-•• • 

L - 

-|-CU2j9o-(-CU2eU^S'“ -|-JP2 ^«2 s ■“ -[-••• 




/ 1 -|- eu, eu -|- eu^ eu^ -|- • • • -]-eu^_ieu'“ ^rrr te, 

ce qui est impossible; donc 

q^=p^s rationnel en s et en quantités connues. 

Donc 

1 2 M—'i- 

Z , = p , 4- +./2 S . -1-/3 s . .s ^ -j [-.4-1 • s • 

Soit P=zQ réquation la moins élevée en s du degré 7q les v racines 
de cette équation seront de la forme 


ç /r}<“ 


f» 7.) 


m.', m", . . . m 


(v-i) 


se trouvant parmi celles-ci 


2, 3, 4, . . . ,u. — 1. 

s,=_p^s“, 
s,— p^s”, 


pk-lPk-'ÈFk-^ • ' 'Fo 

— 1 


=i entier, 

k = facteur de p — 1 , 
k = v, ou k< V. 

Soit m une racine primitive pour le module on poun-a représenter 
Z, par 
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mi“- 


Soient .Si, .s.^, «3, • • • -^v-i les valeurs de .s, on doit avoir 




s./ 


--Pu , 


Q /W <î • 

m 


m — 1 
H 


: entier, 


h — facteur de u — 1 , 
ak = {fl — 1 ) 

t-l = S 

k ' ’ 
a = nft. 

1 m 


.s/ =ps ^ , 




,t^«P 


s/ =p^s^ 


1 '' 


Soit une autre racine, 

s =q^s“ 

en sera encore une. 

Il faut donc que 

h" {7ift -j- n' ft') = n" {fl — 1 ) ; 

;3=o/9", 

/?'=»',?", 

f,t — X = e aa^ (i'' ] 

]^''{ria + ^V) P" = n"e aa' (S % 
k" {na 7^'oc') = n^'e aa' ; 
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h" —aa'.k"\ 
k'''{na -\-n'a)—n" 

1 „(«a + n'a')/}" 

s''>^ —qy s , 

■na -j- n'a = 1 , 

1 

h' — q^ s" 

n — 1 

. f,-i^k'/r, 
f, — i=k"(r, 

mais /5*"</?, /?"</?'; doue k" >k, k">k'^ ce qui est contre l’iiypotlièse ; 
donc les racines de l’équation 

P-^O 

pourront être représentées par 


OÎl 











Le degré de l’équation P— 0 doit donc être un facteur de ii — 1. 

üésig’nons (/’«)'“. *-™“ par Os, les l'acines deviendront 
A-, Os, 6^ s, 6K^, ...6''~Ks, où élLs = .s. 

6-3 = 


On a encore 
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^cc+l 



■ ■ -\-f'y_lS . s ■“ 


^(y— 1)«4-2 

,• - +y;"A-.6- ^ ■ 





1 


va — 1 


+ 6- . à- ^ à- . 6- +/r '' H Vfr-l' « • « " 

I 


^(5+n«î 


=(y»“ ^ 


re+rï 







4--' 


+ <?>1 *■ • 

7 » 

■ "f- 9l ‘""'l ' 

m 

..s/' 4” fjPj''’'^' 

771 

.«/4- • ■ 

• • + <P1' 

4“ (pz •'>■ • 

771 “ 

.«^4- 

m- 

“h 

771 ' 

+ • ■ 

' • 4“ ^Pr 


+ 


1 


*« -- 


4“ ^’a-l 

s- s '" 

.Ijj . .->2 

+ 


4~ *iP« 

1 


1 m“ 

«1^“ 



1)0 

. 


.a 


«y-1 


? 

1 


M« 



1 


L 

= A 

. tt ^ . «1 '“ . 


. a,,_ 

-1 

? 

1 



771^“ 


77l« 

i 

i 


.«"-“'.ai ^’4 

. tta ^ . . 

. . a„ 

|M 

— 1 

7 


1 1 Wi® 

àv_i ■“ = .4y_i . a ■“ .«SJ ■“ . . 




// A'" 

• ^V—l 
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-- log* = log A log a -\- ~ — log ~j- 

log s 1 =-: log A 1 + - log a - 1 - - J log a 1 -j — 




/y” 


./ (.s).. y’"-‘+/ («)•'/"' '-i- 


: 0 : 


(p (i =: 0 

Q J (^‘2 9 • • * P V— 1 

y (à-, = 0 

,S, .S , 6 , .. . . i 

.. „ ! .. " 

■*>1? '“’i , •‘>1 ' • • • 'n 

(/5(i-2, (>3) = 0 

*3 7 '^2 7*2 7 • • • *2 


/(2/7 *7 

/(!/7 *1 7 î»l) = ^ 

/(?/7 *2 7 î'2) = ^ 

/(?/, AV-17 = 

V{y^ s, *’i, «3 7 • • • *7'-17 4^5 ^^2 7 • 

*1'— 17 *1'— 3 7 *>'—3 7 • • • *f 

fonctions rationnelles de 

*7 *17 *2 7 • • • *‘«-n ■ 


log «2 -f" • 

log «2 “h ■ 


<-Ky/7 *) 

<y’(z/7 *0 


î>.'-0 = o 

4>,'-i 


Tome II. 
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^*5 ?u (*25 • • • i'i'-i) fy-cteui’ de yp{y) pour toutes 
les valeurs de s, «i, ... 

Doue le degré de yi{y) est divisible par ,u'. 

Il y a deux cas : 

si ()'iy{y) = a% 


Dans le premier cas: 


si âiy{7j) = /i.\ fl. 


y ''17 '‘'2 7 * • • *'«—17 (*7 (*17 (*2 7 • • • 

.Dans le second cas: 


* * * 4^5 Pi? ‘ • *) — 5 

F{y, ÿ, i’i, . . . P, pi, . . .)=y"'-|-/(A*, A'i, ... P, P,, . . 

+y'(*7 *17 • • • (*7 (*17 • • •)y^' 


Soit 


+ 

z = F{a, A-, Al, ... P, pi, . . .) 


Z n’obtieudra pour les difi'éreus radicaux qu’un nombre de valeurs iliffé- 
rentes; donc z sera racine d’une équation du degré //*. Par suite 


fiy) = 

donne 

+/(2) • +/'(2') • j!/'*'"-' H = 0 , 


OÙ Z est déterminé par une équation da degré 
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/(.y, «) 

f[y, P, P, q,...) = 0 

j{y^ ) = 

/(.y? 


/(y, , i>v-i , 2^-1 ,.;.) = 0 

^;(^) = /7/(y, yï^, J), (/, . . ) = nf[y, y^,, Pi, . . . 


. . . = nf[y, p._, , P, 


- 1 , <2 


y ~3 5 


= 0 


/ i“„ \ 

J\}h 7 * • • ]/^v-i’) Vi 9.1 ‘ • ’pii Üt^i • * ' Py—u 9y~i)^^^ 


/ > . \ 

f yUl r^l 1 • • Ü Pi 9i ' ' ' P^1 2i5 * ' *Py—ii ür—n ^€1 -^f+l * * ’-^v— 1 / ^ 
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L 

RECHERCHES SUR LES PONCTIONS BLLIPTiqTJES. 

SECOND MÉMOIRE. 

Dans le mérnoii'e sur les fonctions elliptiques inséré dans les tonies II 
et III de ce journal*) j’ai développé plusieurs propijiétés de (;es fonctions 
tirées de la considération des fonctions inverses. Je vais continuer ces recher- 
ches dans ce second mémoire. 


Soit 

( 1 ) 


§ 1- 


(m -f- CO -|- (ni — (d i 
2n + 1 


OÙ m, /i, n sont des nombres entiers tels que m — /y, ne 

soient pas divisibles par le même facteur, il resuite de Téquation (31) du 
mémoire cité q\i\m aura 

(2) cp(6 (2n -|” 1) a) = cp 6^ 

et que toutes les quantités cpô^ cp(6~\-a)^ (p(0~{-2a)^ , . . cp{0-{-2na) seront 


Voye 2 t. I, p, 2()3 de cette (.‘dition. 
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différentes enti'e elles, en représentant par 6 une quantité indéterminée. Clela 
posé, faisons 

(3) (f^6 — (pd.(p{a-\-ff).(f{a—6).(p{2a-\-6).(p{2a~6). . . ip[na 6) . q){oia 6) 
il est clair qu’on aura en vertu de l’équation (2) 

(4) (p^e = (p^e ±a) = (p^id + 2o:) ■ • 

En vertu de la formule (13) tome II, p. 107 : 

(5) ■?{<>+ « •'(>(«■- ffl = ’ 

on pourra écrire l’expression de ip^ô comme il suit: 

(a\ ,.fi — fr,ft f/ ^ 6> (p^na — _ 

^ '1 l ^e'^ü^<j^a.(p^è 1 (p^ 2a . cp^ t) 1 . cpr h ’’ 

P ^6 sera donc une fonction rationnelle de pd. Faisons p6 = x., on aura 
l’équation 

j 0 = X (p^a — x'^) {p^2a — x^) . . . {p^na — x^) 

^ ^ . (1 -|- . x^) (1 -|- <3^c^95®2a.æ^) . . . (1 e'^p^na .x^)^ 

qui est du degré 2« I rapport à x. L’une des racines de cette 
équation est x=p6^ or d’après la formule (4) p^B ne change pas de valeur 
en mettant B -f- va au lieu de 6>, où u est un nombre entier quelconque ; 
donc p{B -]- va) sera encore une racine. Donc puisque les 2n -\- 1 quantités 

pB^ p{B-\-a)^ piB -\-2a), . . . p(B -\-27ia) 
sont différentes entre elles, ces quantités seront les racines de l’équation (7). 
■Maintenant nous allons démontrer le théorème suivant: 

Toute fonction rationnelle des quantités 

pB^ p{B-{-a), . . . p[B -\-2na) 

qui ne change pas de valeur en mettant ^ « au lieu de 0, poun-a être 

exprimée par: 



où P Qt q sont des fonctions rationnelles de p^B. 

Soit pB la fonction dont il s’agit et qui soit telle que 

p{B-\-a) = pB. 


( 8 ) 
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Comme on a, en vertu de la formule (10) tome II, p. 105, 

. , . (f6. fva.Fva-\- <pva . f6 .Fe 

(9) , iA' V ' ) 

on voit que ^lO pourra s’exprimer rationnellement en (p6 et fô . FO ; or on a 
{fd.F6f = {l-c^cp^e){l + e^cp^e), 
donc pourra être mise sous la forme 

(10) ip6 = ip^e-\-ip^0 .fO .FO, 
où ■ip^O et sont des fonctions rationnelles de ipO. 

Mettons maintenant, dans la fonction ip’O, — « au lieu de ci, et dési- 
gnons par ’ipO la valeui' correspondante de ipO, il suit de l’équation (9) qu’on 
aura la valeur de 'ipO en changeant, dans l’expression de y>0, le signe du 
radical fO . F 0. Donc 

(11) 'xpô = ip^e — xp^e .fO . FO. 

Il est clair de même que la fonction 'xpô ne change pas de valeur en niet- 
tant ô-\-a au lieu de 0, de sorte que 

(12) 'xp[0 -\-a) = 'xpO. 

Les équations (10), (11) donneront 

J + 

( -/^ .Fe = \{pp0 — ’xpO), 


Considérons d’abord la fonction pj^O. En vertu des équations (8), (12) on 
aura ■xpJpO a) = %pj) -, donc en mettant au lieu de 0 successivement 0-\-a, 
0-^2a, ... , 

= V’i (^ + «) = ~\-2a)= • ■ ■ = xiJ^{0-\- 2na) , 

d’où l’on déduit 

— 2n^l I 4" V'i(^ 2«) -f- • • • -|- xf),(0 2na) | . 

Maintenant xp^O est une fonction rationnelle de cpO, donc le second membre 
de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique, donc en vertu 
d’un théorème connu d’algèbre on pourra exprimer xj.ij) rationnellement par 
les coefficiens de l’équation (7), c’est-à-dire que i/qd sera une fonction ration- 
nelle de (ppO. 

En prenant le carré de la fonction ip^O . fO . FO, on aura une fonction 
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rationnelle de cp6 qui ne change pas de valeur en mettant 6 -|- a au lieu de 
6 J donc yfO . FOy pourra, de même que s’exprimer rationnellement 

en (p^d. On voit donc qu’on pourra faire 

OÙ P et ([' sotit des fonctions rationnelles de cp^O. 

Or on peut extraire en partie la racine carrée de la fonction ci'. Soit 

‘ * “h "h “1“ H“ \}P{^ “h (p6^ 

et désignons par la valeur de provient du changement de a en 

— a\ on aura selon ce qui précède 

xB = xfi-\-X^6 ..fd.FO^ 

’x6=^yJ-X^fi-ffl-Fe, 

où xfi et y,fi sont des fonctions rationnelles de (pB. 
ün en tire: 

(14) 1 {xB - ’xB) = xJ .JB. FB = ± fr, 

•où r sera une fonction rationnelle de (pjB. (Jonnaissant \' i\ on pourra trou- 
ver ]/q^ comme il suit. 

Les équations (13), (14) doTineront 

iph — ' ipn ijL 0 ^ 

où 71 6 est une fonction rationnelle de (pd^ qui reste la même en changeant 
6 en donc on pourra exprimer irO rationnellement en (p^O, On aura 

donc 

ipB — Ù///9 =: q {x& — 'xJ ) , 

où q e.st une fonction rationnelle de <pjB. Donc en vertu de l’équation (14) 

^(ypB — ''ipB) = ±q^r, 

et par suite 

I/ / B —ÿ Fq'^T . 

La fonction r, qui aura la même valeur quelle que soit la forme de la fonc- 
tion I//0, peut être trouvée de la manière suivante: 

D’abord je dis que r doit être une fonction entière de qjjB. En ettèt, 

si l’on avait f'= ^ ? où r" et r' sont des fonctions entières de r aurait 
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uîi facteur (p^6 — (p^()\ où n’est pas infini. Or si / est divisible par 

cp^d — cp^ô\ la fonction r sera inünie pour 6 = 0'] c’est-à-dire on aura en 
vertu de réquatiou (14) 

XÔ'— 'xô'=^Q-] 


mais l’expression de montre que cette équation ne saura avoir lieu, 

à moins qu’une quantité de la forme </)(()' ± va) ne soit infinie. Or, en vertu 
de l’équation (3), cela donnerait cp^â = ^ ^ ce qui est iîïipossible. Donc nous 
concluons que r doit être une fonction entière de cp^ô. 

Uela posé, soit (pO — x^ et concevons qu’on développe les fonctions cp^6 
X^’) suivant les puissances descendantes de x*, il est clair par les ex- 
pressions de ces fonctions qu’on aura 

(p^ô = ax -f- <■, X^ — 'X^ ~Ax^-\-^ 'i 

où n et A sont coustaiis, et où f et (■.' ne contiendront que des puissances 
respectivetuent inférieures à u; et x^. JEn supposant donc que r soit du deg'ré 
V par rapport à (p^d^ ou aura en vertu de l’equation (14) 

r=iize-'xôy, 

a' .x'' .x''‘ • ; 

donc v=z4, et par conséquent r sera du quatrième degré. Mainteiuint l’é- 
quation (14) fait voir que la fonction ?■ s’évanouira en attribuant à û une 

quelconque des quatres valeurs; ^ , 2 ' h — 2 f' 

./|± | — 2 *) donc que ^ | = 9 j 7 

— - ■ f/’j |-^ i| , on voit -que r sera divisible par la fonction 



1 




7 


(j) 


Cl) 


car (py -2 différent de ^ 

Puisque donc r est du f][uatriènie degré, on aura 

cp^6 


O) 

•Pi 2 


1 


r=^ 6 '|l- 

où C est une constante. Ainsi notre théorème est démontré. 


â . 

V2 ‘ 
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Dans le cas où i/jÔ est une fonction entière des quantités (p6^ cp{6 a\ 
. . . (f(d P et q seront de même des fonctions entières de 

ip^O, En effet c/est ce ciifon pourra démontrer entièrement de la manière 
que pour la fonction De même, si Ton désigne par p Texposant qui affecte 
la puissance la plus élevée des*^ quantités cp6^ cp(6 a)^ . . . dans la fonction 
on verra, en développant suivant les puissances descendantes de (p6^ que 
les fonctions p et q seront respectivement tout au plus du degré y et y — 2 
par rapport à (p^O. Ün aura donc ce théorème: 

Une fonction quelconque entière P des quantités 

(p6^ cp(6-\-a)^ . . . cp(6 -\-2na)^ 

qui ne change pas de valeur en mettant 6 a au lieu de pourra être 
exprimée par 



où P et q sont des fonctions entières de cp^O^ la première du degré y et la 
seconde du degré y — 2, en supposant que P soit du degré y par rapport à 
une des quantités 

epO^ cp{B-\-a)^ . . . epi^O -\-2na). 

Si ron suppose u=l, q sera égal à zéro. Dans ce cas P sera donc 
une fonction entière de la lorme 

P:=:A^B,(p^0, 

où A et B sont des constantes. On aura la valeur de A en faisant 6^ = 0, 
et celle de B en faisant (p0 = ~lf après avoir divisé par cp$. 

Soit par exemple 

P==ziTTid) a) n[6 ~\~2na)j 

où 

n0 = (p0 , cp(0 -j- i\a ) . (p{p -j- v^^a) . . . cp{() -f- y^o^\ 

où , j/y , ... y^^ sont des nombres entiers inégaux et moindres que 2n -|- 1 . 
En faisant 6'= 0, on aura 

j 4 — j~ '71(2 (x) • • • —]— 77(^2 

Ü)i trouvera la valeur de B en différentiant et faisant ensuite 6 — 0, savoir 


Tome II. 


B — pour 0 — 0. 

dil 


32 
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Il est à remarquer que rune des quantités J, et J5 est toujours égale à zéro, 
savoir on aura i? = 0, si m est un nombre impair, et J. — (), si u> est un 
nombre pair. Ainsi par exemple si w = 0, 

(fô (p(û -|- «) ~h <p(^ “h 2a) • ■ • ~{- 2TOa) — B . (f'^0 , 

et si CO — 1 , j/j = 1 , 

(fO . <p{6 -j- a) -|- (p{d -j- «) • (p{d 2a) -j- • -j- (p{0 -[~ 2»a) (pd 

= fpa . (p 2a -|- 9 2a . y 3a -|- • • • -j- (p{^n — l)a.(p 2na. 


II. 


On pourra encore trouver d’autres relations entre les quantités de la forme 


(p 


mio -f- m'&i' 


à l’aide de la formule 




En effet, en y mettant pour y et f leurs valeurs (p^{cc0) 6t (p^ 9 /^1 


i n (J) i t 




I m û) i \ .1 • 1 

TT — --T a , il viendra : 
\ 2/1 + 1 j ’ 


ipd , ipj) = A^^ipl {aO) — (pi a ^ j j , 


ni û) i 


d^ou Ton tire, en taisant 6 : 


m û) ^ 

in (ü i m (U i 




c’est-à-due 

I mcoi 


m (jü i 


A I \ U I \ , «\y// I ni(jüi , r. \ , «vo.w, / intol 

"='^l5;S:i-) + '’>(2,7Vl+“)+'^>(£ÎT + *“)+ ■ ■ ■ + '* >'(&+l 

en déterminant convenablement le nombre entier m. 

En faisant pour abréger =z <9 f, on pourra écrire la formule pré- 

cédente comme il suit: 
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Si l’on fait w,» = /(2% -|- 1) -|-y, on a 

== rî’' ; cp[li ± Gii^ = cp[lc^±2nt àii , 


2nv 


2n + 1 


O)? 


Ij a 2nv _ .'l I J ec , v ai ] , 1 , a _ vai \ 

=9>(fcï±2;,qn 2 ±'-‘“’+2„+i)=(-i)>(''T+sr+i) ; 

donc en substituant, 

â~''(p 


^ V coi / ly- 

2;^ î +'^ > hs 


Cü-hV ÛJI 


co~~v (oi 


2 >a + 1 

+ •••+(— j 

oà V pent être un nombre entier quelconque. 


‘"'1 V 2 >' i2cü + vai\ fc _2 j2co — vai 

n CO — V Coi 


71 CO -|- V Qi 
27i -|- 1“' 




2n+ 1 


Eu changeant c en et e en c, on en déduira cette autre formule: 


0 — (p 

\ 


/ V CO \ 
2^1 


+ <V'(p 


vco — Qi 


2n+ : 


vcjo+Coi 


vco — 2Coi 


, ft_7/ /'ULf-rw/t- t'LU — nWÙ\ Cv_Qa/ 

r)+^^ - 2 ii+-r > Utt 


vco-{-2côi\ 


v+l I , 




/ vw — nai 
¥h + 1 


+ â-’‘’’cp 


vw-\-7iai 


Si l’on fait par exemple n=l =rj on aura 


III. 

Nous avons parlé ci-dessus d’une manière particulière de détemniner les 
fonctions entières 'p et ^ dans la formule . Nous allons l’exposer dans ce 
qui va suivre. 

Si l’on fait, pour abréger, f{2n-\-\)6 .F{^n-\-\)6 = r^ on aura 

=p-\~qr^ 

et de là, en mettant co — 6 an lieu de 0, 

['i//(co — 0)]®"'*'^ z=p — qr^ 
par conséquent en multipliant, 

[ipO .\p(ü3 — — q^.T^. 


32 
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Maintenant on a a) = J * . donc en mettant w — a — 6 au lieu 

de — ~h “)) 1 ~h “)) — — ^)i 

et par suite 

-j- c)) — ipB . ^./[co — 0). 

De la même manière on a 

+ /5) • — (^ + /^)) — V'^ • V'(" — ^)- 

La fonction ijj0 . ■\p{ü) — ^), qui est, comme il est aisé de voir, une fonction 
entière des racines de l’équation , a donc la propriété de ne pas cliaug-er 
de valeur par le cliangement de 6 en 6 -\- a ou en B -j- ft. Par conséquent 
on aura, en vertu du théorème 1®'', 

-ipO . ip(ü) — B)=-v-\-v' .y’(2%-|- 1)61 . F(2n -|- 1)6, 

où. V et. v' sont des fonctions entières de (p(2n-\-l)6, la premièi’e du degré 
2, et la seconde du degré zéro, v' est donc constante, et v de la forme 
A-)-jBy(2w-|- C'[(/>(2n-|- 1)^]^. En changeant B en w — B, on a 

i//(cü — B).if/B = v — v' . f{2n -j- 1) ^ . F(2n 1) B, 

donc v' = 0. On a encore i//(ü) -\-B)~ - - ipB, et . i//( — B) — — 'i//(cy — B), 
donc V doit rester le même en changeant B en — B. Par conséquent on 
aura .5 = 0, et 

xpB . ip{u) — B) = G{[cp {2n -\-l)6Y — ,P } , 

G et f étant deux constantes. 

Cela posé, l’équation donne celle-ci: 

Les fonctions entières p et ^ doivent donc être telles, qu’elle.s satisfassent à 
cette équation pour une valeur quelconque de ip{2n -|- I) B. Or cette condi- 
tion suffira pour les déterminer, si l’on connaît seulement la valeur de C. 
Celle-ci !?e trouve en faisant, dans l’équation , cpB ==^- après avoir divisé 
les deux membres par {(pBf. On obtiendra alors, en remarcpiant que 

H’6 i p{to — 6) ^2n-f-l)fl 1 

fO (pft ’ ^ tpB 2nd- 1 ’ 

G={2n~{-iy. 

Connaissant G, on aura / en faisant ^ = 0, savoir 
ip0.yjœ = — Gf^ = — (2to 
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Maintenant il est clair par la tonnule que 


ipO = — ipu) = “ 4 " 1 

() 0 


donc, en substituant et extrayant la racine canrée, 


' 2n l 0 0 


Cela posé, reprenons l’équation ; en y taisant q)(2n^l)d oi 

q = \ 

r = (1 — (1 -|-e\y'*)5 


U-WLAV-» 

{a,y + a,if+ ■ ■ ■ + -{bo + b^y^^ + • • • + (1 “ 

= (2n+l4(y--/4"‘"^ 



XX. 

EXTRAITS DE QUELQUES LETTRES A HOLMBOE. 

3 ^ 

Copenhague, l’an )'''(iÔ(i4:Ï!2ril9 *) 

(en comi-ttant la fraction décimale.) 

Le petit mémoire qui, comme tu te le rappelles, traite des fdiictious in- 
verses de transcendantes elliptiques, et dans lequel j’avais prouvé une cliose 
impossible, j’ai prié M. Degen de le parcourir; mais il ne ])ouvait trouver 
de vice de conclusion ‘ ni comprendre où était la faute. Du diable si je sais 
comment m’en tirer. 

J’ai cherché à démontrer l’impossibilité de l’équation 

en nombres entiers, lorsque n ast plus grand que 2, mais je ne suis parvenu 
qu’aux théoi'èmes suivans qui sont assez curieux. 

Th éor'ème I. 

L’équation = où n est un nombre premier, est impos.sible, 

m m 

lorsqu’une ou plusieurs des quantités a, 6, c, a-j-Z», rz-j-o, h~c., fa, f,, 

m 

yc sont des nombres premiers. 


*) Le 8 août 
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Théorème IL 

Si l’on H 

a’‘= 5’*-]- c’‘, 

chacune des quantités «, 5, c sera toujoura résoluble en deux facteurs, pre- 
miers entre eux, de telle sorte qu’en posant h = [3 .h\ c^=^y . c’. 


l’un 

des 5 cas suivans aura 

lieu : 


1. 

a'” 4- //’• 4- c'“ 

J ci'« -f 6'“ — c'’‘ 

a'» -|- c'" — i'” 

ü — 2 

2 

9 

w’‘-i -1- //’‘ 4- c'” 

- ...1 .. 

J rt»-i a'” A'’* — c'” 

,(>*-! «'» _p c'’* A'" 

3. 

— 2 1 

4- 4- c'" 

2 ’ 

, a'“ 4- //» — c'»‘ 

= -- 2 - , 

2 

a — 2 ■ ■ J 

4. 

'M'*-'- (tt'“+ //’‘) + c''‘ 
2 ’ 

, (a'" + />'“) - c'" 

‘ ~ 2' ’ 

^ (cé" - //’*) + c'" 

5. 

a'n^ nn-i 

. a'” + 

- w’‘-i (//" - c'”) 

^^‘2 

, 

2’ ’ 



Théorème III. 


des 

Pour que l’équation a' 
trois formes suivantes : 

‘ = 5” -|- c" soit possible 

, il faut que a ait 


1. 

(^ = 2 ' ’ 



2. 

+ J/"' 4- 

« = 9 ■ ’ 



3. 

^ «“-4//” -h •S”) 



U Qt Z n’ayant pas de facteurs communs. 

Théorè'rne lY. 

9 « 1 5 4 

La quantité a ne peut être moindre que - ^ 

0 n Q 71 I ^ 7i 

des quantités a, è, c ne peut être nioindre que ^ - 


et la plus petite 
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Le K) janvier 18‘2(>. 


Depuis mon arrivée à Berlin je me suis aussi occupé de la solution du 
problème général suivant; Trouver iouies /c,s êquaiionr qui sont résolubles 
algébrniaement. Je ne l’ai pas encore achevée, mais autant que j’en puis 
juger, j’y réassirai. Tant que le degré de l’équation est un nombre premier, 
la difficulté n’est pas si grande, mais lorsque ce nombre est composé, le diable 
s’en mêle. J’ai fait application aux équations du cinquième degré, et je suis 
lieiu’eusement parvenu à résoudre le problème dans ce cas. J’ai trouvé un 
grand nombre d’équations résolubles, outre celles rj^ui sont connues jusqu’à 
présent. Lorsque j’aurai terminé le mémoire ainsi que je l’espère, je me 
flatte qu’il sera bon. Il sera général, et on y trouvera de la métliode, ce 
qui me semble le plus essentiel. 

Un autre problème qui m’occupe beaucoup, c’est la sommation de la série 

cos mx -|- m cos(m — 2)x-\- cos(m — 4) x -|- • • • 

Lorsque m est un nombre entier posititj la somme de cette série est, comme 
tu sais, (2cosx)’”, mais lorsque m n’est pas un nombre entier, cela n’a plus 

lieu, à moins que x ne soit moindre que . Il n’y a pas de problème (pii 

ait plus occupé les niatliématiciens, dans les derniers temps, (pie celui-là. 
Poisson^ Poinsol^ Plana^ (Pelle et une foule d’autres ont cherché à le résou- 
dre, et Poinsot est le premier qui ait trouvé une somme juste, mais son rai- 
sonnement est tout faux, et personne n’en est encore venu à bout. J’ai été 
assez heureux pour la démontrer rigoureusement. 

J’ai trouvé 

VI 

cosmx -|- m cos(m — 2)x -|- • • • -i:: (2 -[- 2 cos 2x) cos uiJcj 

Vl 

sin mx -[- m sin(»i — 2)x -[- • • • = (2 -]- 2 cos 2x) ^ sin m-kn. 

m est ime quantité comprise entre les limites — 1 et -1- "^, k est un entier, 
et X une quantité comprise entre les limites (le — \)ji et (/c-|- j).T. Lorsque 
■m. est compris entre —1 et — •>. , les deux séries sont divergentes, et par 
conséquent elles n’ont pas de somme. Les séries divergentes sont eu général 
quelque chose de bien fatal, et c’est une honte qu’on ose y fonder aiuuine 
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démonstration. On peut démontrer tout ce qu’on veut en les employant, et 
ce sont elles qui ont fait tant de niallieurs et qui ont enfanté tant de para- 
doxes. Peut-on imaginer rien de plus horrible que de débiter 

0 — 1 — — 4"-[- etc., 

n étant un nombre entier positif? Enhn mes yeux se sont dessillés d’une 
manière frappante, car à l'exception des cas les plus simples, par exemple les 
séries géométriques, il ne se trouve dans les mathématiques presque aucune 
série inhnie dont la somme soit déterminée d’une manière rigoureuse, c’est-à- 
dire que la partie la plus essentielle des mathématiques est sans fondement. 
Pour la plus grande partie les résultats sont jmstes, il est vrai, mais c’est là une 
chose bien étrange. Je m’occupe à en chercher la raison, problème très in- 
téressant. Je crois que tu ne pourras me proposer qu’un très petit nombre 
de théorèmes contenant des séries infinies, à la démonstration desquels je ne 
puisse faire des objections bien fondées. Fais cela, et je te répondrai. La 
formule l)iiiôme elle-meme n’est pas encore rigoureusement démontrée. J’ai 
trouvé qu’on a 

(1 1 mx + a-' H 

pour toutes les valeurs de vvi, lorsque x est moindre que Tunité. Lorsque x 
est égal à la même formule a lieu, mais seulement si m est plus grand 

que — 1, et lorsque x est égal à — 1, la formule n’a lieu que pour des 
valeurs positives de m. Pour toutes les autres valeurs de x et de la série 
1 -|- -j- etc. est divergente. Le théorème de Œ'aylor^ base de tout le calcul 
infinitésimal, n’est pas mieux fondé. Je n’en ai trouvé qu’une seule démon- 
stration rigoureuse, et celle-ci est de M. Caiichj dans son Uésainé de^ leçons 
sur le calcul wfiniiésimal^ où il a démontré qu’on aura 

(fiçjc a) = (px -|- a ip'x -j- cp'^x -]-••• 

tant que la série est convergente; mais on l’emploie sans fàc^'un dans tous 
les cas. Pour montrer par un exemple général [sti venta verho) comme 
ou raisonne mal, et combien il faut être sur ses gardés, je choisirai le sui- 
vant. Soit 

«0 A- «3 -j- etc. 

une série infinie quelconque, tu sais qu’une manière très ordinaire pour en 
trouver la somme c’est de cliercher la somme de celle-ci: 
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“I (Il 'X ‘ ■ * 

et faii'e ensuite x=l dans le résultat. Gela est bien juste, mais il me 
semble qu’ou ne doit pas l’admettre sans démonstration ; car quoiqu’on ait 
démontré que 

il' fJ'/fl -j— Cf J iC — — |— • • • 

pour toutes les valeurs de x qui sont inférieures à l’unité, il ne s’ensuit pas 
que la même chose ait lieu pour x égal à 1. Il serait bien possible que la 
série aii-\-aiX-\-a.,x'^ • • • s’approchât d’une quantité toute différente de 

• • • ’ lorsque x s’approche indéfiniment de runité. C’est ce 
qui est clair dans le cas général où la série est divergente; car alors elle 
n’a pas de somme. J’ai démontré que ce procédé est juste lorsque la série 
est convergente. L’exemple suivant montre comme on peut se troihper. 
On peut démontrer rigoureusement qu’on aura pour toutes les valeurs de x 
inférieures à n 

^ = sin X — ^ sin 2 æ ^ sin 3 æ — etc. 

Il semble qu’on en pourrait conclure que la même formule aurait lieu pour 
x = n\ mais cela donnerait 

’7C • • » 

2 = sin 71 — \ sin 2 :t -|- sin 3 :?t — etc. =: 0 , 

résultat absurde. Ou peut trouver une infinité d’exemples pareils. 

La théorie des séries infinies en général est jusqu’à présent très mal 
fondée. On applique aux séries infinies toutes les opérations, comme si elles 
étaient finies; mais cela est-il bien pennis? je crois que non. Où est-il 
démontré qu’on obtient la différentielle d’une série infinie en prenant la 
différentielle de chaque terme? Kien n’est plus facile que de donner des 
exemples où cela n’est pas juste; par exemple 

L — sin X — ^ sin 2x -|- j- sin 3 æ — etc. 

En différentiant on obtient 

4' — ^ 2x-\- cos 3 X — etc;. , 

résultat tout faux, car cette série est divergente. 

La même chose a lieu par rapport à la multiplication et à la division 
des séries infinies. J’ai (;ommencé à examiner les règles les plus importantes 
(pli (à présent) sont ordinairement approuvées à cet égard, et à montrer en 
quels cas elles sont justes ou non. Cela va assez bien et m’intéresse infiniment. 
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Paris, le 24 octobre 1826. 

Comme il me tarde d’avoir de tes nouvelles! tu ne saurais t’en faire 
idée. Ainsi donc ne va pas me tromper dans mon attente, fais-moi parvenir 
quelques lignes consolatrices d#ns l’isolement où je me trouve; car, à te dire 
vrai, cette capitale la plus bruyante du continent me fait pour le moment 
l’effet d’uïi désert. Je ne connais presque personne; c’est que pendant la 
belle saison tout le monde est à la campagne; ainsi ce monde n’est pas 
visible. Jusqu’à présent je n’ai fait connaissance qu’avec MM. Legendre^ 
Cauchy et Haeheiie^ et quelques mathématiciens moins célèbres quoique fort 
habiles : M. Saîgey, rédacteur du Bulletin des Sciences, et M. Lejeune-Dirichlet, 
Prussien qui vint jue voir l’autre jour me croyant son compatriote. C’est un 
mathématicien d’une grande pénétration. Il a prouvé avec M. Legendre 
l’impossibilité de résoudre en nombres entiers l’équation = et 

d’auti'es fort belles choses. Legendre est d’une complaisance extrême, mais 
malheui’eusement fort vieux. Cauchy est fou, et avec lui il n’y a pas moyen 
de s’entendre, bien que pour' le moment il soit celui qui sait comment les 
mathématiques doivent être traitées. Ce qu’il fait est excellent, niais très 
brouillé. D’abord je n’y compris presque rien; maintenant j’y vois phrs 
clair. Il fait publier une série de mémoires sous titre Exercices de mathé- 
matiques. Je les achète, et les lis assidûment. Il en a paru 9 livraisons 
depuis le commencement de cette année. Cauchy est à présent le seul qui 
s’occupe des mathématiques pures. Poisson, Fourier, Ampère etc. s’occupent 
exclusivement du magnétisme et d’autres sujets physiques. M. Laplace n’écrit 
plus rien, je pense. Son dernier ouvrage fut un supplément à sa Théorie 
des prohabilités. Je l’ai souvent vu à l’Institut. C’est un petit homme très 
gaillard. Poisson est un petit monsieur; il sait se comporter avec beaucoup 
de dignité ; M. Fourier de même. Lacroix . est bien vieux. M. Hachette va 
me présenter à plusieurs de ces messieurs. 

Les Français sont beaucoup plus réservés avec les étrangers que les 
Allemands. Il est fort difficile de gagner leur intimité, et je n’ose pousser 
mes prétensions jusque-là; enfin toirt commençant a bieti de la peine à se 
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faire remarquer ici. Je viens de finir un grand traité sur une certaine classe 
de fonctions transcendantes pour le présenter à rjnstitut, ce cpii aura lieu 
lundi prochain. . Je Tai montré à M. Cauchy^ mais il daigna à peine y jeter 
les yeux. Et j’ose dire, sans me vanter, que c’est un bon travail, de suis 
curieux d’entendre l’opinion de Tlnstitut là-dessus. Je ne manquerai pa.s de 
t’en faire part. J’ai écrit plusieurs autres mémoires surtout pour le journal 
de M. Crelle^ dont 3 livraisons ont paru; de même pour les Annales de 
M. ^Gergonne, Un extrait de mon mémoire sur l’impossibilité de résoudre les 
équations algébriques a. été inséré dans le bulletin de M. Férussac, Je l’ai 
fait moi-même. J’ai fait et je ferai d’autres articles pour ce bulletin. (J’est 
un travail bien ennuyeux quand on n’a pas écrit le traité soi-même, mais 
enfiri, c’est pour M. Orelle^ l’homme le plus lionnête du monde. J’entretiens 
avec lui une correspondance soutenue. Je travaille en ce moment à la tliéorie 
des équations, mon thème favori, et me voilà enfin parvenu à trouver hi 
moyen de résoudre le problème général que voici: Dêfevmmar Jrr forme de 
iouies les équaiio7is algéhrviites qid peuvent eire rê.^olues algêbrùiiumun^^ J’en 
ai trouvé un nombre infini du et degré ([u’on n’a, pas flairé jus- 

qu’à présent. J’ai en même temps la solution la plus directe des é([uati(ms 
des 4 premiers degrés, avec la raison évidente pourquoi celles-ci sont les 
seules résolubles et non pas les autres. Quant aux équations du degré 
j’ai trouvé que quand une telle équation est résoluble a.lgébri(|uement, il fuit 
que la racine ait la forme suivante: 

x= R ^ fn' + y R" + yw' , 

où R^ R\ R'\ R!“ sont las 4 racines d’une équation du 4'"‘‘ dco-ré (|ui 
sont exprimables par des racines carrées seules. Pour les ex])ressions et les 
signes, ce problème m’a fait bien des difficultés. Eu outre je m’occupe des 
quantités imaginaires, où il reste encore beaucoup à faire; puis du calcul 
intégral, et surtout de la théorie des séries infinies, si mal basée j'usqu’icii. 
Cependant je ne puis m’attendre à eu voir un résultat satisfaisant avant d’être 
installé chez moi, si cela se réalise jamais. Je regrette d’avoir fixé deux ans 
pour mes voyages, un an et demi aurait suffi. J’ai le mal dix pays, et dès 
à présent mon séjour à l’étranger, ici ou ailleurs, ne m’offre plus tant d’avan- 
tages qu’on ci’oh’ait. Je suis lïiaintexxant au fait de tout ce ([ue les mathé- 
matiques pux'es offrent de plus ou moins essentiel, et il me tarde seulement 
de pouvoir consaci*er mon temps exclusivement à l’édiger ce que j’ai recueilli. 
Il me reste tant de choses à faire, mais tant que je serai en pays étainger. 
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tout cela VH assez mal. Si j’avais mon professorat comme M. KeiJJtcm a le 
sien ! Ma position n’est pas assurée, il est vrai, mais je n’en suis pas en 
peine; si la fortune m’abandonne d’une part elle me sourira peut-être de 
l’autre. 


[Paris, décembre 1826.]-*^) 

Tu m’apprends que tu as lu les deux premiers fascicules du journal 
de M. (Jrelle. Les mémoues (pie j’’y ai fût insérer, à l’exception de celui 
des équations, ne valent pas graud’cbose, mais cela viendra, tu veiTas. 
J’espère que tu seras satisfait d’un long mémoire sur une intégrale qui se 
trouve au fascicule; mais celui qui me fait le plus de plaisir c’est un 
mémoire, actuellement sous presse pour le 4'"® fascicule, sur la simple série 

1 mx ^ .... J’ose dire que c’est la pi’emière démonstra- 

tion rigoureuse de la formule binôme dans tous les cas possibles, ainsi que 
d’un grand nomlme d’autres formulas, en partie connues, il est vrai, mais bien 
faiblement démontrées. Dans le fascicule prochain janvier) des Annales de 
M. Gergonne’ il paraîtra un petit mémoire de moi sur l’élimination. C’était 
pour voir s’il le publierait. Un de ces jours je lui en enverrai un meilleur 
sur le développement de fonctions continues ou discontinues, selon des cosinus 
ou sinus d’arcs multiplas. J’y démontre une formule connue, mais jusq’ici 
prouvée assez nonchalamment. De même j’enverrai à M. Gargonne un grand 
mémoire sur les fonctions elliptiques où il y a bien des choses curieuses, qui 
ne manqueront pas, je m’en flatte, de frapper quelques lecteurs pai'-ci par-là. 
Blntre autres choses il traite de la division de l’ai'c de la lemniscate. Tu 
veiTas comme c’est gentil. J’ai trouvé qu’avec le compas et la règle on peut 
diviser la lemniscate en paities égales, lorsque ce nombre est pi'emier. 

La division dépend d’une équation du degué (2”-|-l)^ — 1; mais j’en ai 
trouvé la solution complète à l’aide des racines carrées. Cela m’a fait péné- 
trer en même temps le mystère qui a régné sur la théorie de M. Gauss sur 
la division de la circonférence du cercle. Je vois clair comme le jour com- 
ment il y est parvenu. Ce que je viens de dire de la lemniscate est un des 
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fruits de nies reclierches sur la théorie des équations. Tu ne saurais t’ima- 
giner combien j’y ai trouvé de théorèmes délicieux, par exemple celui-ci; Si 
une équation P=0, dont le degTé est a et v étant des nombres pre- 
miers entre eux, est résoluble d’une manière quelconque par des radicaux, ou 
P sera décomposable en u facteurs du degré e, dont les coefficiens dépen- 
dent d’une seule équation du degi’é //, ou bien en v facteurs du degré // , 
dont les coefficiens dépendent d’une seule équation du degré v. 


Berlin, le 4 mars IR'iT. 

Il y a un mois environ que je t’ai fait parvenir par M. P. le d'"® fas- 
cicule du journal de M. Crelle et un peu pins de la moitié du 4‘"®, mainte- 
nant fini. Que penses-tu de mon mémoire qui s’y trouve inséré? ,J’y ai 
tâché d’être tellement ingoureux qu’il sera impossible d’y faire aucune objec- 
tion fondée. J’ai déjà préparé un mémoire développé, où il y a bien des 
chases curieuses (fonctions elliptiques). Ainsi j’ai trouvé qu’avec la règle et 
le compas on peut diviser la circonférence de la lenmiscate dans le même 
nombre de parties égales que l’a montré M. Gauss pour le cercle, p. ex. en 
17 parties. Ceci n’est qu’une conséquence très spéciale, et [il y a] une foule 
d’autres propositions plus générales. Ce sont mes recherches générales sur les 
équations qui m’y ont porté. Dans la théorie des équations je -me suis pro- 
posé et j’ai l’ésolu le problème suivant, qui en renfenne tons les autres: 
Trouver toutes les équations d’un degré déterminé qui sont résolubles algébri- 
quement. Par là je suis parvenu à une foule de théorèmes magnifiques. 
Mais le plus beau de tout ce que j’ai fait c’est ma Théorie des fonctions 
trancendantes m général et celle des fonctions elliptiques en particulier; 
mais il faut attendre mon retour pour t’en faire part. Enfin j’ai fait un 
gTand nombre de découvertes. Encore si je les eusse arrangées et mises 
par écrit; car la plupart n’en sont encore qu’à l’état de projet. Il ne faut 
pas y penser avant que je sors bien installé chez moi. Alora je travaillerai 
comme un piocheur, mais avec plaisir s’entend. Il me tarde maintenant 
d’être chez moi, comme je ne vois pas de grand profit "à prolonger mon 
séjour ici. Chez soi on se fait souvent des illusions sur l’étranger, on se 
fignire tout plus grand que la réalité. En général le monde est un peu bête, 
mais pas trop malhonnête. Nulle part il n’est plus facile de faire son chemin 
qu’en France et en Allemagne. J’apprends que tu es allé à Upsal et à Stock- 
holm; pourquoi pas plutôt à Paris? Il faut que j’y revienne une fois avant 
de mourir. 
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Dresde, le 29 mars 1826. 

Je serai bien aise de revenir chez moi travailler à mon aise. J’espère 
que mes travaux iront bien; ce ne sont pas les matériaux qui me manque- 
ront, j’en ai pour plusieurs années, et d’autres me viendinut proba.blement en 
route, car précisément eu ce moment-ci j’ai des irlées plein la tête. Il ftmt 
que les mathématiques pures, au sens plus propre du mot, deviennent l’étude 
de ma vie. Je consacrerai toutes mes forces à répandre de la lumière sur 
rimmense obscurité qui règne aujourd’hui dans l’analyse. Elle est tellement 
dépourvue de tout plan et de tout système, cpi’on s’étomie seulement qu’il y 
ait tant de gens (pii s’y livrent — et ce qui pis est, elle manque absolument 
de rigueur. Dans l’Analyse Supérieure bien peu de propositions sont démon- 
trées avec une rigueur définitive. Partout on ti'ouve la mallieureuse manière 
de conclure du spécial au général, et ce qu’il y a de merveilleux, c’est 
qu’ après un tel pi'océdé on ne ta’ouve cpie rarement c,e qu’on appelle des para- 
doxes. Il est vraiment très-intéressant de rechercher la raison de ceci. (Jette 
raison, à mon avis il faut la voir dans ce que les fonctions dont s’est jus- s 
qu’ici occupée l’analyse, peuvent s’exprimer pour la plupart par des puissances 
Quand il s’y en mêle d’autres, ce qui, il est vrai, n’arrive pas souvent, on ne 
réussit plus guère, et pour peu qu’on tire de fausses conclusions, il en naît une 
infinité de propositions vicieuses qui se tiennent les unes les autres. J’ai examiné 
plusieurs de celles-ci et j’ai été assez heureux pour en venir à bout. Quand on 
procède par une méthode générale, ce n’est pas trop difficile ; mais j’ai dû êti'e 
très circonspect, car les propositions mie fois acceptées sans preuve rigoureuse 
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(i. e. sans preuve aucune) ont pris tellement racine chez moi, que je risque 
à chaque moment de m’en servir sans examen ultérieur. Ces petits travaux 
paraîtront dans le journal publié par M. Grelle. Dans cet homme j’ai fait une 
connaissance précieuse, et je ne puis pas assez louer l’heureux destin qui m’a 
porté à Berlin. Décidément, j’ai de la chance. 11 est vrai qu’il j a peu de 
personnes qui s’intéressent à moi, mais ces quelques personnes me sont infi- 
niment chères, parce qu’elles m’ont témoigné tant de bonté. Puissé-je répon- 
dre en quelque manière à leur attente de moi, car il doit être dur à un bien- 
faiteur de voir sa peine perdue. 11 faut que je vous conte une offre que m’a 
fait M. Grelle avant que je partisse de Berlin. 11 voulait absolument me 
persuader à me fixer à Bei'lin pour toiijours, et s’étendait sur les avantag-es 

d’un tel arrangement. 11 ne tenait qu’à moi de devenir rédacteur en. chef 

du journal, entreprise qui sera îivantageuse aussi au point de vue économique. 
11 semblait vraiment y tenir beaucoup; )iatiu'ellement j’ai i-efusé. Pourtant 
j’y ai donné une forme adoucie, en disant que j’accepterais (ce cpie je ferai), 
si je ne trouvais chez moi de quoi vivre. 11 finit par dire qu’il répéterait 
SOI! offre q\iand je voudrais l’accîepter. de ne nie pas que j’en fus ti-ès-flatté; 
mais vrai, c’était- gentil, n’est-ce pas? 11 fallut absolument lui promettre de 
revenu.' à Berlin avant que de retourner chez moi, et cela ne pourra que 
m’être très-avantageux. C’est qu’il s’est engagé à trouver lui éditeur pour 
mes mémoires développés et figurez-vous! on me payera rondement. D’abord 
nous .sommes convenus de publier à nous deux de temps en temps un 

recueil de travaux développés, à commencer tout de suite. Mais reflexion 
faite et ayant coirsiilté un libraire auquel nous l’offrîmes, nous trouvâmes 

mieux d’attendre que le journal fût en bon train. Quand je sei’ai de retour 
à Berlin, j’espère que notre plan se réalisera. Tout cela n’est-il pas beau? 

et n’ai-je pas raison de me louer de mon séjour à Berlin? Il est vi'ai que 

je n’ai rien appris d’autres personnes pendant ce voyage, mais je n’ai point 
vu là le but principal de mon voytige. Faire des connai.ssan{îe.s, c.’est là c,e 
qu’il me faut pour l’avenir. N’êtes vous pas de mon avis? A Freil)erg je 
suis resté un mois. J’ai fait, chez' M. Keühau^ la connaissance d’un jeune 
mathématicien très-zélé, frère de M. Naumcmn cpii fut autrefois ei\ Norvège. 
C’est un homme très-aimable; nous nous convenons parfaitement. 

Dans votre lettre à M. Boeck vous demandez ce que je vais faire à 
Leipsic et sur les rives du Rhin; mais je voudrais bien savoir ce que vous 

allez dire quand vous saurez que je vais à Vienne et en Hulsse. D’abord 

j’avais compté aller tout droit de Bei'lin à Paris, lieureux de la promesse de 
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M. Crelle de iii’y accompaguer. Mais inainteiiaiit M. Crelle en est empêché, 
et il m’aurait fallu voyager seul. ür je suis ainsi fait que je ne puis pas 
supporter la solitude. Seul, je m’attriste, je me fais du mauvais sang, et j’ai 
peu de disposition pour le travail. Alors je me dis qu’il vaut mieux aller 
avec M. Boeck à Vienne, et ce voyage me semble justifié par le fait qu’à 
Vienne il y a des hommes comme Liiirow^ Burg et d’autres encore, tous en 
vérité des mathématiciens excellens ; ajoutez à cela que je ne ferai que ce 
seul voyage dans imi vie. Peut-on trouver rien que de raisonnable à ce que 
je désire voir 'aussi un peu de la vie du midi? Pendant mon voyage je pour- 
rai travailler assez assidûment. Une fois à Vienne et partant de là pour 
Paris, c’est presque tout droit par la Suisse. Pourquoi n’en vemiis-je pas un 
peu aussi? Mon Dieu! /ai, moi aussi, un peu de goût pour les beautés de- 
là nature, tout comme un autre. Tout ce voyage me fera venir à Paris 
deux mois plus tard, voilà tout. Je rattraperai vite le temps perdu. Ne 
croyez-vous pas qu’un tel voyage me ferait du bien? 


Tome ir. 
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Freiber", le 14 mars 

Si une équation du cinquième degré dont les coefticiens sont voiri’- 
hres rationnels^ est résoluble algébriquement, on peut donner aux racines la 
forme suivante: 

12*43 2 4 3 

x = A,a^ , . < 73 '' -- 1 - ^ 1 ^ . ap'* . . a*' 

12 4 3 12 4 3 

— j— udg . * '^^3 * • ’ ■^ 3 ' ^^'3 ^ ■ * * ^^' 1 * • 'd 7 

oii 

a = m -[- n f/l ^ c" -[- f/4(l -|- [/ï (A ) , 

ctjL = m — n [/i -|- ~^h{\ >-)- — l^ï H“ ) 7 

= m-\-n^l-[- e^ — ~h "1” 1 

= in — - 1 -- ) 7 

J ZZ3 /I -f ICa + K'di, + , A, = A"+ irV/^ + /rV/,, + K'"a, a , , 

Aj — |— K-" (I -^ K"'ci(i.^^ Al) = /C-j— — |— [ -|— ("t., . 

Les quantités c, /q to, 'm, AT, K\ K", K'” sont des noinl)res raiioniicls. 
Mais de cette manière l’équation x'’ -j- «a; -|- ^■' = <1 n’est pas résoluble, 
> tant que a et b sont des quantités quelconc[ues. J’ai trotxvé de pareils théo- 
rèmes pour les équations du I3èuie etc. degré. 
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Paris, le 0 août 182H. 


Uîie propriété générale des fonctions dont la différeTitielle est algébrique, 
consiste en ce que la sonitne d’un nombre quelconque de fonctions peut être 
exprimée par un nombre déterminé des mêmes fonctions. Savoir : 

^ -] (- (p{z,)]. 

aq, sont des quantités quelconques, ; 2 ^>, ... des fonctions 

algébriques de ces cpiantités, et ?; une fonction algébrif|ue et logarithmif|ue des 
mêmes (juantités. 7i est un nombre déterminé indépendant de p. Si par 
exemple cp est une fonction elliptique, on a., comme on sait, n=i\. Si la 
fonction n’est pas elliptique, on n’eïi connaît jusqu’à présent aucune propriété. 
Comme un des cas les plus remarcpiables je vais rapporter le suivant* 


En désignant la fonction 



+ 

/r -f- -j- «3 + (7-4 -j- 


('7-5 X '' -f- X^^ 


par (pXj on a 

(1) . (p(^-i) -h <f(æ2) + <p(^3) = C—[(p(?/i)-l-(f (?/,)], 


X,, X.J 

?/i, .V3 


Xq étant trois quantités variables indépendantes, O une constante et 
les deux racines de l’équation 





/y* /y* /y* ' 

•A/ 1 •'^2 *"^^3 


?/ + 



Les quantités c, sont déterminées par les trois éqxiations linéaires; 

' G — |— Cj cr J — |— Cj Æj “|— x\ \j Oi — 1“ Xj — j— flj Xj — ]— • • • — ]— Xj J 

c -j-Cj^Xa -j- 63X3 -f-x|=: “h ' ' ' ~1~ i 

c — [— X3 — |- C3 X3 — |— Xg = y<ï -|— (*5^X3 — }— 0-2 XJ — [— • • ■ -j-Xg. 

Toute la théorie de la fonction (p est comprise dans l’équation (1), car la 
propriété exprimée par cette équation détermine, comme on peut le démontrer, 
cette fonction complètement. 


34 * 
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3. 

Paris, le 4 déoeml)re 

Quand on décrit une courbe AMBN^ dont l’éqiiation est 

x = '|/cos2(/), 
oii 

X = A il/, (/) — M A B, 

idoj's l’arc A M est donné piO’ l’expression suivante 



et dépend par conséquent de^ fonctions elliptiques. 

Or j’ai trouvé qii’on peut toiijours diviser la périphérie A M B N géoiné- 
tricpienient (c’est-à-dire par la règ'le et le compas) en n parties égales, (juand 
■n est un nombre premier de la fonne 2”'-|- I, ou quand 

w — 2^(2“ -f 1) (2™' -fl)... (2”'''f- L), 

2'”-fl, 2”' -fl etc. étant des nombres premiers.. 

Comme vous voyez, ce tliéorème est exactement le même (pxe (selui de. 
Gauss pour le cex’cle. On peut de cette manière diviser la courbci susdites 
par exemple en 2, 3, 5, 17 etc. parties égales. Ma théorie des étpiatious, 
combinée avec la théorie des nombres, m’a conduit à ce théorème. .J’ai 
liéu de croii'e que Gauss y a été- porté aussi. 


4. 


Christiania, lo 1.") novenibn* 1S‘27. 


J’ai trouvé la somme de la série suivante 

/3 


sin (f 


sm 


■’(PT+V+™6»‘T4:„iH ; 


■ 1 + « 

a, et ip sont des quantités réelles quelconques. Elle peut s’exprimer jjar des 
fonctions elliptiques. 
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CliriRtiaiiia, le is octobre, IsoR. 
ThAorhue^i sur les (upuiflons. 

A.' Soient æ, , des quantités inconnues quelconques et 

. . . x„) une fonction entière de ces quantités du degré 7»., « étant 
un nombre premier quelconque; si l’on siippose entre ;/q , ;r„ , . . . ;r„ les n 
équations suivantes ; 


(p{x,, 

3^3, ... a-,,) 

-0, 


Xjj , . . . 

.3q)r.= 0, 

(p(;X.,,, ; 

, . . . , 

aq , aq) 

(p{x,, , 

^1? ^2? 

^n—l) P 5 


on en pourra g'énéralement éliminer n — 1 quantités, et une quelconque x 
sera déterminée à l’aide d’une équation du degré 7u”. Il est clair qiie le pre- 
mier membre de cette équation sera divisible par la, fonction æ, æ, . . . æ) 
qui est dii degré m. On aura donc une équation en x du degré m" — m. 

‘)îl ^ ')]f l 

Cela posé, je dis que cette équation sera déconiposable en 

tions, cliaciine du degré v?,, et dont les coefficiens sont déterniinés à l’aide 

d’une équation du degré . En supposant connues les racines de cette 

équation, les équations du degré n seront résolubles algébriqueinent. 

Par exemple si l’on suppose 7i = 2^ vi = o^ on aura une équation en x 
du degré 3^ — 3=: 6. (Jette équation du sixièine degré sera résoluble algé- 
briquement, car en vertu du théorème, on pourra la décomposer en trois 
équations du second degré. Pareillement si l’on cherche les valeurs inégales 
de iTj, .^2 7 ^*3 propres à satisfaire aux équations 

^ ^ _a4-K + ^2 .. ^ 

on aura pour déteinniner rrj, ccg, une équatioîi du sixième degré, mais 
elle sera déconiposable en deux équations du troisième degré, les coefficiens 
de ces équations étant déterminés par une équation du second degré. 
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B. Si trois racmes d’une équation quelconque irréductible dont le degré 
est un nombre premier, sont liées entre elles de sorte que l’une de ces i-aci- 
nes puisse être exprimée rationnellement par les deux auti’es, l’écjuation eu 
(piestion sera toujours résoluble à l’aide de radicaux. 

C. Si deux racines d’une équation irréductible dont le degré est un 
nombre ])remier, ont enti-e elles un rapport tel qu’on puisse exprimer une des 
deiix racines ratnnmellenient par l’autre, cette équation sera toujours résoluble 
à l’aide de radicaux. 



XXIII, 


LETTRE A LEGENDRE. 


jVIoiisieAir. La lettre que Voils avez bien voulu m’adresser en date du 
25 oct()l)re ru’ a, causé la plus vive joie. Je compte parmi les moniens les 
plus heureux de ma vie celui où j’ai vu mes essais mériter ratreution de 
riiu des plus grands géomètres de notre siècle. Cela a porté au plus haut 
rU".gré mou zèle ])our mes études. Je les continuerai avec ardeim, mais si je 
suis assez heureux pour faire quelques découvertes, je les attribuerai à Vous 
plutôt (pi’à moi, car certainement je ii’aurais rien fait sans avoir été guidé 
par Vos lumières. 

J^iccepte avec reconnaissance rexeniplaire de Votre traité des fonctions 
(dliptiques que Vous voulez bien m’offrir. 

Je m’etnpresserai de Vous donner les éclaircissemeiis que Vous m’avez 
fa.it l’honneur de me demander. Lorsque je dis cpie le nombre de transfor- 
mations différentes, correspondantes à un nombre premier //, est 1), 

j’(,mten(ls par cela C|u’on peut trouver 6(7^-]— 1) valeurs differentes poiii le 
module c', en supposant l’équation différentielle 

dy ^ 

y(i 

et en mettant pour y une fonction rationnelle de la foi me. 

A 0 d 1 + -A 3 * * d". . 

^ -f- 1 d" ^'^ + * * * 
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C/e?5t en effet ce qui a. lieu; mais parmi les valeurs de r/ il y en aura ?i+l 
qui répondent à la forme suivante de ij: 

-d 1 .r ^ 3 -|- / 1 5 -ff • • • -|- ^ 

~ 1 + + B.,x^-\ + i>Vi ‘ 

Ce sont ces /y. -|-1 modules dont parle M. Jacolri Ils sont en effet racines 

d'une même équation du degré n-^1. Ces n-|~l valeurs étant supposées 

connueSj il est facile d'avoir les 5('>2-|-l) 

En effet, eu désignant par c un quelconque des modules, on aura en- 
core ceux-ci: 

1 fl- yv Y f 1 + y? Y / 1 Y / 1 + v~ 6*' Y' 

’ Vi + vvJ ’ Vi-ycY ’ Vi+y-.J ’ Vi-y-.J ’ 

auxquelles répondent les valeurs suivantes de y: 

, , 1 -|- y^' 1 ±y Vc' 1 — y g' \.±y' '^g 1 + y — g i ±y y — 

’ 1 — '}/ d 1 +•//' yy 1 4“ yy i ÿy i — y — d i +// y — d 


1 — y— y 

1 -j- y — d 1 y y — G 

ce qu'il est facile de vérifier, en faisant la substitution dans réqua,tion diffé- 
rentielle. 

Toutes les fifn -f’l) valeurs du module c' sont différentes “"entre elles, 
excepté pour quelques valeurs particulières de c. Dans ce qui précède, n est 
supposé impair et plus grand que l'imité. Si n est égal à deux, c aura 
encore 1) = 18 valeurs différentes. De ces 18 valeurs il y aura six 

qui répondent à une valeur de y de la forme: 

_ a + hx'^ 
y~ a’ + h ' ’ 

ce sont : 

y 1 ± c 1 ± yî — c'* « X y « ^ — 1 

" ” 1 +'« ’ 1 + y 1 — c" ’ c + y -"i ' 


Il y eu uum quatre qui répoudeut à une valeur de y de la tonne // = 
savoir : 


• <(.X 


2 V±C 


1 ■+• i 


- — , > -y-, y = (l + «)i ‘ -etc. 

i±c 2y±c ^ ~ 

Enfin pour les huit autres modules, y aura la forme: 


5 
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Ce.s huit modules seront 


B X -y Gx^ 

a . 

/" Vï ±C ± |/± 2 V±C \ 
^ V"l ib ^ V— ^ i 


J’ai donné des développeinens plus étendus sur cet objet dans un nié- 
moire imprimé dans le cahier 4 du tome III du journal de M. Ürelle^'). 
Peut-être en aurez- vous déjà connaissance. 

Les fonctions elliptiques jouissent dune certaine propriété bien remar- 
(juable et que je crois nouvelle. Si Ton fait pour abréger: 


,1x = ± ]/(l — X^) (1 X^) 5 



on aura toujours: 

tOX^ “j— CVX^ “]~ * * * “j”" Cj ^ 


où J) est une quantité algébrique, et 

rjx^= (J - 


a 

2Ja 



fil — j~ (pu • _j/c4 
f(i — cpa. J a 


5 


.si l’on .suppose les variables ccj, x. . . . x,, liées entre elles de maidère à 
satisfaire à une équation de la ibrme: 

(/•4'* — (y*)'* (1 — (1 — c" æ’*) = il (x"* — xfj (æ"* — æ^) . . . ; 

fx et (px étant deux fonctions entières quelconques de Tmdêierminêe æ, mais 
dont l’nne est 'patra^ l’autre impaire. Cette propriété me. paraît d autant plus 
renia, rquable (px’elle appartiendra à toute fonction transcendante 



en .supposant [.'/xY fonction entière quelconque de x‘\ J’en ai donné la dé- 
monstration dans un petit mémoire inséré dans le cahier 4 du tome 111 du 
journal de M. Crelle**). Vous verrez que rien n’est plus simple que d’établir 


T. 1, i>. 4r)7 de cette édition. 
T. I, p. 444 de cette édition. 
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cette propriété générale. Elle m’a été fort utile dans mes recherches sur les 
fonctions elliptiques. En effet j’ai fondé sur elle toute la théorie de ces 
fonctions. Les circonstances die me permettent point de publier un ouvrage 
de qiielcpie étendue (jiie j’ai composé depuis peu, car ici je ne trouverai per- 
sonne qui le fasse iTuprimer à ses frais. C’est pourquoi j’en ai tait un ex- 
trait, qui paraîtra dans le journal de jVL Crelle'^), La première partie, dans 
laquelle j’ai considéré les fonctions elliptiques en général, doit paraître dans 
le cahier prochain. *"* Il me serait infiniment intéressant de savoir votre juge- 
ment sur ma méthode. Je me suis surtout attaclié à donner do la généralité 
à mes recherches. Je ne sais si j’ai pu y réussir. La. seconde partie (|ui 
suiviTX incessament la pi*emière, traitera principalement des fonctions aveccdes 
modules réels et moindres que l’iinité. C’est surtout la fonction inverse de la 
première espèce qui est l’objet de mes recherches dans cette seconde pa,rtie. 
Cette fonction, dont j’ai démontré quelques-unes des propriétés les plus sim- 
ples dans mes recherches sur les fonctions elliptiques, est d’un usage iuhni dans 
la théorie des fonctions elliptiques en général. Elle facilite à un degré in- 
espéré la théorie de la transformation. Un premier essai sur cet objet est 
contenu dans le mémoire inséré dans le No. 138 du journal de M. Sehu- 
^ mais actuellement je puis rendre cette tliéorie beaucoup plus simple. 

La théorie des fonctions elliptiques m’a coTiduit à considérer deux nou- 
velles fonctions qui jouissent de plusieurs propriétés remarquablès. Si l’on fait 

y = l{:x), 
où 

_ r __ 

l[x) sera la fonction inverse de la première espèce. J’ai trouvé (jii’on peut 
développer cette fonction de la manière sxxivaute : 

1 + d 1 -f- 3 X-' -j- .d 3 -''d • 

— 1 B., ad + VJh + 7Ï,r^«'+ 'J-' ’ ' 

où le numérateur et le dénominateur sont des séries ioujoury; con.nerycxilxK 
quelles que soient les valeurs de la vaiûable x et du modTile r,, l’éellesou 
imaginaires. Les coeffioiens dj, ... sont des fox.ictions en- 

tières de à. Si l’on pose 

'O T. I, }). r>lS (le ccfcfce (?diti()ii. 

'■"'’d T. 1, p. 4U!) de eetto (‘dition. 
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ipX = X-\- AyX^ ■ •• ) 

fx =l-\- B,x*-[- B , -f • . . , 

où q)x et fx sont les deux fonctions en question, elles auront la propi'iété 
exprimée ])ar les deux équations: 

(•» +.y) • (« — ÿ ) = — (vî/-f^y ; 

./'O ^ + !/) • /(•'C ~ y ) = (,A -/yf — {<p x.cpiff 

X et ij étant des quantités quelconques. On pourra représenter ces fonctions 
de beaucoup de manières. Par exemple -on a: 

(p|^i^ '^|=4c“bsin.'r(l— 2 cos 2 .r.(/®H- 2 ‘^)(l— 2coa2a:.r/^H-r/“)(l— 2 cos 2 a;.( 2 “-l-q'*’^) . . . , 
t] — (1 — ■jf(f') (] ~f4>r^^) (1 —2>' ^''1 (1 — . . . , 

_/‘|æ r.:r ]i (1 2 COS 2x . (/ -j- <f ) (1 2 CCS 2x - <f‘ -]- <7®) . . . , 

,/'|a: B' {1 — pjf . . . , 

OÙ Aj j/?, i>', a, r// sont des quantités iiidépendarites de .r, q — (^ , 

OJ ^ 

'p = (‘ “ ; 2 9 enfin sont \?m fowiionx rompdèies correspondantes aux 

modules = j/f — cf et c. 

Outre les fonctions elliptiques, il y a deux autres laranches de l’analyse 
dont je me suis beaucoup occupé, savoir la tliéorie de l’intégration des for- 
mules différentielles algébriques et la tliéorie des équations. A l’aide d’une 
méthode particulière 'j’ai trouvé beaucoup de résultats nouveaux, qui surtout 
jouissent d’une très grande généralité. Je suis- parti du problème suivant de 
la théorie de l’intégration: 

“Etant pi'oposé un nombre quelconque d’intégrales j^y dx ,s j^y^dx^ j'y^ dx 
etc., où y, . . . sont des fonctions algébriques cpielconques de æ, trouver 

toutes les relations possibles entre elles qui soient exprimables par des fonc- 

tions algébriques et logarithmiques”. 

J’ai trouvé d’abord qu’une relation quelconque doit avoir la forme sui- 
vante ; 

A Jydx -f-A^Jy^dx-f- A^Jy^dx -f - ■ . = u-\- logu^ -f log - ■■ , 

35 * 
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OÙ A, J-i, J.2, . . . .Bj, ^2, ... etc. sont des constantes, et . . . 

des fonctions algébriques de x. Ce théorème facilite extrêmement la solution 
du problème; mais le plus important est le suivant: 

“Si une intégrale Jydx^ oh 2/ est lié à x par une équation algébrique 
quelconque, peut être exprimée d’une manière quelconque explic.it ennemi ou 
implicitement à l’aide de fonctions alg'ébriques et logarithmiques, on pourra 
toujours supposer: 


l'ydx-=u-\-Ay log v^-\~A^ log -f- • • • A log v „ , 

0X1 Aj, . 4 . 3 , ... sont des constantes, et ?/, ?>,, «2, . . . des fonctions ra,- 
lionmdles de x et y”. 

P. ex. si y=z A -- oi'i r et R sont des fonctions rationnelles, on aui-a 

VR . 


dans tous les cas 


,s oh j est intégrable 


ys 

Yb 


-h 


où P, Pÿ, . . . xj'j, g'g, ... sont des fonctions rationnelles de x. 

J’ai l'éduit de cette manière au plus petit nombre possible les fonctions 
transcendantes contenues dans l’expression: 

/ r d.v 

Vr 

où R est une fonction entière, et r une fonction rtxtionnelle. J’ai découvei-t 

de même des propriétés générales de ces fonctions. Savoir: 

Soient Poi Pli Pii , ■ • Pn-i hes fonctions entières quelconques d’une 
quantité indéterminée x, et regardons les coefbcnens des puissances de x dans 
ces fonctions comme des variables. Soient de même a", a', a\ . . . a’"' ‘ ](‘.s 
racines de l’équatiCn a”'=l, m étant premier ou non, et fai.sons: 


Cela posé, en formant le produit: 

^ 0 '^ 1^2 • • • ^1 

V sera comme vou.s voyez une fonction entièi'e de x. Maintenant si l’on 
désigne par x,, .tq, . . . x^ les racines de l’équation F— 0 , la fmction 
transcendante 
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J (. 7 ? — a) R ^ 

^ ^ 0 t a une f|uaHtité quelconque, aura la propriété suivante : 

— (JJ^ (^log (.s,/) -f- a’‘ log (.s-/) 4- log(.s/) -f . . . -|- log , 

R'^ 

C étant une constante, et 

7ïî , ^>0 , ,S'i , ... .s* 

les valeurs que prendront respectivement les fonctions 

7^, .9, , ... *•>,„ _.i , 

en écrivant simplement a au lieu de x. 

Rien n’est plus fiicile cpie la. démonstration de ce théorème. Je la don- 
nerai dans un de mes mémoires prochains dans le journal de M. dreVe, TIn 
corollaire bien rema-rciuable du théorème précédent est le suivant. 

Si l’on fait w((r)= f - ^ , où r est une fonction quelconcpie entière de 

J R~^' 

dont le degré est moindre que -- r — 1, où r est le degTé de //, la 

J! 

fonction est telle que 

—j— üj{X'>.^ — |— • * • — j— uj{x const. 

Si par exemple m = 2^ n=\^ rrrz4, on aura, r=l, dom*. 

J û)(æ,)-h«>(a;2) -1- • • • = 


C’est le (ias des foiictious elliptiques de la première espèce. 

Les belles applications que vous avez données des fonctions elliptiques à 
l’intégration des formules différentielles, m’ont engagé à considérer un pi'o- 
blème très général à cet égard, savoir; 

Trouver s’il est possible d’exprimer une intégrale de la forme ^ y dx^ 
oil y est une fonction algébrique quelconque, par des fonctions algél^riques, 
logarithmiques et (dliptiqueft de la manière suivante : 

j'y dx = ion(it. algéb. de (a;, logWj, log?;^, log^s) . . . • • •)? 
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^ 3 ? . . . Sg, ... étant des fonctions algébriques de x les plus 

générales possibles, et , fL ^ , IJ ^ , etc. désignant des fonctions elliptiques 
quelconcjues en nombre fini. J’ai fait le premier pas vers la solution de ce 
problème, en démontrant le théorème suivant: 

‘^S’il est possible d’exprimer pjdx comme on vient de le dire, on pourra 
toujours donner à son expression la, forme suivante: 

log /7i(yi)~]~ ^5^ /T2(?y2)4"-^3 • • • ? 


où t, /j , q? • • •!/!? ?/2? y:-i? • • • toutes des fonctions raiionnelleH de x 

et y; mais en consei^ant à la fonction y toute sa généralité, j’ai été arrêté 
là par des difficultés qui surpassent mes forces et que je ne vaincrai jamais. 
Je me suis donc contenté de quelques cas particuliers, surtout de celui où y 


est de la forme , r et II étant deux fonctions rationnelles quelconques 
de X, Cela, est déjà très général. J’a.i reconnu ([u’on pourra mettre l’inté- 
grale / sous (îette forme : 

^ j in 

où toutes les quantités y^, y^, ?/,j, . . • . • . «ont des fonctions rai ton- 

nelle,H de la variable ir”. 


J’ai démontré ce théorème dans le mémoire sur les fonctions elliptiques 
(pli va être imprimé dans le journal de M. Orelle^), Il m’a été extrêmement 
utile pour donner la généralité la plus grande possible à la théorie de la 
transformation. Ainsi j’ai non seulement comparé entre elles deux fonctions, 
mais un nombre ([uelconque de fonctions. Je suis conduit à ce résultat 
remarquable : 

Si l’on a entre un nombre qiielconcpie de fonctions elliptiques des trois 
espèces avec les modules c, c/, c", . . . une relation quelconque de la 

forme: . 

A llx + A'rf, X, + A" rL, 2 + A'" n\, ^ / 7 , 
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x 


variables liée.- enti-e elles par un nombre 
(iuelc()ut|ue <1 e(piatiou.s^ algébriques, et ■?; une expression algébrique et logarith- 

muiue: les module.s ... doivent être tels qu’on puisse satisfaire 

avix (‘([ua-tioiKs : 


V'(l .r--^)(l-.^r=i) 


.A.5(r 


7(1 - - (1 — c"^ æ'7 


CM nud.tant pour .r", . . . dos fonctions raiionneJles de x; a', a", . . . 

étant (les <^,onstantes. (Vi théorème réduit la théorie générale des fonctions 
cllij)ti(pu‘,s a. celle de la transformation d’une fonction en une autre. 

Nc‘. so.ye/j [)a,s fâché, Mousio.ur, que j’aie osé vous présenter encore une 
fois (juebpies-unes de mes découvertes. 8i vous me permettez de vous écrire, 
je ddsirerais bien vous en communiquer un bon nombre d’autres, tant sur les 
fonctions elliptupies et les fonctions plus générales, que .sur la théorie des 
équations algébriques. d ai été a.s.sez heureux pour trouver une règle .sûre à 
laide (Ui la<|uelle on pourra reconnaître si une équation fpielconque pi’oposée 
est le.soluble a laide de vnihcccux ou non. Un corollaire de ma théorie fait 
voir (|iu‘, geiuM'alemeut il est vinpot^S'ible de résoudre les équations supérieures 
au (|U}itrièmc degré. 

Ag’récz etc. 


( 'hrisliania,, 1(‘, ‘irt iiovcdiibrc 1(S‘2S. 


Il me. tarde beaucoup de connaître l’ouvrage de M, Jacobi. Il doit .s’y 
trouvcî' d(‘,s (dioses merveilleuses. Oertainement j\I. Jacobi va perfectionner 
h un rlegre imvsperd non seulement la théorie des fonctions elliptiques, niais 
encoro. les ma,thém<iti(|ues en général. Je l’estinie on ne peut plus. 




NOTES. 



APERÇU DES MANUSCRITS D’ABEL CONSERVÉS JUSQU’A PRÉSENT. 


Après la publication des ^^Oeixvres coinplètes^^ Ilolmhoe resta propriétaire des manu- 
scrits laissés par Abel. En 1850 sa maison fut ravagée dbin incendie; c\^.st k cet accident 
qu’il faut attribuer la pei'te dTin grand nombre de manuscrits d’oii Jlolmhoe a tiré la 
plus grande partie de son second volume. Ce qui nous reste consiste en cinq livres 
manuscrits et quelques l’euilles, que nous allons énumérer en indiquant sommairement le 
contenu. 


A. In-folio de 202 pages^ portant la marque d’un magasin de Paris; sur la pre- 
mière page on trouve le titre: de rnathênuitlques par N. U. AM” avec la 

date: Paris le 9 août 1826”. 

Pages 3 — 57 contiennent une ébauche du mémoire présenté par Abel à FAcadémie 
des Sciences de Paris; p. 53 et 54 on trouve un morceau intitulé: “§ 11. Sur l'wté- 

r q) X ^ 

— ^ J Jx zny” J ce qui fait pi'ésumer quAbel a pensé un moment à don- 

ner a son mémoire un onzième paragraphe sur la permutation du paramètre et de 
Fargument. 

Pages 63 — 74 traitent encore de la permutation du paramètre et de Fargument; 
pour la plupart il n’est question que de cas spéciaux. 11 est remarquable qiFAbel sup- 
pose p. 63 que la variable de Fintégrale passe par une suite de valeurs imaginaires : en 
faisant 

'il/x . (px -\-fx . Xl.fx zr 0 

il considère Fintégrale 



+ V —1- Oi(t )) . +]/ - 1 ■ o/(<)) d t 

0(t) + yiri . Oj(t) _ _ l/Zll . F,(a} 


5 


fo et il étant des quantités réelles. 


36 * 
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Pciges 75—79 on ü-ouve une suite de calculs sous le titre "■Sur uv.e. espèce, parti- 

XV 

Gitlière de fonctims entières nées chu. cléveloppemeM de la fonetion e siuvant (es puis- 

sances de v\ 


En faisant 




1 — 'il 


Abel trouve 


cp,,, X — 1 — mæ + - 


'in{m — 1) x"^ m(m. — 1) {m. — 2) 


2 . 3 


+ 


: m - 


2 . 3 ... (w. — 1 ) 2 . 3 . . . 'Hi 


En multipliant féquation 


XV xu 

■ l-lv ” F— M VN* 




(1 _ ,j) (1 __ h) 

de part et d^autre par e—'-^dXj et intégrant de à x—ooj il trouve 

1 /*^ / 

CPm ‘ (f n • d,V . , 

1 vu ^ 0 T 7 


d^oii il conclut que fintégrale 



. cpncc . cln 


est égale à Funité si nizun^ mais nulle si •ui'^n. En faisant 

m A 0 <jPo Al cpi ce. • • • -f- A x 

il trouve 

A —( 1 v« . 


Pages 80—100 sont remplies de calculs sur des intégrales dont les variables passent 
par des valeurs imaginaires; p. lOO Abel écrit Féquation 

y(.r +y V— i) -f çV— 1 , 

et en déduit les suivantes 

P P iV^'P <V^<i ' <i 

dx^ dy'^ ’ dx^ dy^ 

Ces pages ainsi que la page 63, dont nous avons parlé plus haut, indiquent saris doute 
qu^Abel s^est occupé du “Mémoire sur les intégrales définies prises entre des -.jiinites 
imaginaires'^, de Cauchy. 

Pages 102 — 115 traitent de la résolution des équations par radicaux. 

I Pages 117—118 contiennent une ébauche du mémoire XI II du 1‘'’’ tome. 

Pages 119 — 121 traitent de la ti'ansformation des intégrales elliptiques. - Voici lé 
commencement: ' • • 
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“Suit LA transformation DE L'INTÉGRALE 



-h «1 + 


P dx 

«2 aï- 4* «3 + «4^^ 



P ày 

(1 — e‘^y‘^) 


donc 


y- 


dy=-h |/a . 


ds s d'j' — r ds 


, 1_,V = 


S y r s 
s — (?-?• 


(f(y) = il-n^y^)(l-e^^y^) 


2 .,,2^ — e-r) 


dy 


s dr — r ds 


A dx 


A dx 


]/</!/ ~ )/r.s(,s' — C^)-) (.s — e'^r) ^ V (i — w'^ ) (1 — «.- æ'-) ‘‘Vf 


A = 


1 dr — r ds 
«» dx 


. = (1 _ .1,2) ^ _ ,,2 ,,, _ jt 2 




.s‘ iz: Vj (1 — ^ .s* — r ~ ^ ; 

,1 dr — V dx =: (<:'•' r + f. jj) dr — r (c® dr + 2 «„ dtj = t^(t^ dr —■ 2r <rfo„) 

.S* -î' ^Z,s‘ zz 11 B zz B v ou B fonction, entière 

B est constantd\ 


L(i rcistci traite de la transformation des intégrales de la seconde espèce. 

.BiUfcs 124 — 127 traitent de la convergence des séries^ pages 129 — 133 des équa- 
tions ab(Mi(oines. Page 135 on trouve notés les résultats d^Abel sur la division de la 
lemniscate. 

PriisqiKi tout le r(istc du livre est rempli de calculs par lesquels Abel paraît avoir 
prépare* la rédaction d(^ ses “Reclierclies sur les fonctions elliptiques”; il s’agit principale- 
ment de tout ce qui est nécessaire pour arriver a la l'ésolution des équations traitées dans 
le méimnre mentionné^ surtout de l’équation dont dépend la division de la lemniscate; on 
n^y trouve rien sur les développemens en séries. D^ailleürs en écrivant ces pages Abel 
s\)ccupa aussi d^autres fonctions elliptiques singulières: on y trouve mentionné Fintégrale 

^ 1(3 ïnodule c zz ^ et Féquation co' = ni (o-\-najVa. i 

En somme le livre A traite précisément des clioses qui d’après les lettres d^Abel 
Foccupèrent pendant son séjour ii Paris. Probablement il fut rempli pendant Fliiver 
1826—1827. 
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B. In-folio de 178 pages; en le comparant, dans les archives, a des registres de la 
même époque, on a pu constater quhl est fait par un relieur de Christiania. 

Pages 3 — 11 contiennent le commencement d\in mémoire intitulé Péceloppement 
de (cosA’)’^ et (sin en séries” j dont le but est indiqué par la phrase suivante: 

TJ objet de ce mémoire est de trouver la somme des séries coimues: 

cos mæ -[- 01 cos (ui — 2) x -f- - cos (ni — 4) .r -j- • • . ? 

sin m X + rn sin (m — 2) a -j- sin (^m — 4) a -)- * • • ? 

sayis aumyie considération de quantités imaginaires; ni et .r sont supposés d'être réelles". 

La méthode est celle des, “Recherches sur la série 1 a ~ 

Pages 13 — 38. Ebauche du mémoire XXV du premier tome. 

Pages 47 — 81 contiennent une suite de notices sur les séries infinies dont nous 
avons donné un extrait t II, mém. •'XVI. Pages 47 — 50 on. trouve li la marge une 
ébauche du mémoire XVIII du premier tome, qui fait voir qif Abel eut primitivement 
le dessein d^y insérer une suite de théorèmes sur la convergence des séries. Nous 
croyons qu'en y renonçant il se proposait d'y revenir plus tard dans un mémoire plus 
développé. 

Pages 85 — 178 Abel fait l'ébauche d'un traité en allemand des fonctions elliptiques. 
Les vingt premières pages seulement ont reçu une rédaction un peu complète; le contenu 
en est k peu près celui du “Précis d'une théorie des fonctions elliptiques" chap. I, II et IV. 
Le reste n'est pour la plupart que des calculs sans texte. Page 107 — 120 Abel con- 
sidère l'intégrale 

/ r 

ayant séparé la partie reelle de l'imaginaire, il les discute dans plusieurs cas différens; 
mais nous n'avons pu saisir aucun résultat de quelque importance. 

Depuis la page 125 il est question de la fonction surtout la théorie des trans- 
formations rationnelles est étudiée d’une manière très complète p. 125 — 1G3. 

Pages 164 — 178 traitent des cas où le module est transformé en lui même. Abel fait 

a CO— P CO -|- V co'j 

a cJ — p'co' v'cü , . ■ 

CO et co' étant les périodes, a le multiplicateur; il en conclut . . ■ 

« = i -f y(i“ — * -f 4 w' ] , 

Plus bas il prend pour exemples les modules i(2-|-y3), 1/2 — 1. 
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C. Iii~lolio de 215 pages^ qui porte la marque d’un relieur de Christiania; il est 
écrit en Irançais. 

Fages 2 12 traitent de la transformation des intégrales elliptiques de la seconde 

et de la troisième espece. C’est une continuation de la dernière partie du livre B. 

Fages 14 56 traitent presque exclusivement des équations algébriques. Jusqu’à la 

page 28 il s agit de la résolution des équations par radicaux en général. Le reste con- 
siste pour la plupart de calculs sur la division en sept parties égales des périodes de la 
fonction elliptique 16 définie par les équations 

J V1 + 2y s 

C’est l’une des loncti(.)ns mentionnées dans la dernière partie du livre B. Pages 51, 52 
on trouve une ébauche de l’introduction et une table des matières du mémoire XXV du 
premier tome. 11 faut croire que ces deux pages furent écrites vers la fin du mois de 
mars 1828. 

Fages 64 — 83 contiennent le morceau intitulé “Mémoire sur les fonctions transcen- 
dantes de la forme f jjdiVj où. y est une fonction algébrique de F, que nous avons im- 
primé t. 11^ p. 206 — 216. 

Fages 88 — 107 sont remplies de calculs qui paraissent être faits pendant la rédac- 
tion du mémoire XIX du premier tome, “Solution d’un problème général” etc. 

Fages 128 — 164 contiennent le “Mémoire- sur la résolution algébrique des équa- 
tions”, imprimé au second tome. 

Le reste du livre contient des calculs concernant les fonctions elliptiques, qui 
semblent faites h l’occasion des derniers travaux d’Abel, surtout du “Précis d’une théorie 
etc.” Il y a aussi quelques calculs sur les équations différentielles qui sont satisfaites par 
les périodes dos fonctions elliptiques, et de plus Fébauche de la lettre a Legeidre qu’on 
trouve t. II, p. 271 — 271). 

Les livres B et C embrassent le temps depuis le retour d^Abel en Norvège au mois 
de mai 1827 jusqu’à sa dernière maladie, qui survint en janvier 1829; le premier paraît 
être terminé, et le second entamé à peu près au commencement de l’année 1828. 


D. Cailler in-quarto de 136 pages, écrit en français. La première page porte le 
ûivc) ^’'lÎ€ma.r('laes su?‘ d ’mers pomts de L'analyse par A^. H. Abelj cahier ^ et la date “fe 
3 sept 1,827 

Fages 5, 6 on trouve indiqué le théorème suivant: Toute fonction algébrique déter- 
minée par une équation du degre satisfait a une équation différentielle linéaire de 

l’ordre L” Page 66 contient un calcul par lequel Abel détermine la forme de la 
racine- d’une équation abélienne dont le degré est un nombre premier donné, et dont les 
coefficiens sont des nombres rationnels. Le reste du cahier est rempli de calculs sur les 
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séries infinies; les équations abêliennes et les intégrales dont les variables passent par dos 
valeurs imaginaires. Il paraît écrit en même temps que le livre B. • 

E. Cahier in-quarto de 192 pages écrit en norvégien. 11 contient ce qui paraît 
être des extraits de traités de mathématiques lus par Abel étant encore élève du gym- 
nase de Christiania. Ce sont pour la plupai’t des développemens en sérieS; mais on y 
trouve aussi d’autres choseSj par exemple la résolution des équations binômes au moyen 
des fonctions trigonométriqueS; celle des équations du troisième et du quatrième degré. 
Le cahier paraît être fini déjà en 1820. 


Des feuilles libres la partie la plus intéressante consiste de dix morceaux qui trai- 
tent des fonctions elliptiques; en conservant la première notation d’Abel: cpa^ fa. Fa. 
Ce sont des feuilles in-octavo d’un papier mincO; ou des fragmens de telles fcuilleS; 
remplies d^une écriture serrée; elles semblent faites pour être envoyées par la poste. 
Voici leur contenu 

1 contient le commencement dhin mémoire intitulé: Rechercher rar 1er foncUon.r 
elU'ptiquer. Second mémoire. 

N’-’® 2; 3 traitent des relations qui ont lieu entre les quantités cp ^ • 

]S[o8 4 — 8 sont des fragmens dhinc théorie de la transformation moins général (‘. que 
celle de la “Solution dfiin problème général etc.”; les deux périodes co c^t (di 
sont divisées chacune par un nombre différent. 

9 traite de la résolution de réquation de division des périodes. 

N'’ 10 le théorème d^Abel appliqué a la fonction cpa. 

Nous avons imprimé les' n''“ 1; 2; 9 sous le titre “Fragmens sur les fonctions ellip- 
tiques”; le iT’ 3 ne contient que les dernières lignes dhin paragraphe et le comnnnicenKmt 
du suivant; n*" 10 a conservé la place qu^il avait dans Fédition de Hohmboe (Démonstra- 
tion de quelques formules elliptiques). 

Des autres feuilles nous avons publié deuX; t.^ I; p. 609. Une feuille est pcuil-étre 
un fragment . d^un mémoire qiFAbel présenta . eri 1824 au Sénat Academique de Flbiivor- 

sité de Christiania; il y traite de Fintégration des différentielles de la forme - ^ au 

Ÿ<p X 

moyen des fonctions algébriques; logarithmiques et exponentielles. Le reste offre, moins 
d^interêt; il y en a des feuilles d’ont nous iFavons pu deviner le sens. 


De ces manuscrits le cahier D appartient à M. Bjerknes, et le cahier E a M. Broch. 
Les autres appartiennent a la bibliothèque de FUniversité de Christiania; qui possède en 
outre onze lettres d^Abel a Holmboe et deux lettres de Crelle à Abel. La seconde des 
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deux lettres quAbel a adressées a Legendre est aussi conservée; elle appartient mainte- 
nant a M. Weierstraas. 

11 existe bien quelques autres lettres d^Abel^ mais excepté une lettre a Mansteen^ 
elles ne contiennent rien.. d\iu intérêt scientifique. 

Académie Koyale des {Sciences de Berlin possède les manuscrits qui ont servi a 
Timpression des cinq mémoires d'Abel qui furent publiés dans le quatrième tome du 
Journal de Crelle (t 1, méin. XXIV— XXVIII de la présente édition)^ et a celle des 
extraits des lettres d^Abel qui se trouvent dans le cinquième tome. Ce sont des copies 
des originaux d^Abel que Crelle a fait prendre, et sur lesquelles il a fait un grand nom- 
bre de corrections, sans doute sur la demande d^Abel, qui n'était pas sûr de sou fran- 
çais. Ces corrections se distinguent aisément de récriture du copiste. Dans les notes 
suivantes, quand nous aurons a parler de ces copies, nous les nommerons simplement les 
copies > de Crelle. 



Tome II. 
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NOTES AUX MÉMOIRES DU TOME L 


Le mémoire I fut publié en norvégien dans le Magasin des Sciences naturelles^ 
tome I, fascicule Christiania 1823. 

Le mémoire II fut publié en norvégien dans le Magasin des Sciences naturelles; 
tome II; fascicules 1 et 2. Dans fédition de Holmboe les numéros 1 et 4 ont été sup- 
primés; le premier; sans doute; parce que le même problème a été traité depuis par Abel 
(t. I; mém. IX.) 

Page 11; ligne 16. Au lieu de AMzns on lit dans le Magasin KM—s^ ce qui 
est en contradiction avec héquation: 



Cette inexactitude est corrigée vers la fin du numéro (p. 18 ligne 8) par la phrase: 'He 
‘point Le plus bas est que nous avons supprimée; en effectuant la correction. 

Comme Ta remarqué M. Bertrand (Annali di matematica pura ed applicatU; série 1; 
t. 1); les formules du numéro 2 sont inexactes; Tintégrale double qui exprimerait 
— l)-]-cp(â: — gy—1) étant évidemment nulle. Au sujet du numéro 3 
M. Bertrand fait une observation historique: que Fexpression des nombres de Bernoulli 
était déjà trouvée en 1814 (Mémoires des Savants étrangers t 1; p. 736; an. 1827);* et 
que la formule qui exprime ISepw appartient à Plana (Mémoires de Turin t 25; 1820). 

Sylow. ■ 

Mémoire 111. En 1821; avant de quitter le gymnase; Abel crut un moment avoir 
trouvé la résolution par radicaux de Féquation générale de cinquième degré; et chercha 
meme à faire présenter par Fintermédiaire de Hansteen un mémoire sur ce sujet k la 
Société Royale des Sciences de Copenhague. Mais quand on lui demanda une déduction 
plus détaillée et Inapplication à un exemple numérique, il découvrit lui même Ferreur 
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qu^il avait commise. Loin de se rebuter il se proposa de trouver cette résolution ou 
d^eii démontrer Fimpossibilité. Le mémoire III fut rédigé en français^ et Abel le fit im- 
primer a ses frais. 

Sylow. 

Le mémoire IV fut publié en norvégien dans le Magasin, des Sciences naturelles, 
tome III, fascicule 2, Christiania 1825. 

Page 34, ligne 10. La formule (1) n’est pas généralement juste. Aussi les for- 
mules trouvées dans le mémoire ne valent qu’en des cas particuliers. 

Page 35, ligne 12. Après cette ligne Hohnhoe avait intercalé dans son édition la 
phrase suivante: 

''^Maintenant on tire de Véquatmi (1) en intégrant 


donc 


J q)æ . d.r zz J j d.r fv dv — J du ; 

2" cpot zz J (px dæ — 4 (px + 2 y ^ J . sin vt r/w .” 


Page 39, ligne 6. Dans son édition Hohnhoe avait a:jouté a la fin du mémoire le 
morceau suivant que nous reproduisons, parce qu’il est peut-être tiré d’un manuscrit d^Abel. 

“ On 'peut auMi par ce qui précède trouver la valeur de la série 
(f a — (p(a -^1)4- 4-2) — (p(a 4" 3) + * * * * 

En effet, en mettant cp(2 x) au lieu de (pæ, et au lieu de a, on obtiendra 
cp a — |— (p(ei — j~ 2) — j— cp(a 4“ 4) 4~ • • • 

f(a -f- y — 1 ) — f(a — Y — 1 ) 


l"" cp»t(lx-{-\(pa — 2 P 
J a J Q *e ■- — 1 


donc 


dt (p{a + ^ / — 1 ) — ^ Y — 1 ) 

2 |/HT 


^2 cp a 4~ 2 cp(a -j— 2) -j- 2 cp(ci 4~ 4) — j- 

= dcp:cd., + cpa-2 

d d a a € — 1 

En retranchant l'équation (6) de cette équation, on obtiendra, toutes réductions faites: 

cpa — cpfa -4- 1) 4- cp{^‘ 4" 2) — (p(a 4- 3) 4“ * * • 

f{a t.y' — 1 ) — f{a — t Y — 1 ) 


1 O 

= icpa-2 I - 

a 0 e — e 


2^—1 


Soit pfir exemple cpx,=: - on aura 


tp(a -\- 1 y — 1 ) — f(tz — t y — 1 ) 

2 y^ 




do7ic 


a 4- 1 'a 


4-2 « 4-3 


-i+Vo" 


t dt 


(«'4- 


—Ttt^ 

37* 
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et en fcmant a — \, 


loff 2 — .V = 2 


/•} 

J 0 { 


t dt 

.'it — ■rft\ 


Voyez au reste le mémoire. n” 4 (tome 1, p. 25). 


Lie. 


Le mémoire V, inséré en norvégien dans les Mémoires de la Société Royale Nor- 
végienne des Sciences, tome II, Tlirondhjem 1824 — 1827, n’a pas été imprimé dans 
l’édition de HoLmboe, comme il dit lui-même, parce que les résultats en sont contenus 
dans deux mémoires posthumes, t. II, p. 43 — 54 de noire édition. 

(P[ , 




doit être î‘em placé par 


Page 45, ligne 2. Le numérateur 
-f- ?///' \ de sorte que la valeur correcte de fp(pp') devient 

STI./ 7 y ) — 2 2/ + 2) "l" 2 . :-J . . (p -I- p' + 1) 

Nous n’avons pas corrigé cette faute, qui affecte plusieurs des formules suivantes, paree 
qu’il aurait fallu refaire entièrement les formules de l’article /, p. 51 — 52. 

Lie. 


Le mémoire VI, rédigé en français par Abel, fut traduit en allemand par Cvelle et 
inséré dans le Journal de Crelle^ tome I, fascicule 1, qui fut publié k ce qu^il paraît au 
mois de février ou mars 1826. 

Le mémoire VII fut écrit pendant le séjour dLVbel en Allemagne en 1825; il était 
rédigé en français, mais en hinsérant dans le premier cahier de son Journal^ iJreUe le 
traduisit en allemand. La publication eut lieu dans les premiers mois de l’an 1826. 

Page 67, lignes 24 — 29. Voici le texte du Journal de Grelle: 

Wemi /(af, ef ^ . . . ) 'ii'hd cpÇP .yé', . . . ) Z'wei. ganze Ftcnetioneu. d:nd. .se Lt kUtr^ r/n.s.s 
der QuotieM 

f ix', a;", . . . ) 

fix', x\ . . . ) 

eh), hemuderer FaLl der ReHxdiatr der drei ersteh. Operaüo'Ne'i). \oelehe ratmude Fietiefloneti 
gehen. Man hmn aho ehie ratlonale Fv/ndion als dax. Re^^idtat d,er Wied.erh6lu)).g dieser Ope- 
ration hetrachten. 

Ce passage est sans doute le résultat dhine inadvertance du traducteur. (Je (pda 
voulu dire Abel nous paraît si évident que nous avons cru devoir corriger le tcxt(i. 

Page 72. La proposition qui termine le § ï a été critiquée par IJmuU(m. {Tr<\m- 
actions of the R. Irish Acad. Vol. XVIII, Part II, p. 248, Dublin 1839) et par M. .A7ê/yÿ.s‘- 
berge.T (Mathematische Annalen herausgegeben von Clelmh und Neurnamiy Bd. I, p 168, 
Leipzig 1870), En effet, si la fonction algébrique r> est primitivement de Tordre q, elle 
sera après la transformation généralement de Tordre -f- 1 et du degré 1. M.' Knalg.^- 

berger ajoute avec raison que cela nh'nfirme pas les conclusions suivantes. 
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Tage 83. Un autre point que Hamüton trouve obscur est la démonstration du thé- 
orème de la page 83. ' 11 faut avouer qidelie aurait pu être plus courte et plus claire ; 
mais quant a la rigueur elle est a Fabri de toute objection sérieuse. Le seul point qu^on 
pourrait révoquer en doute serait les équations — etc. Pour 

les justifier^ il suffit de faire voir qufil existe une substitution des cinq quantités qui 
transforme rq en v^, en remplaçant par une aiitre lettre Or dans le cas con- 

traire il faudrait que chaque substitution qui change en laisse Æq à sa place^ mais 
on se convaincra aisément que dans cette supposition le nombre de valeurs de serait 
un nombre pair. La même chose aurait encore lieu^ si la fonction était symétrique 
par rapport aux cinq quantités , .tq . . . . 

Page 87. L’article du Bulletin de Férussac que nous avons placé après le mémoire 
n’est pas signé^ mais Abel s^en est déclaré auteur dans une lettre a Hobiihoe (voyez 
t. Il, p. 260). L’article fut suivi de quelques lignes du rédacteur, Saige^] les voici: 

Note du rédacteur. Dans un MAmoire mr rinsolubilité â£s êquatio7is aigehriquês gf.nê-- 
raies dhvn degré supérieur au quatrihne (^Société Jtalmme des Sciences tome 9) et dans sa 
“ Théorie générale des équations (ihid.)^ Ruffim^ géomètre italien, mort il y a quelques 
“années, a démontré la proposition qui fait le sujet de cet article; un second mémoire 
“du meme auteur sur li msolubillté des équations algébriques générales diim degré supérieur 
“mfc quatrihnej soit algéln'iquementj soit diune manière, transcendante ^ se trouve dans les Mé- 
“inoires de FInstit nat. italien, t. 1, part. 2. Ce dernier mémoire avait été lu le 22 
“novemb. 1805. Dans les Mémoires de t Institut lmp. et roy. de Milau^ tome 1, un autre 
“auteur fait voir que l’impossibilité de la résolution de l’équation générale du cinquième 
“degré est contradictoire avec une proposition que nous ne pouvons rapporter ici, ou du 
“moins il demande la solution d’une difficulté qui n’avait pas été prévue. M. Cauchy a 
“revu la démonstration de Ruffini, et il en a lait un rapport favorable à l'Académie des 
sciences J h y quelques années. D’autres géomètres avouent n’avoir pas compris cette 
“démonstration, et il y en a qui ont fait la remarque très-juste que Ruffini en prouvant 
“trop, pourrait n’avoir rien prouvé d’une manière satisfaisante; eu effet, on ne conçoit pas 
“comment une équation du cinquième degré, par exemple, n’admettrait pas de racines 
’-dranscendaMeSj qui équivalent à des séries infinies de termes algébriques, puisqu’on dé- 
“ montre que toute équation de degré impair a nécessairement une racine qudconque. 
“M. Abel, au moyen d’une analyse plus profonde, vient de prouver que de telles racines 
“ne peuvent exister algébriquement; mais il n’a pas résolu négativement la quéstioii de 
“l’existence des racines transcendantes. Nous recommandons cette question aux géomè- 
“tres qui en ont fait une étude spéciale”. 

Lé point faible du raisonnement de c’est qu’il suppose, sans démonstration, 

que les radicaux qui concourent a la résolution de l’équation s’expriment rationnellement 
par les racines. Ce défaut de son raisonnement, ou plutôt un défaut analogue, a con- 
tribué à produire le résultat faux dont parle Snigey ; il y a d’ailleurs aussi d’autres ob- 
jections k faire a cette partie de ses travaux, au reste si pleins de mérite. 

Sylotü. 
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Les mémoires VllI^ IX et X rédigés en Irauçais lurent publiés en traduction alle- 
mande dans le deuxième fascicule du premier tome du Journal de Crelle. La publica- 
tion eut lieu a ce quil paraît en juin 1826. 

La formule développé dans le mémoire X est un cas spécial d^une formule donnée 
antérieurement par Cauchy dans ses Exercices de Mathématiques^ IP™® livraisoiq page 53 
équation (36). 

^ Lie. 

Le mémoire XI rédigé en français fut publié en traduction allemande dans le Journal 
de Crelle tome 1, fascicule 2. La publication eut lieu à ce qu’il paraît en juin 1826. 

Page 133, lignes 7 — 9. Voici le texte du Journal de Crelle: 

+1 

gm-\-n — ^ — !• 

L)as Zeiclien -f~ mnss genommen ‘werdeUj wemi n gerade ist^ mid, das Zeicheii — , 'icehf)i oi 
ungerad,e ist. 

Page 141, ligne 6 — 7 en remontant. Voici le texte du journal de Crelle: 

Wemi man Zàhler und Ne^iner des Dijferertials mit iv ^nuliiplicirt 

Lie. 

Mémoire Xll. Dans le Recueil des Savants Etrangers le mémoire est suivi d’une 
note de lÂbri que nous reproduisons: 

“L^ Académie m’ayant fait l’honneur de me charger de surveiller l’impression de ce 
“Mémoire, je me sais appliqué k corriger, autant que possible, les fautes d’impression. 
“Cependant, n’ayant pas le manuscrit sous les yeux au moment où je livrais les épreuves, 
“je ne saurais me flatter d^avoir toujours réussi. 11 m’a semblé que dans certains endroits 
“(notamment dans les conséquences et les développements numériques tirés de l’inégalité 
“103), il y avait quelques inexactitudes de calcul: mais je ne me suis pas cru autorisé 
“k rien changer dans ce beau travail. J’ai donc obtenu de PAcadémie la permission 
“d’insérer ici cette note, que je ne saurais terminer sans exprimer encore une fois mon 
“admiration pour l’illustre géomètre de Christiania, dont la science déplorera toujours la 
“fin prématurée”. 

11 nous a paru très désirable de pouvoir collationner le mémoire imprimé avec 
Foriginal, et M. Lie obtint en 1874 de l’Académie des Sciences de Paris la permission 
de consulter le manuscrit d’Abel; mais il fut constaté dans les archives de l’Académie^ 
que le manuscrit ne s’y est pas trouvé après l’impression dp mémoire. Quant k la 
remarque de Libri^ nous renvoyons aux notes suivantes. 

Pages 153, 154. Les formules (23) doivent être interprétées de la manière suivante: 
Les lettres (L, (^ 2 ) • • • désignent les valeurs de w qui annulent l’une ou l’autre des 
fonctions Fqûj^ les exposans jui^ • • -Paj ^ 2 ; • • sont donc nuis ou 

positifs; ensuite ki, k 2 , . . désignent aussi des nombres nuis ou positifs, mais on 
suppose que ^2 ^ + w.g , . . . posant 



KOTES TOMK 1, p. ir)4--ir)9. 


û> 


B X Il ix 

. FqX~^ diX 

on a donc opér(‘ une réduction quelconque de la première iraction, sans toutefois si 
poser que la seconde soit irréductible. Ce dernier point résulte de la remarque fo 
p. 160: '‘on peut faire la même supposition dans tous les cas”. 


/%cs* 156 — 159. La détermination des coefficiens ...A y souffre d’i 

incorrection qui inffue sur une grande partie des formules suivantes. En effets on troi 


(x — i-iy M^x~ 

. A — 


Oi X 


_ dx Oix 


tandis qiéAbcl écrit 


.. .A 


1 

Tr 










—p ; Ay^i — ; yly_a — -ps . ) 


• • Al - 


Tr . 


P 


Il y a deux manières d’interpréter ces formules. D’abord on peut regarder 
comme un symbole qui désigne successivement chacune des quantités (Si h 

CO qui est le plus naturel; mais dans ce cas la différentiation par rapport k ^ ne p 
êtr(‘, remplacée par une différentiation par rapport a /L k moins qu’on n’ait le soin 
regarder les coefficiens de la fonction JS 3 comme constans lors même qu’ils contiennent 
quantités , /^2 ; • « ■ contraire on regarde comme une quantité entièrem 

indéterminée; qu’on n’égale aux constantes /ii ; ; • • • qu’après la différentiat] 

ô X 

cet inconvénient est écarté, mais alors il faudra remplacer x par r(r-d-l)~ — - — 

{x — ^ 

c’est-k-dire qu’on fera 


pour = — — 

pour = 


etc. 

11 est a peine nécessaire d’ajouter qu’avec la première interprétation les formi 
finales seront correctes; si les fonctions /i(a*; y) et sont indépendantes des quant 

fia ' 

Il j)araît qiéAbel a mêlé les deux manières de voir, car dans la formule (34 
remplace la. lettre /i :par x, et dans la suite du mémoire il emploie tour k tour x el 
Leur écrire les formules d’une manière correcte, le plus commode serait peut-< 

de représenter la fonction ^ par une nouvelle -lettre, par exemple en posant 

(x — ^y 

rr (x — (‘hY' (*»? — * * • 0^’ ’ 

on aura alors, en regardant fi comme une indéterminée, qu’on remplace après la difféi 
tiation par /ii, (l 2 j • • • /L; 
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^ 1 d 




^ 1 

S’/9 ^{x — ^3) Fo(. 


OiX.F'x Tv 

Par la on aura^ au lieu des formules (33) et (34), les suivantes : 


1 ^ jr F l'X I i ^ _ ___ / 

av^ U -t- - 


ou bien 


dvziz 


I Jll 2 

0^ X . Fx ' iV 1 ( d'x . Fx 


JJ I V/ i ^ 

'■ 9i x.Fx'^ 1\ 


(.r_-/ix, /i:i, ... 

Au lieu des équations (38) et (39) on aura donc 

V /i(^^ y) 




X y 


v= c—ii(pw + :s'jç_ 


x»/ ^ ^ y 1 ^ 


dx^ 


11 nous paraît superÜu de répéter ces remarques pour les formules plus spéciales 
qui se trouvent en grand nombre dans la suite du mémoire. 

Fage 161, lignes 13 — 16. Le texte du Recueil des Savants Étrangers est: 

en observant que ces quardités a, a', a", . . . sont toutes arlntraires, il est clai?' 

^^que la fonction log 6 g développée suivant les puissa 7 Lces descendantes de a*, (ynaura 

^d,a formule suivante: 


A’log.«=:J 


A 0 — |— A 1 ^ — j~ 


1 +A,.+^i+^-y^+ 


C’est évidemment une faute d’écriture, ou d’Abel ou de LibrL 

Fage 162, lignes 1 — 6 en remontant. On peut justifier cette assertion par le raisonne- 
ment suivant, qui coïncide avec celui dont M.. Elliot a fait usage dans son mémoire sur 
les intégrales abéliennes (Annales scientifiques de TÉcole Normale supérieure, année 1876, 
p. 404-406): 

Si les inégalités (52) n’avaient pas lieu, il faudrait que, dans le développement de 
/^(æ', 'ij) suivant les puissances descendantes de x, les termes les plus élo'^és se détruisissent. 
Soit /i (^*5 y) rr JS* A. 'c '*?/<', et considérons les termes Ax^y^ et les valeurs de' /y pour 
lesquelles la différence 

h{A-x'-y^) — Qiy;y—i) 

est maximum. Adoptons les notations employées par Abel aux paragraphes 5 et 7, seu^ 
lement en désignant par yi une quelconque des valeurs 

^ ^ ^ y{ki'^ ^ \ ' 


et soient 
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(a) 


A.v'-j/l + y?' + h 


les termes eu C[uestiüu, ordonnes suivant les puissances descendantes de Cela posé, 
il faudrait en premier lieu que la valeur de 

11 ^augmentât pas eu remplaçant par yi__i ou par yi+i. Or^ puisque 

7.'ÿi+i = (»■» — Ai — 1) (oi — (Ti+i), 
h %' y — A y'yi = (n — Ai_i — 1) (ffi_i — f?;) , 


cela donne pour Qj les limites suivantes : 


donc on aurait 


Qj ^ ^ i 1 ; 

Q j — 1 1 ) 

Q ~ i * 


En second lieu il faudrait que le polynôme (a) s’annulât en faisant y^ir: ctf . On 
aurait donc d’abord 

ir 

'j\ — r + Pi '?// £ , r.2 =: r 4- p2 , . . . r„ =: '/• -}- p,, wi ^ , 


— Q2 = Q — p'2Pij , . , — Pi) 

Pi J P 2 } • • Pi' Ôtant des nombres entiers et positifs, et puis 

[-Ar = 0. 


Cette équation devrait être satisfaite par les valeurs de ai, qui par hypothèse sont 

toutes distinctes, de sorte que py serait au moins égal â n,:, c’est-â-dire qu'on aurait 


11 faudrait donc 


On en tire 


que 


^ ZH '/A — /c ; „i — 1 , 
Q y zzn — k l — 1 . 




■ ç^x'yi— 1) ““ •— !)• 


.Lu fonction y) contiendrait donc aussi les rA^+i termes: 

A, + B, /-'y"'' H [- B y^ , 

qui se détruisent en faisant et où q y> 11:71 — ki^i — 1. En continuant 

ce raisonnement on parviendrait a un dernier groupe de termes: 

qui devraient se détruire dans la supposition de y — et où l’on aurait 

q '^ — ke—x — Izzn^pg. — 1. 

On aurait donc une équation en du degré — 1; qui serait satisfaite par les 

valeurs différentes de ce qui est absurde. 


Tome IL 


38 
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Fages 166, 167. Eu cherchant le nombre /f, Abel ne parle pas des cas où £7 + ^ 

est égal ou supérieur ii v' g . Mais si l’on examine ces cas, on verra que la valeur 
trouvée de {‘ï est correcte toutes les fois que la fonction cherchée g) existe réelle- 

ment. Si elle n’existe pas, l’équation — est, ou linéaire en ou de la forme 

+ {Ax + B)g + + />.r + JSz= 0. 

Hfc/e 169, lignes 9 , 10 en remontant: A/ors la formule dont il s'agit cesse (V avoir 
liea. xAbel a voulu dire que si Féqiiation r zz 0 a des racines constantes, l’équation (43), 
dont il est parti, cesse d’avoir lieu, et doit être remplacée par la formule (40) 5 il se pro- 
pose de démontrer que la formule (59) a toujours lieu, pourvu seulement que la fonction 

i^este finie pour x — /ù ; ... • 

xv 

Page 173, ligne 16. En écrivant l’équation 

Abel suppose que la fonction soit pas nulle; le cas où l’on voudrait omettre quel- 

ques-unes des puissances de g n’est donc pas traité. 

Page 179, lignes 2 — 4. On lit dans les Mémoires présentés par divers Savants: 
c est- à-dire entre n — 1 — et n — 1 — il est clair que le second membre de cette 
équation sera toupuvs positif si ni>(ï-f-l, et toujours négatif si m^d — 1”. 

Ce sont évidemment des fautes d7mpression ou d’écriture 

Page 179, inégalités (103). Lihri a remarqué qu’il y a quelques inexactitudes dans 
les conséquences tirées des inégalités (103), En effet, il ne suffit pas que le nombre 0;^ 
y satisfasse; il faut en outre que la quantité 

{QÔ — ^8 + (1 ^rf) (TrUl] 

soit un nombre entier, condition qu’il n’est pas toujours possible de remplir pour des 
valeurs données de et . Mais on voit aisément qu’en prenant pour les 
valeurs les plus grandes possibles, savoir — 1 — =z 1 ; de 

même, si l’on prend = ^fV = 0 . 


Remarques" sur les nombres y et f.i — a. 

En déterminant au cinquième paragraphe le nombre 7 , Abel n’a ou qida calculer 
le nombre des intégrales de la forme J indépendantes les unes des autres, qui 

conservent des valeurs finies pour une valeur infinie de x. Donc, si la courbe repré- 
sentée par l’équation yg = 0 n’a pas de point multiple dans le fini, si les points multiples 
situés a l’infini sont compatibles avec les équations (50), c’est-à-dire si la courbe a seu- 
lement deux points multiples situés a l’intini sur les axes des coordonnées, si de plus les 
développemens des diverses valeurs de g suivant les puissances descendantes de x se 
distinguent par leurs premiers termes, le nombre 7 est celui que Riemann, a depuis dé- 
signé par P (Journal f. d. reine u. angew. Math. t. 54). 
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Ail septième paragraphe au contraire, oii il cherche la valeur du nombre fi — a, 
Abel a dû avoir égard aux singularités que puisse présenter la courbe pour des valeurs 
ünit's de .v. 11 suppose en effet que le nombre des équations de condition a satisfaire 

pour (|iie la fonction entière r soit divisible par le polynôme indépendant des paramètres 
soit égal a h b\):r — A, Dans le calcul de u — a il ne fait plus expressément les 
mêmes suppositions sur les développemens des valeurs de /y; mais ayant trouvé d’abord 
~ a =: 7 — A (104), il ajoute que dans certains cas spéciaux on peut réduire le degré 
de la, fonction r de A' unités, en établissant entre les paramètres un nombre A' — B 
d’équations de condition, et que dans co3s cas la valeur niinimuni de f.L — a sera 
y A — H. Cela arrive évidemment quand deux ou plusieurs valeurs de //, dévelop- 
pées suivant h^s puissances descendantes de .v, commencent par un même terme. Ôn 
pcnit ilonc dire que dans l’équation (107) 

jU — a — y — -A — /:?, 

la lettre A désigne la réduction que subit la valeur minimum de t.i — a par la présence 
(1(‘ singularités situées dans le fini, tandis que — B désigne la correction qu’il faut ajouter 
a la valeur trouvée de y (62), dans le cas ou deux ou plusieurs valeurs de y ne se 
distingiKuit ])as par les preniiiu's termes de leurs développement suivant les puissances 
d(\scen(huit(is de ;r. 

Kn somme Abel a complètement déterminé la valeur mjnimum qu’on peut ordinaire- 
imiut donner au nombr<^ y — a pour une équation fondamentale %/y = 0 d’un degré 
donné, dont les coet'ffciens sont des polynômes entiers de .r de degrés donnés; il a indi- 
((ué seulennmt la réduction qu’elle peut subir pour des valeurs spéciales des coeffieiens 
d(,^ ces ))olynomes. 

Mais la portée de la formule (62) est beaucoup plus grande : elle suffit pour trouver 
la vahmr du nombre A dans un cas très étendu. En effet, .si l’on suppose qu’il n’y ait 
j)as d(i points multiples situés a l’infini sur l’axe des y, l’ordre de la courbe sera 7i ou 
//, 4 1. Admettons qu’il soit n (l’autre cas donnera le même résultat par un raisonne- 
ment semblable), (^t (pie par suite et faisons, pour avoir la valeur de / 

dans le cas ou il n’y a, aucune singularité, 7n' = fi' =: l , n' nous aurons 

p, — 1) (yt — 2) ^ 

/ 2 

On aura évidemment la même valeur,, si l’on tait 1, et quon remplace 

ensuite par donc 

, ^ j ^ + h j — ^ 



. ^ ,,(£) (e) I - I j _ («) , 

88 ='= 
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ce qui est d’ailleurs facile à vérifier. Donc si l’on désigne par J la réduction du nom 
bre — a causée par un point multiple situé à l’infini sur l’axe des x, on a 




n'(^i' — 1) 


- m") j + . . . + j 

+ 

-|- — 


2 


1 ) 


formule qui a lieu toutes les fois que les divers développemens de /y se 
distinguent par leurs premiers termes. Si «*' = ^<' = 1 , les n' valeurs correspon- 
dantes de /y n’appartiennent pas au point considéré, mais dans ce cas les termes con- 
tenant in', i-i', n' disparaissent. On peut donc admettre que les nombres m('), „,(;i 

n’ont rapport qu’aux valeurs que prend y dans le voisinage du point singulier. (.)n en 
déduit par une transfonnation la formule analogue pour un point singulier à l’origine 
des coordonnées: 

(/’) 


Ici désigne Texposant de .t. -dans le premier terme du développement d’une 
valeur de y suivant les puissances ascendantes de et Fon a 

^ m' ni" m'" 

0 < -7- < < -777 < • • • < -77: • 

fi' fl" fl'" ^,(e) 

Page 183 — 185. Dans la détermination numérique de 6^., 0-^ il s’est glissé 
quelques fautes de calcul; indiquées dans la note de Lihri En redressant c(^s fauteS; 
qui influent sur presque toutes les valeurs numériques du reste, du paragraphe, il est 
devenu nécessaire de supprimer la phrase suivante: fonction peut être de /ro/.v 

degrés différents 6, ^ + 2” qui se trouvait apres les mots “o?V ^ est ledegré .de lu 

fonction au bas de la page 184. D’après le calcul d’Abel toutes les fonctions q 

seraient de degrés complètement déterminés; hormis seulement . 

Page 188, équation (122). Abel dit, que les fonctions r^^^ . . ne doivent pas 
avoir de facteurs égaux. Mais puisqu’il dit page 200 que la valeur trouvée. (172) de 
g — a est la plus petite possible; il faut croire qu’il suppose encore la dc^composition telle 


s ”>71! 4. ny + H 1- «(«y j — - 


Jzznfm' 


4. n"m" j 4 - n"y " -| h W 




+ 


+ nWww — 
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(|u il 11 y n.il jias (1 (î tactüur oominuii k doux de ces fonctions. Ce ifest que dans cette 
supposition (pu* l(‘(piMtioii (172) domie réellement la valeur miniinuin de u — comme 
il (*st ais(‘ (le voir pa,r une discussion de la formule. 

/{w/c 101^ équation (141). Pour utiliser la singularité que présente la tbnction y 
pour les valfuirs de .r (pii annulent le polyimme Abel veut rendre tous les termes de 

1 

la fonction 6 y divisibles par une puissance de . En désignant cette puissance par 


'‘‘m “ ! il [lour celii que cy , soit divisible par ^ “ . L’exposant 

- ./t' "" 


ti - a 
ill VI 


«levant «di'o un nombre nul ou positif, il faut que 


n 

(l(!st la s(nil(i eonditioii a imposer au noitibre 6,„\ l’équation (141) n’est pas en vérité 
n('e(!ssair(«, (|uoi(iuo. Abel (ui ait fait lisage, à la pafçe 197 (ligne 12). En effet, si en cal- 
eubuit U ('jiages I9(), 197), on suljstitue pour o + d',„, , + • • • + (ï,„, „„.i la valeur équi- 
vaU'ubî : 

K + - "- 7 -- • 

et (|u’on élimine Es (iiiaiitités [équation (168)] par l’équation (142), on trouve k 

formuKî (171) sans avoir recours à k l’ektion 




1 1 

■L m 1 

m ^ m } 


issiKî d(i (141). 


^in 


Paye 11)3 (‘quations (1,53) et page 197 (iquation (170). En désignant par la 
plus pcititc des fractions Féquation (146) fait voir que By est divisible par 

'/V . Donc si Ton veut que Texposant de la plus grande puis- 
sance d(^ <pd divis(‘- le })olyn(nne r, ce qui est exigé par les équations (153)^ il faut 

(puî (i,,, «oit oui; (‘U (l’autrc^s termes, il faut que «oit divisible par le plus grand fac- 
t(Hir commun aux nombiT.s f,(m et n. 

Piu/e 200, Hgu(‘-s 12—15. Aboi dit que la valeur de /.t — oc, donnée par la formule 
(172), (îst la plus petite |)ossible. On peut viirifier l’exactitude de cette assertion au 
moyen de la fornuile (/>) page 300. 

On a (‘Il (‘ffet la cas où le nombre B est nécessairement nul, et' où la formule dont 
nous parlons (‘st applicable*.. Jùnir avoir le nombre J pour une valeur de x qui auimle 
1(‘. faet(‘.ur r,,, il faut faire ri d’où il résulte: 

, , , ^ - 0 _ n —1 ^ ^ 

./ — '2 " 2 2 

Iki iaiKnnt la Komme. des uomljres J pour toutes les valeurs de .x qui annulent k fonc- 
tion //, on obtient 
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D’autre part on a par la formule (139) 


;/ zi: — y- - { fl 1 h ri -f- u hr^j + • * * + £. // [- 1 . 


n kl J I 'II- ko J I I ^ I 1 

y — 2: J:=:^fL — a — - h -f- • • • H — n -f-- 1 ; 

ce qui est Téquation (172). 

Page 201^ ligne 11 — 20. Puisque nombre entier, il est évident 

que Ç'.r n’est pas généralement du degré zéro, mais ctitte circonstance n’intirme pas les 
Conclusions suivantes, 

Fagen 203 — 208. ÎSlous avons changé les a désignant dans les Mémoires présen- 
tés les coefficiens du polynôme v^x en des a, pour les distinguer des a désignant les 
coefficiens de y a-; en outre nous avons redressé quelques fautes insignifiantes d’écriture 
ou d’impression. 


Le mhnoire XIII; qui ne se trouve pas dans l’édition de Ilolnihoe, fut publié en jan- 
vier 1827 dans les Annales de Mathématiques pures et appliquées de Gergonne, tmne XVII. 

Le mémoire XIV fut inséré dans la quatrième livraison du Journal de Crelle ^ 
laquelle parut au mois de février ou de mars 1827; comme nous l’apprend une letti*e 
d’Abel II Holmhoe (voyez t. II; p. 262), Il fut rédigé en français pendant l’hiver 1825 — 
1826 et puis traduit en allemand par Crelle. 

Page 223. La démonstration du théorème IV a été trouvée difficile a comprendre 
(Voyez Journal de mathématiques pures et appliquées publié par Joseph LiomriUe, année 
1862; p. 253); mais elle nous semble tout a fait rigoureuse. En effet on peut prendre 
m assez grand pour que soit numériquement moindre que ^ e; cela fait; si l’on déter- 
mine de sorte que la valeur absolue de (pa — (f(a — ff) soit moindre que e, celle de 
fa — f(a — ou de 

(pa — (p(a — /i) 4“ — /^) • • 

devient moindre que € désignant une quantité donnée; aussi petite qu’on voudra. 

Il est meme possible que la rédaction originale d’Abel (lignes 11 — 1 4 en reniiontant) 
ait été la suivante: 

O 71 pourra doom prendre on assez grand pour quon aiU pour toute valeu'r de a égale 
hférleu're à ô) 


iha zz (L>”. 
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Page 224. La déuionstratioa du théorème V a un point faible. En effet il ne 
suffit pas que tpÆzzco, il faut encore qu’on ait p>{x—^) = io-, or il est possible que la 
valeur de m qui satisfait k cette condition soit dépendante de /î, et qu’elle dépasse tout 
nombre donné à mesure que fi converge vers zéro; si cela a lieu, on ne peut admettre 
la supposition de 

f/)Æ ~ (p(x — (i) — O), 

puis(pie la forme de la fonction rp dépend de /i. 

loiitefois le tliéorèmè subsiste pourvu que le terme général pour toutes 

valeuis de x depuis x x jusqu a x.-\-x"j reste moindre qu’une même quantité posi- 
tive M, indépendante de m. Dans ce cas, en effet, les valeurs absolues de iJ^x et de 

(tT 

çi) sont moindres que M ; on peut donc prendre m assez grand pour qu’on 

ait 

Ip X < £, lp(x 

Maintenant vi est un nombre déterminé, on peut donc prendre assez petit pour que 
ce qui entraîne 

/G^) — /(^’ — 

Plus tard Abel a senti rinsuffisance de sa démonstration, car il y est revenu dans 
un de ses livres manuscrits, voyez t 11, p. 201. M. Bml du Bois-Ret/mond a généralisé 
le théorème, et l’a muni d^une démonstration rigoureuse (Mathernatische Annalen t. IV, 
p. 135). 

Page 225. Le théorème VI est dû a Cauchy ^ mais la forme nouvelle qu’il a reçue 
page 226 appartient a Abel. 

Page 231, lignes 2 et 3 : '‘'‘Eu ejfet, d'après le théorème V, p et q sont évidemment 
des fonctions Gontmaes\ Cette conclusion reste légitime malgré la restriction k laquelle il 
faut soumettre le théorème V. En effet, s’il s’agit de démontrer que p et ^ sont des 
fonctions continues de k et k! pour des valeurs données de ces variables et pour une 
valeur donnée de or, moindre que runité, prenons ti'ois nombres positifs q, r, ,s-, tels qu’on 
ait, sans égard aux signes, 

' •' a<q<\, r>kj 

et rmiiplaçons .a, /c, k' respectivement par — r, s. En désignant par les 

valeurs de .d^, ainsi obtenues, nous aurons 

àff > Sfj , , et par suite X^f > X^j , . 

Or, la série 


1 -|“ ç Xi -f- X 2 -f- X^^ “h * ' * 
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Otant convergente^ il est possible de clioisir un nombre M plus grand que tout terme de 
cette série; on a donc k plus forte raison 

Oft 

pour toute valeur de fi, et pour toutes les valeurs de k et k' ^ numéj'iquement moindres 
que T et s; cela étant^ le théorème est applicable. De la -même manière on peut justi- 
fier remploi du théorème V p. 236, 237. 

Page 233, ligne 13. Nous avons conservé la formule 

gj{kj k! -j- l') = + ligÇkj k) i/'(0, /') 

intercalée par Holmhoe. 

Page 239, lignes 6 — 8 en remontant. Le texte du Journal de Crelle est le suivant: 
déni Eyide wollen wlr drei FàLle imterscheiden : icenn kzz: — 1 iiit, odvr ztiy srJien 
— 1 und — oo liegt; wemi k zwischen 0 imd -b- oc liegt, imd itmm k zœisidien O nml 
— 1 eingeschlossen ist'\ 

Cette rédaction, qui laisse incertain auquel des cas il laut compter la valeui* kzzi)^ 
doit être attribuée a une inadvertance, ou d'Abel, ou peut-être de son traducteur. Nous 
avons cru devoir corriger le texte, mais par une faute d'impression, qui malh(nu’eusement 
est restée inaperçue pendant la correction des épreuves, les mots intercalés, “égal a zéro 
ou”, ont été placés k tort. Lisez: 

cet effet il faut distinguer trois cas: lorsque k est égal à — 1 , ou compris antre 

“ — 1 et — oo; lorsque k est compris entre 0 et -|~oc^ et lorsque, k est égal à zéro ou coin- 

^^pris entre 0 et — 1'’. 

Page 240 première ligne, les mots ^^égal oiP sont intercalés par nous. 

Page 242, ligne 6 en remontant. Nous avons intercalé les mots: ^^égale à zéro 
oti\ De même page 243 ligne 12 , où nous avons en outre changé sin en cos • 
Page 245, ligne 9. Nous avons supprimé la parenthèse (azzoosepj érzsiiwp) (|ui 
se trouve dans le Journal de Crelle après l'équation IP zz l , 

Page 247, lignes 10 — 13. C^est par inadvertance, sans doute, qu’Abel Cita, la tliéo- 

rème II pour prouver la convergence des séries (34). Vraisemblablcnumt il sk^st s(‘,rvi 

du théorème III; en effet, puisqu'on a 

cos m 91 - cos (m -f 1 ) y H ± cos (m + «.) 9 ) = “ H- C r . 

expi'cssion dont la valeur numérique ne peut surpasser celle de Cp > conclut d'a- 
près le théorème III que la valeur numérique des n-\- 1 termes 

m ^ “ m'+T C" + 0 H ± — L, COS {vi + 71) (f. 

est moindre que celle de l’expression . Donc la première série (34) (îst c.onvts-- 

gente, si l'on n'a pas f/)=z (2^ -f- l) 7 r. 
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Fage 250^ lignes 2. Voici le texte du Journal de Crelle: 

F iese Aandracke gelten fUr jeden Werth von werm yri posltiv tut Liegt rn zwlscken 
— 1 tind 0^ 80 7miss rnan 1) wnter den Werthen von x in den Fo^'rneln (1), (2)^ (5), (6)^ 

“cZiV WerfJie x — 2ç7C — xi=:2q7C j 2) in den Forindn (3)^ (4) ; (7)^ (8)^ die 

“ Weo'tJie X = 2q7i: and x n: (2(> -|- V) 7 c aasnelimen. 

jedem anderen Faite sind die in Rede stehsiulen ReiJien convergerF . 

Bylow. 

Le nahnoire XV fut publié le 5 juillet 1827 ; vraisemblablement il fut écrit avant 
le retour d^Abel en Norvège, c^est-a-dire avant le mois de mai de la même année. 11 
était rédigé en français et fut traduit en allemand par Crelle. 

Mênioire XVI. La première partie contenant les sept premiers paragraphes fut 
publie le 20 septembre 1827 dans le second cahier du second tome du Journal de 
Crelle; la seconde partie qidAbel lit parvenir, a Crelle sous la date du 12 février 1828, 
fut publié le 26 mai 1828. 

Üéjà en 1823, Abel avait considéré la fonction inverse des transcendantes ellipti- 
ques (voy. tom. II, p. 254). Dans une lettre datée Vienne, le 16 avril 1826, il dit: 
“ Quand je serai venu à Faris^ ce qui aura iiea en. juillet ou en, août à peu près, je G07mnencerai 
à travailler furieasenient, à Ivre et à écrire. Alors je rédigerai nies Intégrales, ma Théorie 
des fonctuyns elUpiüques etc.” De ses lettres (T, II, p. 261, 262, 268), ainsi que des manu- 
scrits qu’il a laissés (T. 11, p. 285), on peut voir que pendant son séjour a Paris et a 
Berlin à la lin de 1826 et au commencement de 1827, il s’est occupé de la théorie des 
fonctions elliptiques. Comme on le voit, dans ses manuscrits il est question aussi de la 
théorie de la transformation. Comme Abel parle a plusieurs reprises, dans ses lettres 
de cette époque à llolmboe et a Crelle., de la division de la lemniscate, on peut regarder 
comme assuré qu’il ne Fa trouvée qu’a Paris. Abel lui-même a dit a Holmboe “que déjà 
lors de son séjour a Paris en 1826, il avait achevé le plus important de ce qu’il a 
exposé depuis sur ces fonctions etc.” (Magasin des Sciences Naturelles, tome IX, Chri- 
stiania 1828— -1829). Dans la préface de son édition des Oeuvres d’Abel, publiée en 
1839, Holmboe cite les paroles d’Abel un peu difteremment : “Abel me dit que lors de 
son scqour a Paris en 1826 il avait déjà achevé la partie essentielle des principes qu’il 
avançait dans la suite sur ces fonctions etc.” Probablement ccst la version la plus an- 
cienne qui est la plus fidèle. 

Fage 265, ligne 3 en remontant. Plus bas (p. 314, ligne 11, 12 en remontant) 
Abel .s’exprime d’une manière moins décisive sur le même sujet. Voyez au reste p. 527, 
ligne 4. 

Fage 294, ligne 9. Plus bas (voyez les formules 234, 236, 247, 254) Abel démon- 
tre que la fonction est elle-même une fonction elliptique de (i et des nouveaux 

modules 6q , 6q . Le symbole nous semble même choisi pour indiquer l’analogie 
qui existe entre les deux fonctions cp(^ et cjpjL Nous ne croyons donc pas qu’Abel ait 
passé par “le medium des transformations” sans le soupçonner (voyez Annales de TEcole 


Tome IL 


39 
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Normale année 1869^ p. 154^ ou Journal fur die reine und angewandtc Mathematik^ 
tome 80^ p. 247^ Correspondance mathématique entre Legendre et Jacobi). 

Page 306. Entre les formules (92) et (93), les lettres m et g sont confondues 
plusieurs fois dans le journal de Grelle et aussi dans Fédition de llolmhoe. 

Page 314, ligne 11 en remontant Comme on le voit, Abel parle déjà dans la 
première partie de son mémoire de modules singuliers. Dans la seconde partie (§ X, 
p. 377) il s’occupe d’une classe étendue de tels modules, qu’il trouve par la théorie de 
la transformation. 

Page 323 et suiv. La méthode dont se sert Abel pour déduire les expressions des 
fonctions (pa^ fa et Fa en séries et en produits inhnis ne nous semble pas satisfaisante 
dans tous ses détails. 


Page 333, ligne 2. Nous avons intercalé le passage: 

En vertu de réquatÀon (131) le secoml 'inetnhre pre'ud la /ovine anivante 


1 (nil: 

2, J Ij- 1 / 'T 2'/i -|- 1 


A 

1 




2n+iJJi 


(- 0" V 
271 4- 1 


ffi- 


i 


2n — j— 3. 



JK (7} i, \ 
271 H- 1 / 




(O -j- fl a) t 
27H- f 


+/ /^ 


'Ht, <0 -| ' g i 
2n -|- i 


+ 


271 -(- 




•hl tr) ft (7) I 

271 -I- l 


Page 352, ligne 13 en remontant. Abel a (m vue le mémoire XXV, où cependant 
l’application aux fonctions elliptiques ne fut pas faite. 


Page 356, ligne 8 en remontant. Entre le morceau qui finit par: Donc, eteP et la 
morceau suivant qui commence par: ^^Touks /c.s racined\ nous avons supprimé avec 
Holmhoe le passage suivant qui se trouve dans le journal de (Jrelle: 

l_ O 'i 

Cela posé: soit q pins grand qtie - é — ] (— y — ]^) faisons 


Page 366, ligne 8. Nous avons intercalé les mots: ''^dans la fornude (235)'’. 

Page 372, lignes 5 — 7. Ces deux phrases sont incorrectes ou du moins .i.Ticôrrecte- 
ment formulées. Le degré de l’équation dont il s’agit peut être déduit de l’expression 
de l’ordre du groupe linéaire de substitutions k deux indicés (voyez le Traité . des Sub- 
stitutions par M. C. Jordan^ p. 95). 

Page 373, ligne 1. Holmhoe a intercalé les mots: entier'. 

Page 379, ligne 7 en remontant Holmboe a intercalé • l’équation 
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que nous avons gardée. 

Page 383;, lignes 10 — 13 en remontant Voyez page 426, ligne 8 et page 526, 
lignes 4 — 5 en remontant. Lie. 


Le mémoire XVII, rédigé en français, fut publié en traduction allemande le 12 jan- 
vier 1828 dans le journal de Crelle, tome II, fascicule 4. 

Page 396, ligne il. Pour démontrer d\ine manière plus satisfaisante que la fonction 
/ déterminée par Féquation (14) satisfait a Péquation de condition, introduisons dans 

réquatioii identique frjzzfy la valeur . log tirée de (14). Cela donne 



Or cette équation doit subsister identiquement pour chaque valeur de la quantité />y, 
donc aussi en faisant 

fv- — ’ 

ce qui donne 

a ' \ a a’ 

c^est-k“dire Féquation de condition cliercliée. XzV. 


Le mémoire XVIII fut publié le 25 mars 1828 dans le journal de Cndle^ tome III, 
fascicule 1 . 


Le mémoire XIX fut publié au mois de juin 1828. 

Page 404, lignes 2 — 5. Pour la réduction des transformations algébriques aux 
transformations rationnelles voyez Précis d’une théorie des fonctions elliptiques chap. 11 
(t. I, pages 545 —557). 

Page 417. Nous avons ajouté aux seconds membres des formules (47) le facteur 
( — l)'", parce que et j sont déhnis comme les valeurs de g pour ^ = y ’ 

Pàges A2i), 421. Dans la formule (56) nous avons rétabli le facteur — , omis 

par Abe]*, par conséquent la valeur de 1 — et les seconds membres des équations 
(59)^ (.60), (61) diffèrent des expressions correspondantes des Astr. Nadir, par des fac- 
teurs constans. 

Page 421. On ne peut supposer . que 1 — s’annule pour æ-=.% — ^ — que 

dans le eus où le degré de la transformation est un nombre iinpairement pair. Si par 
exemple ^ + V ) X v ) racines, on aura y-— = 7 


39 
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de sorte qu’on aura 1 — c\y^zi:{) pour m 


CO P 


Pour avoir des formules généra- 


les on supposera que l{6 (ï) fasse partie d’un cycle de racines d\)rdre mais qu^il 
ne soit contenu dans aucun cycle d’ordre 2 '"+^. Les racines seront représentées par les 
expressions 

Â((9 + p«), Â(d + p£ + «a), 1(6» + P £ — 

où 

P = 

q = 


0 , 1 , 2 , ... 2 >' 
1; 2, ... m 


^ I , l(tf + 2''£) = la 


Le degré de l’équation p-qyznO sera par conséquent 2^'(2m-|-l). Cela posé 1 



sera un carré parfait; on peut donc supposer que 1 — s^annule pour 8 — ^ 

Les équations (62) subsisteront avec la seule modibcation qidon aura 


On aura de plus ce qui permet de décomposer le numérateur de la fonc- 

tion cp8 en facteurs linéaires, en se servant de la formule (56). 

Faye 422, lignes 3 — 6. Voici le texte des Asti*. Nadir.: 

(p6 'IZ.X8 X{8 fti) -|- X(8 -f- ttj) -j- X(6 — cf,) • -j- X(8 -j- oj^^) XÇ8 — cc.,^') 

“oà cette yucmtitA ee rMidt à zéro pour 'ivne valeur cfuelconque de -8 djou l^oii. pourra, .sv' aon- 
‘‘^vairure aisément que. (p8 doit rester le meme en e.hanyeant 8 co en 8 cest^à-eUre ^ en 

La formule (65) fut plus tard démontrée par Abel au moyen du développement de 
la fonction X en produit (t. 1, p. 434 -436). 


Page 423. Dans le livre manuscrit C Abel démontre la formule (67) en décom- 
* posant le second membre de l’équation 

dip Vx — dïf y» 

)/l — sm‘^ (/' 

qui est une fonction rationnelle de sin^y, em fractions partielles et intégrant par rap- 
port k cp. ' •' 

Page 425. a) Pour la décomposition des transformations on peut voir Ib’écis 
d^une théorie des fonctions elliptiques, chap. IV, § 7 (t. I, p. 589 — 593). 

b) La résolubilité de Féquation p — qy — i) est démontrée dans le. Pi'écis d’une 
théorie des fonctions elliptiques, chap. IV, § 12 (t. 1, p. 604 — 606). ; . 

Pour démontrer la proposition indiquée par les formules (70), (71) on péut établir 
les deux lemrnes suivans: 1) Quelle que soit la transformation dont- il s’agit, il est tou- 
jours possible de choisir les quantités «i, -âa, . . . telles que dans les fonoules (68) 
les nombres Wi, my, ...niy^i deviennent égaux k zéro. 2) Toute fonction ration- 
nelle des quantités X{8 — j— hi ai —j— k.^ ct^ "4" • • • — |— k.ya^ qai ne varie pas, quand oifi 



309 


NOTES. TOME I, p. 42r>— 4(>r>. 

reniplac^G ^ par 0 a i , ]}‘àY et par s’exprime sous la forme 

P 'Z P q étant deux fonctions rationnelles de y (voyez t 

p, O08, 1 llj p. 244). Cela posé, on achèvera la démonstration par un procédé analogue 
a celui qui est exposé t. I, p. 496, 497. C’est par inadvertance évidemment qu’Abel dit 
que les exposans ... Uy sont des nombres premiers entre eux; réqiiation de divi- 

sion de Fintégrale elliptique donne Fexemple du contraire. 

Ihge.^ 425, 426. Le théorème contenu dans Farticle e) peut être démontré par les 
équations (13) t. 1, p. 432, en supposant c^z=:c. 

Plus tard Abel s’exprima d’une manière moins décisive sur la possibilité d’exprimer 
les modules en question par radicaux. Voyez t. I, p. 526. 

Syloiv. 

ÏjO inAvwive XX fut publié dans les Astronomische Nachricliten au mois de no- 
vembre 1828 sous le titre '‘'‘AddiPnm eut niAmolre sur les fonciiotts elliptiques, hiséré dans le 
Nr. 138 dr ce. jonr}ud.'\ 

IjC uiAniolre XXI fut publié le 3 décembre 1828 dans le journal de Orellej tome 
111, fascicule 4. 

Jiiye 451, ligne 6 en remontant. Nous avons intercalé les mots diminué de deiuv 
ivN.itAd\ Lie. 


Jjc 'tn/unoire XX 11 fut publié dans le Journal de Crelle le 3 décembre 1828. Le titre 
y s(‘-mble altéré par une correcliou de Creüe; le voici: 

“aS'/o* le 'nondere des traiisformations différentes qiion. peut fai)*e su.hir à une fonction, 
^'‘elliptique par la. su.hstitutiou dlmie fonction doniiée du premier degré”. 

Nous avons conservé celui de l’édition de Holmhoe. 


Page 461. IjCS équations (11) se déduisent de la formule (28) du mémoire" XIX 
(t. 1, p. 413), en remarquant qu’on a 


p 

■p 

V 

•p 


—J— ? ’ 

V , pour a; = 10 = ^ 

,'(]/— 1 ^ Ÿa ÿ—l ^ 


Hculenient on aura dans le premier membre -de la première des équations (11) r — ( — l)^^d f^ 
au lieu de v ô p. 


^ Page L’équation (19) est en défaut pour la première valeur de d, comme Fa 

remarqué llobnhoe. En effet on trouve, pour 


et pour a 


c5‘=(2n+l.)^ 

U) i 2 // (O 




2Vï=“«+>iT,„ 


1 


J, ^^2m(2n+l) ^2 

b ) 
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4 


()' = (- 1 ) «- 2 
^ ^ (ü 



1 

2i W+l ^ ()> 



Syloiü. 


Le mémoire XXIJI fut publié le 3 décembre 1828 dans le journal de CreUe, 
tome 111 y fascicule 4. 

Le méynoire XXIV fut publié le 25 janvier 1829. Dans plusieurs endroits nous 
avons rétabli le texte primitif* diaprés la copie de CreUe. 

Le mémoire XXV, daté le 29 mars 1828, ne parut cjue le 28 mars 1829. Autant 
que nous savons, Abel s’occupa pour la première fois de cette théorie a Paris dans 
les derniers mois de Fan 1826. Dans le livre A, qui date de cette année, on trouve 
quelques pa^es de notices qui contiennent tout ce qui est exposé dans la première partie 
du mémoire jusqu’à Féquation (35). 

En 1827 (livre B) il voulait rédig'er ce qu’il avait trouvé, niais il ne possédait pas 
encore toute la théorie. On lit en effet dans une ébauche de l’introduction du mémoire 
une proposition erronée que voici: 

“67 toutes les raehies (Time Aepmtion rTwa degré quehompie saut liées e^ntre elles de la 
'‘'‘mardhre. qiion puisse exprimer toutes les radues ratioimellemeui en Tuue (Telfesy eette équntion 
“ est 'nécessairement résohihle algébriquement^ 

Mais il ne tarda pas à découvrir l’erreur commise, car imuKidiatement après il 
recommence, et cette fois il lait une rédaction complète de sa théorie, qui jusqu’au théo- 
rème IV ne diffère que peu de la rédaction finale, excepté seulement l’introduction. Le 
reste est moins achevé, quoique les résultats sont les memes. 

Dans le livre C on trouve un brouillon de Fintroduction du mémoire, et immédiate- 
ment" après une sorte de table des matières. 11 ny a aucun doute que cette dernière 
n’ait été écrite après la rédaction finale du mémoire, puisqu’on y trouve les théorèmes 
et même des formules avec leurs numéros définitifs. Elle embrasse, outia^ ce qui fut 
imprimé dans le journal de CreUe, encore • un sixième et une partie au moins d’un 
septième paragraphe, qui y sont mentionnés dans , les termes suivans: 

“§ 6. Fonctions elliptiques^ miz 1 cî)''^). (107) ^ est un 

- etc, a Taide cT'une équation (in .deciré q, 

“(?)Z=0) (116).” ' ■ '■ 

“§ 7. Fcrrntules pour la, iriwisforinittion des f miction s ellipt: ■ 

(134 générale) V' 

(142) F{iF e,)-aF{ey e) 


'‘hiornbre entier, on trouve q)^(yn - ai) 


Dans l’ongiiial on lit a f 2«. -f- 1 ; e’est évidemment une faute d’écriture. 
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(144) 

(145) 

(146) 
(151) 


OU ei — . (siïi Oi . sin ^3 . . . sin 1 )^ 

siii 6^3 .. . sin 6^27n-2 

(I — 

sin ( 9 ^ . . . sin 

i// 1 = <9 + tang (tang 8 . Ai) arc tang (tang 0 . 

F(0^, e)=^ f(^^, e) 

F(4i',c') = aBX6',c)-, c,=yr-.f; 
tang(45“ — (//) zr tang (45® — 1 ff') . . . — — J Sr*- . - - . 

° ^ ^ ^ ® ^ ^ ^ 1 + -. 4 i sm é?' 1 -f- sin 


Dans le sixième paragraphe Abel voulait donc traiter le problème de la division des 
périodes des fonctions elliptiques dans le cas oii Ton a co — û> ï . Les formules du 

dixième paragraphe des Kecherches sur les fonctions elliptiques lui en donnait le moyen. 
Notamment on en déduit sans difficulté Fexistence et la résolubilité de féquation rznO. En 
effets supposant que le nombre )n soit pair^ ce qui est permis^ on trouve pour cp(^m. + ai)8 

une expression de la forme cp8 . - , Pet Q étant doux fonctions entières de (p^8^ dont 

les coefficiens sont rationnels en et qifon peut supposer sans facteurs communs; pour 

P’ 

(p(2(,i -{- \) 8 on a une expression analogue: (p()2(.i 1) 8z:z fp8 . . Or si Ton fait 


(p^8 — x^ et qidon désigne par v le plus grand facteur commun des polynômes Pet 


il est facile de voir que les racines de réquation t’zrO sont les quantités (p^ p'il , 

ou bien 7 ^ ayant les valeurs 1, 2, 3; 


Les formules (142), (144), (145), (146) ont passé dans le mémoire “Solution dhm 
problème général etc.”, qui fut écrit après celui dont nous nous occupons, quoique il fût 
imprimé le premier (voyez t. 1, p. 422, 423). Sans doute Abel comptait faii'o d’autres ap- 
plications aux fonctions elliptiques, pour lesquelles les formules de transformation des 
“Recherches’^ ne lui auraient pas suffi. On ne peut faire que des conjectures sur l’objet 
de ces applications ultérieures. 

Dans les passages où Abel cite les Disquisitiones Arithmeticæ de (jauBin, nous 
avons remplacé les chiffres des pages par ceux des articles pour faciliter Femploi des 
Oeuvres de (jœilhs, 


Foge 491, L’équation (42) devient illusoire si est nul. Mais puisque dans le 
calcul ■ précédent on peut remplacer par vi pourvu que l soit premier à il est évi- 
dent .que, si pt est un nombre premier, le procédé indiqué conduit toujours a une expres- 
sion 'de /r qùi' n’a que fx valeurs diflférentes* {Si au contraire ^.i est un nombre composé, 
la quantité iq pourrait être nulle pour toutes les valeurs de i qui sont premières a q. 
Pour avoir dans ce cas une expression qui a la propriété voulue, soient 

/ 1 ...1 1 \ 


iC — A + Va Vf. P J , 

P 

1 

n a* 8 a: -|- 8^^ .r -j- . • . 
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1 

V U zizx Hx -j- 6'^ x -|- . . . -j- d^~~^ x^ 


tTt , . 2 ?t 

a zz cos h y — 1 sin — • 

fl fl 

En faisant de plus 

1 m n J) 

V f^ =v„yvi^ . . . v^f^' , 

il est facile de Yoir qu’on poiimi choisir les nombres m, ■«, . . . p telles que les radicaux 
11 1 

; • • • s’expriment comme il suit: 

1 «, 1 /j, 

= y vy, v.y = v ... v,= ; v . 

l-\i(je. 493. TJiéoretne V. Dans l(i manuscrit dont nous avons parlé plus haut 
(livre B), Abel fait l’observation suivante: 

^'‘Dcvns le cas ou (.i est un nombre i'mpair on ‘peut 'meme se dispenser de l'extraction de 
'Ha racine carrêe^\ 

On a en effet 

/ 

zzc + d '^ — 1 zz (Va )'“ (cos d 4" V— 1 sin d), 

donc' 

a ^ cos ()' a ^ sin (V 
c d 



Dans la copie de Orelle cette remarque nV.st faite que pour l’équation qui détermine la 
quantité cos • 

Fage 506 en haut Abel paraît répéter rénoncé de (iauss sans se souvenir qu’il 
traite un problème un peu différent. 11 vient en effet de prouver que pour déterminer 

les quantités cos q-- il suffît 

1) de diviser la circonférence entière du cercle en u parties égales, 

2) ^ de diviser l’arc d en n parties égales, \ 

3) d’extraire la racine carrée de la quantité . .. • 

Dans les Disquisitiones Arithmeticæ art. 360 l’expression ‘^sectio circuli;’ signifie la 
détermination des quantités cos . et sin — r--; . Toutetois, si n est un nombre im-” 

^ -j- 1 2w 1 . , ^ 

pair, les opérations indiquées ci-dessus suffisent aussi pour la détermination. d(^s sinus, et 
de plus le radical Vç peut être éliminé. ^ 

Fage 507. La copie de Orelle contient encore quel(|ues lignes du commencement 
du sixième paragraphe : 
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À:ppUc((Moji (uu: /otictions elUptlcpLet^. 


Du‘H)^ le.^ 1 ‘ erJ ter cJ ie.fi ,sar les fouctioïif; elliptiques insérées dmts le cahier //, tome JJ de 
‘‘6T Journal j ai iiémo’ntré que les deux quantités 


'^seivnt racines dJine même équation 

(77) R = 0 

^^d.u degré. (2')i -}- 1 )^'^ — 1 ”. 

^^]ja fonction cpazz.e est déterminée par la for) i mie 


P da 

J - 


J y(r~c^x^)(i -fe'^x^) 

( 'Cla est rayé par un trait de crayon qni enlève en même temps la note qui se 
trouve au bas de la page 507^ et qui ne fut pas imprimée dans le Journal. La date 
“ (Jhristianài, le 20 mars IfS2S'\ paraît être de la main de Crelle. 

A la fin du mémoire on trouve dans le Journal la note suivante: 

“L^auteur de ce mémoire donnei'a dans une autre occasion des applications aux 
‘‘fonctions elliptiques. (Note du réd.)” Hylme 

Le mémoire XXVI fut publié le 28 mars 1829 dans le Journal de Crelle^ tome IV, 
fascicule 2. La copie nous a servi en plusieurs endroits a rétablir le texte original 
corrompu par des corrections de Crelle. Voyez tome II^ page 251 — 263. 


Le mémioire XXVII fut publié le 28 mars 1829 dans le Journal de Crelle , tome 
IV, fascicule 2. Dans la copie la date paraît être ajoutée par Crelle. Le 6 janvier 
Abel était a Froland et vraisemblablement déià malade. z . 

Ménioire XXVIIL A la mort d^Abel le' “Précis d’une théorie des fonctions ellipti- 
ques” était encoia^ inachevé. Les trois premiers chapitres furent publiés le 10 juin 1829, 
le quatrième et le commencement du cinquième chapitre le 31 juillet 1829. Nous y 
avons pu ajouter quelques pages diaprés lui fragment du manuscrit d’Abel retrouvé en 
1874. '•Avec cela il faut croire qvfon possède presque toute la première partie du mé- 
moire.’ -Notis n’avons rien trouvé dans les papiers d’Abel qui nous paraisse appartenir 
à la secondé 'partie. 

f A plusieurs endroits nous avons rétabli le texte primitif d’après la copie de Crelle. 

Fage 522, ligne 3 en remontant. C’est par inadvertance, sans doute, qu’Abel dit 
qu’on peut avoir * -f- égal a l’infini. En effet on a (voyez t. II, p. 194) 

dH\ — 1~ -j— • • • — d^!^ m Oj 

or en faisant 


Tome II. 
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NOTES. TOME I, p. 5-22— .'l'iS. 


fA. il 

/? = (! + 6*^) ^ — 2 


les quantités s^annulent toutes, cFoù Ton conclut: 

^ 1 6^2 “j“ •••-)- ^^ O, 

i “t- ^ 2 H~ * • * ~1~ ^ 

Cela n’est nullement en désaccord avec ce qui est dit p. 535, article B. 

Page 523. Dans les formules du if‘ 6 nous avons corrigé quelques fautes d’écri- 
ture. On obtient ces formules comme corollaire quand on traite de la résolution de 
l’équation de transformation du degré En faisant 

'im (7) - 4 - m' O) h 

a — -, — — , 

2// + 1 ’ - 


1 1 { 

1 ^ 



( i-a ) ( 

‘ ) • ■ 

l un 1 


(1 — X'^a) ( L — c-x^X^tu) ... (1 — X^x^X^^m) 

on a 

dx ^ —a(W 

V{i — y^) (1 — y^j y(i — (1 — x/^j 

Pour résoudre l’équation (a), on est porté à considérer la fonction 

ilJ,e = Iâ>'PX(0 + 'pa), (p = 0, 1, 2, . . . 2^0- 

Or puisqu’on a a) = ô-np, 6^ les fonctions + ^ y (ip tpr0,ip,6 

s’expriment en fonction entière de g et du radical ]/(l — py(^i (voyez t. II, 

p. 244 — 250), et l’on voit aisément qu’on peut faire 

"'g [p, .J(p, «,)], 


('>) 

d’où l’on tire 


= ( -7^ f'"' [/>- -qrJ(ÿ, «OJ, 




Il est facile de voir que /v est une fonction impaire, <7,. une ibnction paifo do y; on 
peut donc conclure que la valeur de la constante fr est contenue dans l’exprossion 

O rrii ù)i -\- 7Hi (Oii 
. ’ 

en désignant par 2(3^, respectivement la fonction elliptique et les péri.odcs nila- 
tives au module c^. En faisant dans l’équation (b) t» = 0, on trouve pour /; cette autre 
expression • 
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(«) /, = + -'^--,/v(0) = ± 


la 


sm 


2 m 


V' + l 


1 2a . sin 


4m 


2,« -j- 1 


-|- li^icc . sin 


2/4î*7r ) 

2/X+ 1 I 


j'r 


bi Ion tait a — constante devient réelle; on a donc dans ce cas 
■^ 12 ^ 7 * Maintenant l’équation {h) montre que l’une des fonctions 


s^annule pour y — -^i c’est-a-dire pour D’ailleurs^ a des valeurs diffé- 

rentes de r répondent évidemment des valeurs différentes de 7 n^ ; on a donc, pour une 
valeur quelconque de }n^ et pour une valeur convenablement clioisie de 


l 


w J ( 7 ) 




m I (i) -j- 


+ ô^'-X 


miù) 2(0 i 


I ÿ2fxr I _ A 

' 2/i + 1 * 


En taisant a zi j trouve la seconde formule. Nous avons généralisé ces résul- 

tats dans un mémoire inséré dans les Comptes rendus de la Société des Sciences de 
(Jliristiania, année 1864^ p. 68; dont voici la conclusion: 

Si l’on pose 

(D' :=! mûj ncoij 


w' zzm'tü ~|- n' toi y 

ni et n n’ayant pas un meme facteur commun avec 2^/ -|- 1 ; on a pour un module quel- 
conque 

2// + 1 • 


(pzrO, 1, . . :2n). 

Il n’y a pas de doute que c’est de la manière indiquée ci-dessus qu^Abel a trouvé ces 
relations remarquables; les fragmens qu^on trouve imprimés t. Il; p. 250; 251 le démontrent 
assez clairement. La manière la plus expéditive de les vérifier est pourtant le dévelop- 
pement en séries. Voici une vérification que M. Kroneckpr a eu l’obligeance de nous 
communiquer dans une lettre datée le 25 mai 1876: 

“Nach Jrwo/£s Fundam. pag. 101 Formel 19 ist: 


sm am 

fl V • 


TT 


TC- 


“ also 


i h K 


(fx, »' = !,. 3, 5, 7 . . .) 


éî* an -f 


-7- 


: sm am 


ArK 28K'i 
n 


V 2 rTl i 

^ (iin-{-2s) - (2s-\-v) 

- 2 q 2n fj n ^ q 

r,fi,v r,fi,v 

(r = 0, 1, 1) 


y 2rn i 
(fin — 23)— (2s -^r) 


^‘Hierbei ist um die Convergenz zu waliren .s‘<y vorauszusetzen wenn .s positiv; oder 
« wenn <s* negativ ist. Bei der Summation über r=:0; 1; . . . ?? — 1 bleiben nur 
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a 16 


“diejenigen Glieder übrig^ bei denen imd resp. 2s — v durch n tlioilbar ht, 

“also wo 

2 5 -[~ ^ — 2 s z:zl'v 

“wird. Dabei sind X und X' positlv da s^< iind jene Summe wird also 


(fxn -f- 2.S) (Xu — 2.9) ~ i/u'n — 2.9) (À'w -j- 2.9) 

71 3 q 71 ^ q , 

••und diese Différent ist offenbar ISfull, da ill' — I and X' zz f,i gesetzt Averden kann, da 
'•‘X^ X' ebeiifalls aile positive ungraden Zablen bedeiiten. Also ist 


■irsJi. i 

sin ain 


ArK+2HK/i 


(p = 0, 1, ... n—iy 


“und zwar fur die Wertiie .s* = — i . . . } . Durcli Vertauscliung von A" und 

“A"' etc. folgen die anderen. Aber aucb diese koniiten direct abgeleitet werdeir”. 


Les Ibrniules du if 6^ ainsi que la formule (fî)^ peuvent encore être déduites d'une 
formule de Jacol)l qu'on trouve dans le Journal tür die reine und angewandte Mathe- 
matik t. 4^ p. 190; ou bien de la formule qu’a donné M. Jkrnute dans le même journal 
t. 32; p. 287. 


Fages 526; 527 (n" 9). A cet endroit; le dernier oii il parle des inodid(îs singuliers 
qui admettent une multiplication complexe; Abel ne maintient qu’avec une certaine 
réserve la proposition qu'il avait déjà avancée (t 1, p. 426) sur la possibilité de les ex- 
primer par des radicaux; il ne Faffirme avec certitude que pour le cas oii le l'apport 
des périodes est un nombre rationnel. Mais dans ce cas l’intégrale elliptique peut être 
transformée * en une autre dont le module est égal à ou bien si l'on venta V — 1; 
ce n’est donc qu'une consécjuence presque immédiate de la théorie de la division de la 
lemniscate. Cependant les prévisions d’Abel ont été pleinement confirmées par les travaux 
de M. Kro-neckev (Monatsbericlite der Konigl.- Preuss. Akad. der Wissenscbafteii; année 
1857; p. 455 et année 1862; p. 363). ‘ . 

La résolubilité de l'équation modulaire est une conséquence immédiate de celle de 
féquation de division des périodes; la résolution de cette dernière équatioii; pt)ar le cas 
des modules singuliers; devait être traitée dans la • continuation de ce mémoire (voyez 1. 1 1, 
p. 310 en bas et p. 313 en haut). Sans vouloir entrer en détails dafis- cette, uia- 
tièrC; nous exposerons aussi brièvement que possible comment cette résolution peut être 
réduite à des principes posés par Abel. D’abord; puivsque tout module peut être trans- 
formé en son complément; on peut définir les modules en question comme ' ceux qui se 

transforment en eux-mêmes (^par une transformation dififérente de la suivante; ^ \ • 


Donc on aura; en vertu des deux premières formules de la page 525 (nous changerons 
seulement les signes des lettres *// et 7i'), 



KOTES. TOME I, p. Wll. 




8 . 2û) zz 7n . 2(5 — n co /, 

8 . coi ZZ w' . 2cü 71 coi, 

ce qui donne pour le rapport des périodes et pour la quantité e les équations suivantes : 

-[- ( 71 ' — 7 //) 8 -{- nm! — 7ïi 7 / zzi), 

'hÇco i)^^ — ( 7 / -(- 7 / 7 ) (co?‘) (2^) -f- 7n ' . (2(5)^ 1 = O. 

On voit qu’on peut se borner aux deux cas suivans 

}n ZZ n!, 8 — '\/ — (pi'71 — =: y — a , 

, , 1 + y — [4 in.'n — 4 — 1 ) — 1] 1 V — a 

?/? — 7/. + 1 , 8 ZZ zz: - - • 

17 9 


Gela posé;, on aura la transfbrniation d’après les règles du mémoire “Solution d’un pro- 
blème général etc.”, en taisant dans les formules (68) (t. I, p. 423) 

— '>n/ 2à> -j- m o) i 

^ — Is ’ 


,-v — n' -h n lo i 

v = 2, a^= 




â désignant le nombre nécessairement 


/j/ 71 — /jf 7 / • on aura ainsi un résultat de 
À(8â-i-a)z=f(X{^), 


la forme 

(d) 

f dénotant une fonction rationnelle. 

En remplaçant dans béquation {(ï) H par co — • 6, ou voit que la quantité a sera de 
la forme 

(2'<'+l) Y— « — « 2 • 

Cela posé, on tirera de l’équation {(ii) la valeur de X‘^(8ti) en fonction rationnelle de 
et du radical /JB, 

Soit maintenant un nombre premier impair, et faisons 


^zz 


2p (if -|- <j[ O) i il 


le radical est exprimable en fonction rationnelle de ? de sorte qu^on aura 

^ en fonction rationnelle de — i , 

. f* * • ■ 

‘l), ou Lien 

Or nous pouvons supposer les nombres p et cf tellement choisis que le premier membre 
de cette équation difïère des quantités ‘y- , r étant un nombre entier (le seul 

cas d^exceptioh, celui où q divise a la fois les trois nombres 71 / 71 ' ^ -tu, m', nous est 
sans importance, puisque alors de module admet une transformation plus simple). Cela 

étant, toutes les racines de l’équation proposée sont contenues dans l’expression X^ . 
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En désignant par F et ip des fonctions rationnelles, on a 


Xi 12 . £ 

V /' 


1^ 


en 



II 

J ^ 




Or en faisant de la même manière 


r- 


0*1 ~r ^ 

fl 



il est facile a voir qu^on a 

V, V.. ( 1* «. ( i ) = 1> t±^^m±llâR . 

égalité qui entraîne la résolubilité de l’équation proposée par les règles du “Mémoire sur 
une classe particulière d’équations etc.” § 4 (t. I, p. 499). 

- Dans le cas où est de la forme q et f étant des nombres entiers, féqua- 

tion de division des périodes est réductible; Abel a effectué cette réduction pour le 
module V — 1 dans les Récherches sur les fonctions elliptiques (t. 1, p, 353 — 355); voyez 
de plus t. II, p. 310, 311. 

Si au contraire f/ ffest pas de la forme , toutes les racines peuvent être re- 
présentées par l’expression en prenant pour r-|-.ç£ une racine primitive du 

module fx. Si nous ne pouvons pas assurer qu^Abel a connu Fexistence des racines pri- 
mitives parrais les nombres de la forme r en général, au moins le livre manuscrit 
A le montre cherchant, déjà en 1826, la racine primitive 2 -f- 2 a l’occasion de la 
division de la lemniscate en 7 parties égales. 

Le dernier alinéa du n" 9 est assez étrange; Abel aurait donc cru que toutes les 
racines de l’équation modulaire étaient des fonctions rationnelles de deux d^entre elles, et 
ce serait de cette proposition erronée qu^il conclut qu’on peut exprimer toutes les 

modules transformés par un d’eux a l’aide de radicaux. Mais nous croyons plutôt qu^en 
écrivant la première des deux phrases, il a momentanément confondu l’équation modulaire 
avec l’équation de division des périodes, qui a précisément la propriété en question, 
voyez t. I, p. 599 et 600. La seconde proposition fut confirmée par les recherches de 

Galois (Journal de Mathématiques pures et appliquées, année 1846 p. 410 — 412), dont 
les résultats ont été retrouvés et démontrés par MM. Uermite et Jordan . 

Page 527, n” 10. Les fonctions cpx^ fœ sont sans doute les mêmes, dont parle 
Abel dans la lettre a Legendre (voyez t II, p. 274, 275), et qui ont été traitées depuis'^ar 
M. Weierstxass (Journal fur die reine und angewandte Matheraatik t. 52, p. 339 — 380). 

Le livre manuscrit G contient vers la fin un calcul qui a pour objet de déduffe les 

équations différentielles auxquelles satisfont les fonctions cp.r et /.?*, en partant des 
équations 
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En différentiant la seconde équation deux fois de suite par rapport a ^i;, et faisant .r zz: 0^ 
il trouve 

f"!j:fy-iryr=<fyf Kfyf, 

OÙ par conséquent 
de même il trouve 

— 9" y ■ fy + ( ^yf — « (ryT- 

Puis il écrit les équations 

(./■''/)=' -/"(y) •/:y = «%'//)^ 

(9'yT — f"y ■ fy = U'yfy 

soit que les constantes a et h fiassent connues dùivancc, vsoit qidil les suppose déterminées 
pour que ces relations aient lieu. 

Il déduit de la même manière réquation 

-.//y - ^r'!j -Tif + Kryf ^ 

en se servant^ pour déterminer les couvstantes, des développemens 

(pxzzx , 

C^est a peu près tout ce que nous avons trouvé sur ce sujet dans les manuscrits d'Abel. 

Page 528, n*' 11. Nous avons cherché en vain dans les manuscrits d’Abel une in- 
dication de la méthode dont il comptait se servir pour étendre ses résultats aux modules 
imaginaires. 

Page 531. La note au bas de la page contenait primitivement la démonstration du 
théorème appelé par préférence “Théorème d’Abel”; dans une rédaction presque identique 
à celle du mémoire XX Vil (t 1; p. 515). 11 paraît qidAbel ne s’est décidé à en faire 

un mémoire à part qid après avoir expédié son manuscrit à (JreUe^ et que celui-ci; sur 
sa demande; .a 'substitué à la démonstration une citation du mémoire XX Vil. 

Page 535; lignes 6; 7 en remontant:' sera 'facile de dêtnoatrer <jnelle m'a égale à 
; ûà 'valeur de g étant détermime- par réquation (14)”. Voici comment le démontre 
lA. 'é^roch dans son Traité élémentaire des fonctions elliptiques : 8i Fou fait 

(/.«)'— i.<p = (*' — ■■''ï) 0'^" - '''P • • • G'"" — (•'■" —y), 

{ypeÿ — !sy = . . . G»"*— *L-i) 

en supposant les fonctions fx et paireS; cpx et f^x impaires; les équations 

f X — |— epx ,Jx/ zz ( ); f — |— (p>^ X . ^ X zz 0 
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seront satisfaites en substituant pour ^ une quelconque des quantités 
En éliminant J.v on en tire 

/.r . cr - - /\ a: . cp ic — 0. 

Or puisque le premier membre de cette équation est une fonction paire de du degré 
4n — 2; ses racines seront ±.'<' 1 , ±-^ 2 ; • • • ± 1 ? donc on a 

./■(O) . <-/>i(0) Z= e ail J ; 

mais on a 

/ ( 0 ) ZI — ,ri cTa • • • ‘Tii/i 1 y P Cfi(i )) — ±6 /r 1 ~ , 

donc 

“ Cl/ 

Page 537, ligne II en remontant. Dans le Journal, ainsi que dans la copie de 
Crelle, on lit: 

Cela 'ponS^ d l'on. ,sHp/iose tontes les r/ nantîtes , s. „ , • • • // égales a des e.onsta.n- 

‘‘d.es détenninéesd 

Nous croyons rendre la pensée d’Abel en effaçant la lettre . En effet, si bon 
fait varier et . 17 ^ en supposant , ...y constans, sera une fonction de x^ 

ainsi que les dérivées partielles de y et de v par rapport à aq ; ip'y au contraire devient 
une constante. 

Page 548, lignes 10 — 15. Dans le Journal ce passage est gâté par une correction 
de Crelle; nous avons rétabli le texte d’Abel diaprés la copie. 

Page 563, lignes 12, 13. En désignant par a une racine de béquation r= O, 
est racine de béquation si ni est un nombre impair; au contraire, si m. est, 

un nombre pair, est racine de réquation = 0 . 

Page 568. Théorème VllI. Ce ne sont que les modules qui resteront après rem- 
ploi du théorème VI qui satisferont nécessairement à béquation ê5f//, (/) zz « e) C. 

11 faut en effet remarquer que quand on fait risage du théorème II, ou d’un des théorè- 

mes qui en dérivent, quelques-unes des fonctions t/q , bq ^ 2 , ... pourront bien se. 
réduire a des constantes. Cela arrive notamment ■ si a des valeurs données de 
<'^' 1 , , yi , 772 , . . . et a une même yaleur de répondent deux valeuirs 

de Jnitm] car dans ce cas les membres de bexpressîon 

dtm I 1 I . " J 

Jtrd JTJ' "T ^ J? ■■ , "■ 

m 

se détruisent deux a deux, d^où bon conclut que dans la formule (75) p. 541) la quantité 
Tm (ou 8rn comme elle s’appelle dans bénoncé du théorème Vlll) est une constante. 

Fages 584 — 587. Pour qu’on puisse faire c' zz (p. 585), il faut que cc ne soit 
ni nul, ni infini, ni égal k ± 1 . 11 est facile de voir que dans le cas qibon considère, a 
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ne saura être nul ou infini ; au contraire a sera nécessairenioiit égal à ± 1 ^ si f.i est iiii 
nombre pair. Pour avoir des formules générales on déterminera la quantité d par les 
équations 

dg — _y dg = .r/c' 5 

en faisant do plus 


X J (V -p S J X X J J X 

— ^7)1 ... U.m — <1.4//— 7n • 

:p — qy = -- hy(z — x){z-~4)-^x){z — i}-‘hv) . . . (s — 

En faisant dans cette équation — p — qy sera un carre parfait; on peut donc 

supposer que y devienne égal à ^ pour .r zz: 

En faisant lu z= ^^ (0) zz d; on a 

.v; _j_ _| 4_ //; zz d{()) + H P- (0) zz: 0, 

d’où l’on voit que q' s’annule pour .rzizd. Cotte qiiantit(3 d est donc précisément celle 
qui doit figurer dans rexpression do q qu’on trouve au commencement de la page 587. 

Les formules fl 02) sont exactes dans tous les cas; la valeur de 6*' sera • 

Fage 588. Valeurs de a, h, l/i 

En faisant d., zzcq on peut toujours supposer que y devienne égal a 


1 , — 1 , 


pour dt égal a 


ce qui donne 

a zz d' ziz 1 ; h zz: ± a — 

i -p cF f/> X 

y zz — — 7 

cpic dénotaîit la fonction (x , 0x,8'^x ... aura 


Rige b91. Le signe de la quantité A pourrait paraître incertain. Pour le déter- 
miner on fera dans les formules (13) et (13') (t. p. 533) toutes les variables 
infinies^ en mrpposant AxiZ=:-\- cx^ ] en raisonnant comme le fait Abel p. 535 pour les 
valeurs infiniment petites^ on verra qidon a Ayz=.-\-cy^j c’est-a-dire A = ’ 
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Le signe de la constante a peut être déterminé au moyen des formules (48) et (49) 
p. 543. On trouve 


a=r(~ 


e: e 


1 2 


..e^ = (-iy 


2it + 1 

* 


Page 599 à la jin^ et page 600. On sait que 6 %;^ est une fonction rationnelle de e 
pour toutes les valeurs impaires de w; de plus on a — ^^ 2 ^— i; ^' 4 == — 


■ 61 . La formule 


^2ni • 


2 c Je 
m m 

1 — e± 


donne 


z/ e^ 




par suite e^ k ou s'exprime en fonction rationnelle de e et de e\ 

’ 1 — c - e 

Le second membre de la formule (196) doit être précédé du facteur ( - l)^^ 


Page 608. Dans renoncé du théorème Xlll Abel suppose évidemment qiéil n’existe 
aucune relation entre les memes fonctions elliptiques qui ne contienne pas toutes les 
modules ci . . . 

Page 609. La partie du mémoire qui fut publiée dans le Journal de CreLle termine 
par la ligne qui suit la formule 211 ; elle fut accompagnée de la note suivante de 
l’éditeur: 

“C’est jusqu’ici que ce mémoire est parvenu à féditeur. Mr. Abel est mort sans 
“Favoir fini”. 

Ce que nous avons ajoute est la reproduction de deux feuilles écrites do la main 
d^Abel; qui furent retrouvées avec d’autres manuscrits en 1874. Le contenu et les 
numéros des formules font voir que c’est la continuation immédiate de la partie imprimée 
clans le Journal de Crelle"^). 

La rédaction paraît être parfaitement achevée; l’iino des feuilles porte môme un 
avis au compositeur. . • 

Page 613. Si le degré de la fonction; y, :e$fc . un nombre pair^ le degré du numéra- 
teur étant plus grand que . celui du dénominateuiÿ’la fonction y a la forme, suivante 

(1 d x^) (1 — d . ,(r T— cc^) %* 

dans ce cas on ne peut trouver la valeur de ^^(y; c') par le procédé indicjiié par Abcl^' 


*) Nous avons d’ailleurs cliaiigé les numeros dos formules li -partir du n® KiT p. 580 pour romodier 
il une faute d’écriture et à quelques omissions. 
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inais on trouve^ soit directement, soit en faisant y = ~ , y' étant la valeur de y qui 


répond a la formule (222): 


<5„0y , .') = 2y« «) _ j ^ + . . . + | ô(.,, 

12 ^ 






NOTES AUX MÉMOTRES DU TOME IL 


D’après 1g témoignage de Ilolmhoe les mémoires 1 — XIII du second tome l'urcnt 
écrits avant les voyages d^Abel. Ils datent donc d’un temps antérieur au réveil de sa 
critique dont il parle dans ses lettres a Uanstmi. et k Ilolmhoe^ voyez t. p. ' 257^ 263. 
Dans ces lettres il désavoue fortement la métliode peu rigoureuse dont il s’est servi dans 
plusieurs de ces mémoires. Nous ne parlerons; dans les notes suivantes^ dos erreurs que 
nous y avons remarquées^ que quand nous aurons k rendre compte de corrections o\i de 
suppressions. 

Les originaux sont tous perdus; il iTexiste donc pas pour ces mémoires d’autre 
source que l’édition de llohnlm. 

Mémoire IL Entre la troisième et la. quatrième ligne p. 13 nous avons sup})rimé 
deux formules issues d’une différentiation incorrecte. 

Mémoire V. Nous avons supprimé la dernière' partie du mémoire; une page k peu 
prèS; où Abel pose + /Dy + 0/ ~l“ /)? parce, ..que tout ce morceau est gâté dès 

le commencement par une faute de calcul. ; .y * ' 

Les mémoires VllI et IX ont été commentés par Jaoohi (Journal für dfo reine .niid 
angewandte Matliematik t. 32). En faisant e = 0y les dernières formules du mémoire 
IX conduisent immédiatement k l’équation (2) de Jacohi. Elus tard ,Ies\ recliorclKis' 
d’Abel et de Jaeoùi ont été poursuivies par M. Fvrhs (Journal f. d, reine ,und .angew. 
Math. t. 76); et par M. Froherhis (t 78 du meme journal). 

S/jioïv. ■ ■ 
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Mémoire XIII. Page 94; lignes % 3. Voici le texte de F édition de Hohnhoe: 
effet, comme — 0 ^ et comme — a est la seule quantité qui a une valeur 

différente de zéro, il est clair etc.” 

Page 105; ligne 11 en remontant; après le mot ^^illusoires” nous avons supprimé la 
plirase suivante: ‘V/5 alm‘s cest seulement réquatioyi du numéro 17 qui peut avoir lieu\ 
Le n” 17 est le iT* 16 de notre édition par suite d5ine correction des numéros faite 
plus haut. 

Page 109; ligne 13 en remontant; après les mots '‘‘■ou voit que M esP nous avons 
supprimé les mots '■‘tout au plus”. 

Ligne 4 en remontant; le texte de réditiou de llolmhoe est le suivant: 

M . . à T' 

^‘.jy après la. valeur d.e -, - U est aisé d.e conclure cnie — — a la 'meme forme. Soit 
‘ N ^ dx • 

donP. 

Page 125; ligne 9; nous avons mis ■^2n-{-4:^m” au lieu de “2n -f- 4>9/?.”. 

Page 138; ligne 4 en remontant; nous avons ajouté au second membre le terme 
-r-- ; par suite nous avons miS; p. 139; ligne 1; n-{-l au lieu de n. 

Page 146; ligne -9 en remontant Dans Tédition de llolmhoe la phrase '‘‘■mais U 
faut observer que A change de valeur” est suivi des mots ‘ht moiois que M' ne. soit constant, 
coynme dans Vexeinple 'précéda if . 

Pages 176 — 180 il a fallu corriger quelques fautes de calcul; par suite de ces cor- 
rections il a été nécessaire de mettre; p. 178 lignes 8; 9 en remontant; les mots ‘‘‘■conteim 
entre les limites 1 et 0” au lieu de contenu entre les limites — 1 et — De plus nous 
avons supprimé la phrase “ÆV/. différeniiani la vahmr de y 'par rappoyi à on verra que 

est tou/jours positif, lorsque n est positif”, laquelle dans Tédition de IJol'mhoe se trouve 

après la valeur de 'y, p. 178 ligne 5 en remontant. 

Page ISl, ligne 12 et 13 en remontant; nous avons corrigé la valeur approchée de 

; et changé le texte de Tédition de lioknhoe, qui est: ‘hZow; la plus grande valeur d.e 

est 1 = 1, . reçoit Sa moindre valeur en faisayit aznl”. 

Sylow. 

'.'^Le mênioi/re XIV fut traduit en^ français diaprés un original écrit en allemand; qui 
maintenant -isst perdu. Il fut; croyons nouS;, écrit k Preiherg au mois de mars 1826. 
Voici notre Taison: Il est; ' d'après ce qui dit llolmhoe, le seul mémoire qu’Abel écrivit 
en allemaqd. Or nous savons par une lettre d’Abel k llolmhoe, quhl avait écrit k Prei- 
berg un mémoire en allemand qui devait être imprimé dans le Journal de Crelle; mais 
puisque llolmhoe dit dans la préface de son édition que tous les mémoires d’Abel imprimés 
dans lé Journal de Crelle, étaient rédigés en français; il faut croire que le mémoire de 
Freiberg' n’y fut pas inséré; cela s’accorde avec un passage d’une lettre de Crelle k Abel 
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qui fait présumer que les mémoires qu’Abel avait écrits pour le Journal n’y lurent pas 
tous imprimés. 

Mévioire XV. L’original du premier numéro est conservé^ celui du. second est 
perdu. Nous ignorons pourquoi JJohnhoe a réuni ces deux morceaux sous un meme titre; 
le manuscrit conservé n^en porte aucun. 


Le mémoire XVI est un extrait d\me suite de notices intitulée: Sur les séries qui se 
trouve dans le livre B; et qui paraît écrite dans la seconde moitié de Fan 1827. ' 

Page 201; lignes 9 — 11. Abel donne une série de régies successives pour décider 
si une série infinie a termes positifs est convergente ou divergente. Ces régies, identiques 
Il celles publiées pour la première fois par M. Bertrmul (Journal de Matliématiques publié 
par lÂotmlle t. VII; p. 35 — 54) s’accordent au fond; comme le reinaitpici JVI. BertrwtiL 
avec celles données par A. de Morgau dans son Traité de calcul différentiel et intégral 
imprimé a Londres en 1839. 

Le tliéorème au bas de la page 201 est a peu prés le meme que le théorème V 
du mémoire XIV; t. I. Le texte étant écrit après la publication de ce mémoire; comme 
le montre le passage qui se rapporte k Olwier, on peut sans doute conclure qiéAbel a 
senti lui-même Finsuffisance de sa démonstration antérieure du théorème dont il s’agit. 
La démonstration que notre texte reproduit peut facilement être complétée; si l’on admet 
qu’on puisse indiquer une quantité finie M telle que l’inégalité 

[cpn(^ — (o) — An] a^i<M 

subsiste pour toute valeur de Fentier 7i, pour toute valeur de moindre que a et plus 
grande que aq ; et pour toute valeur suffisamment petite de co. En effet; en désignant 
par e une quantité infinitésimale; on peut choisir un entier g si grand que l’inégalité 


M 


( 

\ (^0 


<e 


a lieu pour toute valeur de 'ii égale ou plus grande que ju. Depuis on peut prendre 
co^ si petite que l’inégalité 

subsiste aussi pour toute valeur de moindre que en supposant Donc 

l’inégalité . . . -fv 




C’- 


aura lieu pour toute valeur de co moindre que co ^ . M. P Pu. ]3ois-Reymon0 a démontré 
d’une manière décisive (Mathematische Annalen; Tome IV; p. 135) un %éorème plus 
général. Plus bas (p. 204; ligne 14) Abel applique le théorème dont nous parlons; en 
supposant que la quantité y représente Fensemble des nombres- entiers; et que soit 


égal à oo. 


Les mots placés entre accolades sur' les pages 203’ et 204 . sont intercalés' par nous. 

■ lÂe..' • 



NOTES. TOME II, p. 206—210. 


327 


Mémohve XVII. Ces notices sont tirées du livre manuscrit C; diaprés la place 

qu’elles y occupent il est a croire qu^elles furent écrites au printemps 1828. 

Page8 206, 207. En lisant la démonstration du théorème I il faut sousentendre 

qu’il est sujoposé impossible de trouver une relation algébrique ne contenant qu’une partie 

des intégrales c^est de cette hypothèse qidAbel conclut (p. 207) que 

l’équation — ^ est identique en i . 

Après Féquation R — -)- F— 0 (p. 206) nous avons supprimé le passage suivant : 

“jE?i dijfferentiant on en tire: 



Fage 208. Après hénoncé du théorème II nous avons supprimé les deux' équations 

J y dx — fonct. rat. (a: ^ y), 
y x) dx — fonct. rat. y). 


Fage 209. Dans le théorème VI nous avons mis y J au lieu de y J. 

La phrase: ^^Siijgwsons .... qttil soit impossihle d'avoir /(y, ,r)=0” veut dire^ sans 

doute,; que féquation algébrique qui définit y^ en fonction de x reste irréductible après 
Fadj onction de la quantité y. 

Fage 210. Après la démonstration du théorème Vil le manuscrit contient quel- 
ques lignes du troisième paragraphe intitulé: “§ 3. Rêditcüon des intégrales Jxp^æ^y^dx 
à l'aide des fonctmis algébriques^’. Mais ce commencement a été abandonné. La page 
suivante contient des formules elliptiques; vient ensuite le § 5; sans quhl y ait aucune 
trace d’un § 4. 

Après les dernières lignes de la page- 213; Abel a commencé de traiter l’exemple 
suivant: / • 

Trouver en , R^ , R^ ^ 

mais le calcul, n’a pas été achevé. 


Dans le dernier morceaU; qui.. "Commence p. 214; Abel désigne par jB(//.) le plus 
' grand hqmbre entier positif ou négpiaf qui est moindre que la quantité //,; par Rl^fi) le 
restC; qui par conséquent nul ôiÿ positif, et par . la fonction 

(a? — ai) (x — a 2 ) • (a' — a„) \ • 


les Ij, sont- (lônc les mêmes que les s,,, du “Mémoire sur une propriété générale etc.” n^* 10 

(T. l; .p. iS3). Par le raisonnement de la page 214 il est démontré que, shl existe entre 

les intégrales Rqj Rij ... Rn-~i, tij t^, . . ,t^j une relation: 

6*0 Rq ~|- C*,J _2 Rn—'-J "i- £ 1 ^ 1 -f- • • • H” ^jti ^fi'^ F (Xi log Vx -f- • • • -j- ; 



est permis de supposer que le second membre soit de la forme 
?V_1 + ::5’a -S" O)'*' log p(6'/. Ik ] J 

. évidemment on peut supposer les fonctions 6*o, Si, . . . 6v_i entières. C’est la forme 
lalogue a celle 

' ^ f X (px . Jx 

l’Abel a donnée au second membre pour le cas des fonctions elliptiques. Le rais<nin(‘-- 
ent peut être poursuivi en parfaite analogie avec le troisième cliapitre du “Précis d’uiui 
éorie des fonctions elliptiques”; on démontrera ainsi qu’on a = et qu’en sup- 
»sant tous les coefficiens a nuis excepté un seul^ on a les relations d’oii toutes b^s 
[très se déduissent par voie d’addition. 

Aux pages 215; 216 il paraît qidAbel regarde les ‘Constantes des fonctions 
; § 1 ; ... comme des quantités indéterminées Le reste de ces notices est trop 

achevé pour être reproduit; il faut nous contenter d’indiquer ici le contenu. Abi'.l a 
abord cherché une expression de la fonction s’il n’y avait pas une faute de calcul; 
résultat aurait été que /> est égal au terme constant dans le développement de 

\ * suivant les puissances descendantes de a. Plus basMP^v^termu le noinl)r(i 

des coefficiens indéterminés qu’il est possible d’introduire dans la foi'mule. ISi l’on fa.it 




+ rzzry 

' 1)1^ ' ' wi V V ' ^ 

1 J n 

et v'" étant premiers entre eux, on a 

■>’ + ■>’! 


nv — m, 


B ^j.L 1-f-^ 

1 solde qu’en désignant par B' le nombre des paramètres qui dépendent (hîs autri^S; 

B ~ jCt — B zn ^ [(-T^ — i) 'tyix — — * * * — 

i calcul contient quelques fautes et aboutit à uné valeur incxactci; mais le iV^sultat c‘.or- 
ct est annoté k la marge. Cette valeur de est précisément celle qifon Hh'duit de la 
mule (172) t. l, p. 198 pour le nombre — a/ '^en appliquant cette-- foriiiule a ‘Finté- 

ale • - ■■ . ;r 

Enfin il note ce théorème; v 

j ; où P est ime fonction entière, est intégrable pâr des lof/arithifies, le degré 

’e doit être un nombre entier, et le degré p moindre d'une cfue celui de , et 

ti aura * ^ ■ 

il se propose de traiter l’exemple suivant: 
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ni /I 

Trouver toutes les différentielles de la forme •pdx — ie^^ (1 — dx qui sont inté- 
'’grahles à l'aide des fonctions algébriques et logarithmiques^’ 
sans toutefois le terminer. 

Sgloîo. 

Te mémoire XVJll est la reproduction du dernier morceau des manuscrits d’Abel 
qui traite de la théorie des équations résolubles par radicaux. . 11 date de la seconde 
moitié de Fan 1828;, et fut imprimé pour la première fois en 1839 dans Fédition de 
Hobnboe. 

Le passage qui commence p. 234 par les mots: “i>c là on tirera’, et finit par la 
formule (a), est rayé dans le manuscrit et se trouve immédiatement après la troisième 
ligne de la menïqj|page. En intercalant ce passage plus bas^ nous avons suivi Holmhoe, 
mais en conservai^' ici et p. 235, les termes qu’il avait supprimé a tort. C^est le 

seul changement du texte d’Abel que nous avons fait, sauf quelques fautes de calcul ou 
d’écriture. : 

La première "|rartie do l’introduction, jusqu’à Fénoiicé du problème Trouver l'équa- 
tion la moms élevé^^laquell e nue fonction algébrique 'puisse satisfaire" (p. 221), a été rema- 
niée par Abel; la *^Po.actiou nouvelle et abrégée se trouve à la marge du manuscrit à 
côté de la première.' Comme Jlolmhoe nous avons cru devoir préférer la première, sur- 
tout parce qu’Abel s’y prononce sur la méthode quhl faut suivre dans les recherches 
mathématiques. Toutefois la seconde rédaction ne laisse pas d^avoir certains avantages 
sur la première, c’est pourquoi nous la reproduisons ici: 

NOUVELLE TIIKOltlH UE LA Ill£8OLUTI0N ALüÉllEiyUE DES EQUATIONS. 

“La théorie dos équations a toujours été rt^gardée comme une des plus intéressantes 
“parties de l’analyse. Des géomètres de premier rang s’en sont occupés, et l’ont beau- 
“coup enrichie. C’est surtout aux travaux excellons de Tagrange qu’on doit une con- 
“ naissance profonde de cette partie des mathématiques. On s’est beaucoup attaché à 
“trouver lâVÿ’ésolution algébrique des équations, mais on n^a pu y réussir généralement 
“pour des équations supérieures au quatrième degré. Tant d’efibrts inutiles des géomè- 
“tres les plus distingués ont fait présumer que la résolution algébrique des équations 
“générales était impossible. On a chei*ché à- en donner la démonstration, mais il paraît 
“que Fimpossibilitq do la résolution n’est pas. encore rigoureusement établie. L’auteur de 
“ce mfémoirc" s^est. occupé pendant, ^^lôngtemps de cette question intéressante, et il croit 
“être pàr;^enu à jy?’ép.ojLdre d^uner^àhière satisfaisante. Il a donné un premier essai 
“sim. ce süj^t dafif^^ÿri mémoire'* itnprimé dans le premier cahier de ce journal, mais 
“quoique le.l'raisonû^qidiVfe-q a employé pai’aisse être rigoureux, il faut cependant 
“avouer que' la métlrède d.ont il a fait usage laisse béâucoup à désirer. J’ai repris de 
“nouveau la questio.n. ^dont "il s’'agit, et en me proposant des problèmes beaucoup plus 
“généraux,;^ jè- suis, sJ'jê'* ne nie trompe, parvenu à montrer clairement à quoi tient véri- 
“tablemént l’impossibilitê|:dè .la résolution des équations générales”. 

../fS’it est impossibl#' de résaudre les équations générales, il est du moins très pos- 
“sible d^en trouver une infinité" de cas particuliers qui jouiront de cette propriété. Il en 

42 
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existe une infinité pour cliaque degré. Cela est établi depuis longtemps, mais personne 
l’a considéré le problème sous un point de vue général C’est ce que je taclierai de 
aire dans ce mémoire, en traitant la solution de ce problème : 

Une équation d’un degré quelconque étant proposée, reconnaître si elle 

pourra être satisfaite algébriquement, ou non-’. 

“La solution complète de ce problème Joit nécessairement conduire a 4;out ce qui 
concerne la résolution algébrique des équations. Une analyse raisonnée nous conduira 
lomme on va voir, à des théorèmes importuns sur les équations, principalement relatifs 
i la forme des racines. Ce sont les propositions générales plutôt que la solution elle- 
iiême qui sont le point le plus important, car il est une question de pure curiosité que 
ie demander si une équation particulière est résoluble ou non. J’ai donné au problème 
a forme énoncée ci-dessus, parce que la solution ne peut manquer de conduire à des 
résultats généraux”. . 

“Je vais d’abord donner l’analyse du problème avec les résultats les plus importuns 
luxquels je suis parvenu”. 

“D’abord nous devons fixer précisément ce que nous entendrons par la résolubilité 
algébrique d’une équation. Lorsque l’équation est générale, cela veut dire, suivant la 
3onception généralement adoptée de cette expression, que toutes les racines de l’équation 
sont exprimables par les coefficiens Ix l’aide des, opérations algébriques. Les racines 
sont alors des fonctions algébriques des coefficiens et leur expression pourra contenir 
Lin nombre quelconque de quantités constantes, algébriques ou non. Mais si l’équation 
a’est pas générale, ce qui est le cas que nous considérons, j’ai cru devoir, pour avoir la 
plus grande généralité possible, faire les distinctions suivantes : 

“Etant données un nombre quelconque de quantités a, y, ô , indéterminées 
DU non, nous appellerons expression radicale de ces quantités toute quantité qu’(.)u en 
pourra former a l’aide des opérations suivantes: Addition, Soustraction, Multiplication, 
Division, Extraction de racines avec des exposans qui sont des nombres premiers”. 

“Une équation algébrique quelconque est dite pouvoir être satisfaite algébriquement 
311 des quantités quelconques, a, (i, y, cî, , si on la satisfera, en mettant pour l’in- 
3onnue une expression radicale de or, y, ôf. . . .” 

“Une équation algébrique est algébriquement par rapport aux quantités 

Dc, /i, y, d, . . . , si toutes les racines peuvent ,êtrc représentées par des expressions >a- 
âicales de a, /i, y, d, . . . .” . 

“Nous avons distingué les équations qui' pourront être satisfaites algébriqueiucnt de 
selles qui sont résolubles algébriquement, puisqu’il comme on sait, des,. équations 
iont l’une ou plusieurs des racines sont algébriques^ sans qu’on puisse alfin^er la même 
ehose par rapport k toutes les racines”. ‘ " ' • ’ . • 

“Cela posé, le problème qui va être l’objet de nos recherches est le suivant: 

Etant proposée une équation algébrique quelconque, reconnaître si^cefte équation 

pourra être satisfaite par une expressi oit radicale des quantités • données «J ’y, d, . . .” 

“La marche naturelle pour résoudre ce problème ^sc pret#li’e]le-menie. En' pftét il 
:aut substituer à la place de l’inconnue l’expression radicale la plus générale de 
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y, ôj .. . et voir ensuite si elle pourra être satisfaite de cette manière. De la 
‘‘naît d’abord ce problème: 

Trouver l’expression radicale la plus générale en a, y^ à] ... . 

“La solution de ce problème doit donc être Pobjet de nos premières reclierches. Nous 
“la donnerons dans un premier chapitre”. 

“On peub comme on sait^ donner a la môme expression radicale une infinité de 
“formes différentes. De toutes ces formes nous chercherons celle qui contient le nombre 
“le plus petit possible de radicaux^ et qui est par la en quelque sorte irréductible”. 

“Cela posé; la première propriété de cette expression doit être de satisfaire Ix une 
“équation algébrique 5 or cette condition est; comme on sait; remplie décile meme; car 
“toute expression radicale de /9; y^ d; ... peut satisfaire a une équation algébrique 
“dont les coefficiens sont rationnels en a, /9; y^ ô, ... . Or une meme expression radi- 
“cale peut satisfaire a une infinité d^iquations différentes; il y a donc deux cas a con- 
“ sidérer: ou l’équation proposéé: est la moins élevée a laquelle puisse satisfaire l’expression 
“radicale; ou cette expression peut satisfaire à une autre dhin degré moindre. Donc le 
“problème général se divise en ces deux-ci: 

1 . Etant proposée une équation quelconque; reconnaître si une de ses racines pourra 
satisfaire a une équation moins élevée dont les coefficiens sont rationnels en 
«; /^; yj ô, .... Si cela est impossible; nous dirons que l’ciquation est irréductible 
par rapport aux quantités a, /9; y^ ây ... . 

2. Reconnaître si une équation iiTédiictible pourra être satisfaite algébriquement ou non”. 
“Nous ne considérons dans ce mémoire que le dernier de ces problèmes comme 

“celui qui est incomparablement d^une plus grande importance”. 

“ Cela posé; on aura d^abord ce problème : 

Trouver Féquation la moins élevée à hiquelle une expression radicale puisse 
satisfaire.” 

Quoique en commençant Abel eût évidemment rintention d^écrirc un exposé com- 
plet de sa théorie des équations résolubles par radicaux; son travail n^est pour la majeure 
partie devenue qu^une ébauche. 11 faut bien avouer que , cette ébauche contient quelques 
expressions peu exactes; quelques notions un peu vagiieS; et qu’il y a meme quelques 
lacunes dans les démonstrations; mais' ’ ces imperfections ne sont pas essentielles; et les 
difficultés qui en. naissent peuvent .facilement', être levéeS; ce qu’il n’est pas aujourd’hui 
difficile de faire voir. ; ' - " 

Observons d^abord que le 'St 'du § :2 étant de déterminer l’équation irréductible 
qui est sat^faite par une expressiob .algébrique donnée; il n’est dans ce paragraphe ques- 
tion d^autr(^'^ expressions algébriques que celles qui peuvent être formées par les mêmes 
radicaux qui se trouvent dans l’expression primitive; ou plutôt par les différentes valeurs 
qu’ils peuvent; prendre. .Soient 

ces fadicauX; rangés de telle sorte qu’ils peuvent être évalués numériquement dans l’ordre 
où ils sont écrits: “le radical' extérieur” d’une expression algébrique est le dernier des 

, 42* 
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radicaux énumérés quelle contient; il faut en effet supposer, comme le cas le plus géné- 

1 /^m — 1 

ral, que la quantité contienne les radicaux . L’ordre dune expres- 

sion n’est pas précisément le nombre de radicaux qu’elle contient, mais plutôt le nombre 
marquant le rang qu’occupe son radical extérieur. Si l’on voulait prendre la définition 
d^Abel à la lettre, le théorème III serait en défaut dans beaucoup de cas. 

Dans la démonstration du théorème I (p. 229) Abel déclare impossible Péquation 


1 



En effet, dans le cas contraire satisferait k une équation irréductible dont les coefficiens 
ne contiendrait pas w, et dont le degré /c' serait moindre que . En désignant le der- 
nier terme de optte équation par a, on aurait . , 



¥ 

mais en faisant 

co '^ zz + n; 


k'k" = 1 + Ajit, 

on en tirerait 

1 

ce qui est contre l’hypothèse. 



Les démonstrations des théorèmes IV et V supposent non seulement que Féqiiation 
(p(;y, w)zzO soit irréductible, mais encore que la fonction fp(y, m) n’ait aucun facteur 

i- L 

dont les coefficiens sonl^ des fonctions rationnelles des radicaux j quan- 

tités connues et de eu. Dans le cas contraire il arrive quelquefois que récpiation 
.ITy(y, =z 0, est une puissance de l’équation irréductible; par exemple pour réquation 

y(y; + al=:0. 

Nous ferons voir plus bas qu’on peut toujours diriger les opérations nécessaires ])our 
chasser les radicaux de manière k éviter les cas d’exception. 

Enfin le passage qui commence par les mots: qjoiiicmt il vle^tulni^ p. 234, et 

finit p. 235 par les mots: doit donG^satkfavre à wæ Aquation, qui ed toat au pfn.<! du, 

degré g — 1”, n’est pas k l’abri d’objections fbnclé^s, .. En effet, de • la ’ circonstance que 

5 ^ s’exprime rationnellement par .5, s', > p/, ... 'P 4 ?' • • • -i ; 

soient des fonctions rationnelles de s, p, . . . il he s’ensuit pas immédiatement que 

le degré de l’équation sera un nombre composé. Mais en mettant au lieu ' de une 
fonction rationnelle de 6‘, 5 ', , jtq'. . . on a effectué une espèce, de -simpli- 

fication de Fexpression de la racine , et. on peut supposer -.c^tte simplification opérée 
partout où elle est possible. ■ j’q 

Il n’est pas en effet difficile de faire subir k FexpyessijQh algél^rique donnée une 
transformation préalable telle que les raisonnemens d’Abél. ..pbqven être applicpiés avec 
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quelques modifications légères. Supposons les radicaux contenus dans ^expression algé- 

1 

brique donnée rangés dans Tordre de. Févaluation numérique^ et soit le premier deiix^ 

cü^ une racine //y'"" imaginaire de Tiinité. PiiisqiTil faut bien admettre que Fexpression 

1 

donnée pourra contenir toutesles valeurs du radical ^ nous comptons comme son 

1 

premier groupe dfirrationiielles Si parmi les autres radicaux il y en a qui 

JL 

sL^^xprimeiit en fonction rationnelle des quantités connues^ co^ et ils peuvent être 

1 

éliminés-, soit le premier des radicaux restans, et co^ une racine imaginaire de 

_L 

Funité. Or la quantité yq , pouvant contenir co^ et est succeptible cFun certain 

nombre de valeurs difterentes, que nous désignei'ons par ... , et il faut 

jL J_ 

admettre que Fexpression donnée pourra contenir non seulement ; mais aussi ^ 

_L 

... . Supposons maintenant que tous ces radicaux s’expriment rationnellement 

JL J- ^ Ji. 

par un certain nombre d’entre eux: , et par co^ et 

les quantités connues, le nombre étant réduit a son minimum. Cela posé, le deuxième 
groupe dfirrationn elles sera: 

J_ J- _L 

(f^i , 'yq-"' , . 

Si ces deux groupes dfirrationnelles ne suffisent pas, il faut ajouter un troisième 
groupe, et ainsi de suite. Voici donc le tableau des irrationelles dont se compose Fexpres- 
sion algébrique donnée : 

Jl 

Wo, ; 

I JL ^ 

w,, r//*., . . . ; 

II 1 . 


On place les racines de l’uniteJàyant les radicaux du groupe, Fordre de ceux-ci 
restant arbitraire;.- Dans des cas;ÿ|p&iaux l’expression donnée ne contient pas toutes ces 
irrationnel!^, mais elle contient toujours au moins un radical de chaque groupe. Une 
des pages suivantes du manuscrit cfintient un tableau identique a celui que nous venons 
d^écrire, a>mc la seule différence que les to n’y sont qias expressément mentionnés. Or 
ils peuvent bien être exprimés par radicaux, mais il est aussi simple de les conserver. 
■Quand nous' parlons des", valeurs dont ils sont susceptibles, il faut par cela entendre les 
racines d.e l’équation ifr^uctible qui définit co au moyen des quantités connues et des 
irrationnelles des gi'oupes;; précédons. Quelles que soient ces dernières, les valeurs de co 
sont toiyours exprimées pâr-q j 
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A Ai A'î'— 1 

Wj Cü^\ , ... , 

étant kvS solutions différentes de la congruence (inod. v 

étant un diviseur de — 1. Pour chasser les co on a évidemment un théorème ana- 
logue au théorème IV^ qu’on peut énoncer comme il suit: 
vSi l’équation 

f(jr.^cüi)—0 

dont les coefficiens contiennent, outre coij les irrationnelles des i premiers groupes, 
est irréductible, 

JT'/(.r, c.,)=,/(.r, c.,) ./(.r, of) . . ./(.r, c.f”'-^) = 0 

est aussi une équation irréductible dont les coeiïïcicns s’expriment rationnellement par 
les irrationnelles des i premiers groupes, v' étant le plus petit nombre ])our lequel on ait 

f{x, wf’")=/(.r, wJ. 

Evidemment / est un diviseur de v, et égal au produit des ex])osans de certains 
radicaux qui servent ii exprimer coi par les irrationnelles des grüU])es ])récédens. 

L^expression algébrique donnée étant préparée comme nous avons indiqué, on 
peut chasser successivement toutes les irrationnelles de l’équation 

y — (('m = 0 , 

en suivant l’ordre inverse de celui du tableau; on trouvera ainsi nécessairement Téqua- 
tion irréductible dont les coefficiens sont des fonctions l’ationnellos des quantités connues, 
car évidemment on ne rencontrera pas le cas oii le théorème V est en défaut. 

j_ _i 1 

En désignant maintenant par co, j • • • dernier groupe d’irra - 

tionnelles, Fexpression algébrique donnée a la forme suivante 

m îM, — 1 

... on^ 2^ ^ ^ — 1 ^ j 

w.j ayant toutes les combinaisons des valeurs 0 , 1, 2 , . . . (jii — 1 ). Or, 

1 1 ■ . 

si le degré de l’équation est fu, il faut qu’en remplaçant Si par co Si , on a la meme 

1 ' • 1 V-, 

valeur qu’en substituant co'^' S au lieu de conclut que l’expression doit 

être spécialisée de la manière suivante • ' ' • 

m mUf — i';-:' ' 

= 1, 2 . . {/., — 1)J ' 

ou bien, en écrivant s au lieu de 8 8’‘' . . . jS"*-’, 

_i ■■ V ■' \ : 

où évidemment ne peut être exprimé rationnelleme'nt^^p; les radicaux des groupes 



3S5 


NOTES. TOME II, p. 23 7—243. 


précôdens. Si maintenant on applique le raisonnement des pages 234, 235, il est dvidoiit 
qidon a zzO, zz:^^ = • • . zz:ÿ^_i z=0, et que par suite 

p/f^s' s’'. 


La dernière partie du mémoire, a pai*tir de la page 236, ne consiste qideii des 
notices abrégées; il paraît qu^Abel, n’étant pas satisfait de ce qu’il avait écrit, ii cessé 
d’y voir la rédaction finale du mémoire qu’il voulait publier. Néanmoins les pages 
236 — 240 forment une déduction continue qui ifest pas diificile a suivre. P. 236, 237 
il est démontré que les quantités p^ ; • • • iV— i fonctions rationnelles de 6* 

et des quantités connues. Dans la dernière partie de la page 236 la lettre v désigne le 
nombre 2 . 3 . . . — 1); q^, < 2 ^ , . . . qy sont les valeurs que prend q^, ou p^j, .s, quand 

on permute les racines z^^, . . .z^ de toutes les manières; 6q, 5.^, ... s y sont les valeurs 

correspondantes de s. 11 est facile de voir que les quantités , ... ay_i s’expriment 

rationnellement par les quantités connues sans co. Les pages 237 — 239 contiennent 

l’étude de l’équation irréductible en 6*; il est démontré qu’elle appartient à la classe 

d’équations traitée dans le mémoire XXV, § 3 (t. I, p. 488). P. 238 il faut compléter 
les formules 

JL 

etc. par la remarque, facile a démontrer, qu’on peut faire ?^zz:l. Enfin les formules de 
la page 240 contiennent le résultat des rechercbcs pour le cas où le degré est un nombre 
premier. Les équations 

1 1 ^ 

S ^ zzi A . af^ . ... cty^i ^ 


etc. SC déduisent 
fn^—p^ etc., on a 


facilement de celles de la page 239. ’ En effet, en faisant fszzp, 


1)« 


; 


d’où l’on tire, en posant — lzz:/.t . r. 


... En supposant maintenant, ce qui est permis, que r ne soit pas divisible par q, on 
peut faire "’/JJ ‘ 

d’où ^ ^ 1 ' 


1 ‘ 1 .. 

ce qui donne la formule, . citée, en remplaçant par Jt, a, 

« 1 J « 2 , . .. : La quantité «, ' étant fonction rationnelle de est racine dùino équa- 

tion de .la.* meme espèce^; eï du même degré que l’équation en .s; de plus on voit facilement 
que Inéquation en a du dègré ly^^est irréductible. Par conséquent la quantité A ou 
est fonction rationnelle dè '* 
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L’expression de ainsi trouvée satisfait dans toute sa généralité a une équation 
irréductible du degré q. 11 restait donc a trouver la forme générale des racines des 
équations abélienncs d’un seul cycle de racines. Abel vs’est bien occupé de ce problème^ 
(voyez t. 11^ p. 266; et p. 287 en bas), mais il était réservé à M. Kronecker de le ré- 
soudre en toute sa généralité, et de mener ainsi à sa véritable fin les recherches d’Abel 
sur la forme des racines des équations de degrés premiers et résolubles par radicaux. 

Nous interprétons les formules des pages 241, 242 de la manière suivanta Abel 
désigne par ijj^zzzO une équation irréductible résoluble par radicaux. Si par le procédé 
du § 2 on remonte de l’équation y — «^==0 jusqu’à réquation donnée, l’avant-dernière 
équation est désignée par rp(y, s)=:0, de sorte qu’on ait cS‘) z= ?//(y), étant le 

dernier radical qui détermine une élévation du degré, son exposant, s, .s*’, 
ses q valeurs. La lettre q désigne une expression algébrique, Ibrmée par co et par les 
irrationnelles des groupes précédens, et tellement choisie qu’il est possible d’exprimer 
chacune d’elles par une fonction rationnelle de q et dos quantités connues *, c’est là un 
moyen dont Abel s’est servi dans une autre occasion (voyez t. I, p. 546, 547). L’équa- 
tion irréductible en rpç =:(.), est du degré iq . Qr~~i ses racines; cha- 

cune d’elles s’exprime en fonction rationnelle de q. En suite r/)(.s*, ç) zr 0 est l’équation 
à deux termes qui définit 8; en mettant Çi pour ç, cette équation devient rp(-s*, ç./), 
dont les racines sont s., *•/, s/', . . . 

Dorénavant l’équation qui était d’abord désignée par .s*)=:0, s’appelle /(y, s, ç)zzO. 
Comme dans le cas des équations de degrés premiers il est permis de supposer que cette 
équation ne contient pas les radicaux * *^>V— 1 5 est irréductible par les 

quantités 5, ç, , ... . Or, puisqu’on a 

mv)=W(j/, Q)=n^f(ÿ, ^’i)= • • • =W0/> Qr -O, 

on peut supposer que toutes les équations 

/(:</> *■; f(y> «i; Qi)=^K ■■■/(y, 'V-i, ?,-)) = o 

ont une racine commune; l’équation qui contient toutes les racines communes à ces (àpia- 
tions est designée par 

(y, 6‘, «sq-, . . . 1 ; ç, • . • ç,/— i) ::::: 0. 

Cela posé, Abel suppose que i, . . . s’expriment en fonction ratioinudlo 

de Qy ... et de .s*, , ... mais qd^Tlcun de cos derniers radicaux ne soit 

exprimable en fonction des autres et de ^ . Qy^i . Dans .cctt(i condition il 

affirme que 

divise ip y pour toutes les valeurs de a, .sq , . . . et que par suites le degré de ip^yj 

est divisible par q^. ,■ . 

Soit pour le démontrer </>(y, .sq ,sq , . . . 6‘g.__i) 1(?, plus ^'^nd diviseiu' ' ec),nünun des 
e fonctions f(ÿ, s, 0, /(«/, çj .../(//, Ss_i, aiürs;/tf)'(|p .sf, ; ■ -.Æ!!) «'ra 

le plus grand diviseur commun des fonctions /(y, ^), ‘ 

d’où il est iacile de conclure qu’on a v-" ' 
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n^(lJ(y, s, s^, . . .■s^_i)= l//(y), 

11 s’ensuit que l’équation 0(j/, ... .s^—i) est irréductible; en efFet^ puisque l’équa- 
tion f(j/j q) — 0 est irréductible; s, q) ou ifiy ne peut avoir de racine com- 

mune avec une équation d’uii degré moins élevé dont les coefficiens sont rationnels 
en Qj ce qui aurait nécessairement lieu, si Féquation *'>*17 • • • était 

réductible. .De plus cette équation a toutes ses racines communes avec /‘(/y, = 

puisque est, une fonction rationnelle de sq ,sq , . . . ç, , . . .- . Donc 

,s . . . s‘e-i) est identique k F(/y, .s- . . . .s'v-i, q . . . 

Si maintenant on donne aux radicaux qui entrent dans Fexpression q des valeurs 
nouvelles; et qidon désigne par Si la valeur correspondante de si, on a 

s, . Ss^^i) = ifiy, 

d^où l’on conclut que Sj S^^ . . . S^^i) a iin facteur commun avec Fune des fonc- 
tions étant, ces deux fonctions sont identiques, donc la 

quantité z ou (/>(«, ,s*, .sq , . . . a seulement valeurs distinctes. 

11 faut donc dire que les notices des pages 241, 242 indiquent une démonstration 
rigoureuse de la proposition 2, ]). 222. 

Dans cette démonstration on pourra d’ailleurs se débarrasser de la quantité ç dès 
le commencement Supposons en effet qu^a deux valeurs différentes de q il réponde une 
meme valeur de on aura 

JT/(?y, .s‘, ç) = nj(v, Q,) J d'où l’on tire /(/y, ,s, Q^)—f(^y, mSs, q). 

Soit maintenant 

.. — y ,tn 

O — — * 

un coefficient de la l'onction /(yy, .s, ç), et 

6*' zz s- 

le coefficient correspondant de /‘(/y, .v, ^,), on aura 

Or on, peut taire, dans Fun de ces coefficiens, Fune des quantités 7),,, égale a Funité. 
Alors ' on a w^zzl, donc généralement zz 5 cela étant, peut être exprimé en 
■fonction rationnelle de Les coefficiens de /(y/, s, q) sont donc dos fonctions ration- 

nelles de H. 

.Si maintenant -le degré de Féquatibiï donnée est 74^,. la fonction Of>(y, .s, .q , . . . 1) 

est du premier degré, d’où U siiit.^^ue y est une fonction entière et meme symétrique de 
6q,.6q, . . . . C’est la proposiffo#;,4y:-;^^^^ 223; évidemment cette proposition n’a lieu 

que* lorsque la décomposition • mentionriée dans la proposition 2 est impossible. La dé- 
monstration de celle-ci s'achève comnie pour les équations du degré 74. 

La citation’ de Lagraùge p. '22.3 doit sans doute être rapportée au Traité de la 
résolution* des équations numériques. Note XllI, dont les numéros 14 — 22 conviennent 
aux équations dont les degrés.,;sont des nombres premiers, les numéros 25 — 27 aux 
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itions qui se décornpobent en vertu des propositions' 2 et 3. Quant aux êqua- 
3 qidon nomme aujourd’hui primitives^ les propositions 2 et 4 conduisent a une 
ition du degré 

2 . 3 ... — 2 ) 

_ f,) 0/' - . . . (/.“ - ’ 

doit avoir une racine rationnelle en quantités connues. 

Les formules de la page 243 ne sont quhme répétition de celles des pages précé- 
tes. 

Si/lo'w. 

XIX. Fraqiiiens swr les fonctions elliptiques. Les numéros 1 et II sont, croyons- 
S; des fragmens d’un meme mémoire qui paraît dater de la première partie de fan 
8. Le numéro 111 se rattache au mémoire intitulé Théorèiiies sur les fonctions el- 
ques (t. Ij p. 508). A l’égard du numéro II voyez dhxilleurs la note relative a la 
e 523 du premier tome (t. Il; p. 314, 315). 

XX — XXIIl. Lettres dAheL Pages 254, 255 nous avons imprimé les trois pre- 
rs tliéorèm^es exactement comme nous les avons trouvés écrits dans la lettre d’Abel, 
iquhls paraissent contenir quelques incorrections. Après le quatrième théorème nous 
ns supprimé un passage qui dans f original n’est pas achevcf 

Dans la lettre d’Abel à Legendre p. 272, 273 nous avons corrigé quelques fautes 

riture évidentes. Page 275, où la valeur de /^a* ^ ^ est évidemment erronée, et 

les valeurs de q et p sont échangées entre elles, nous n’avons pas cru d(‘voir touclier 
texte d’Abel. 
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ERRATA. 


Page 120; ligne 3, en descendant; au lieu de 32; Usez 31. 


Page 167; ligne 6; en descendant; au, lieu de ^ , Usez ^ 


Page 176; ligne 11; én remontant; an lieu de -|- 


L — |— le ^ l — j— Je 

^aVn — (2n-f-97j 
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Page 176; ligne 5; en remontant; au lieu de 




— ; Use-. 
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+ a n + a 


n, -\-ay 01 


l.^age 176; ligne 4; en remontant; au. lieu de ^ 

72 J + a '\^ 71 
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01 ^ 4 - a y^i 


aec I I 7 iC^ 

Page 176; ligne 1; en remontant; au lieu de — a arc tan g -4 - X -^l— , 
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lisez 4“ « arc tang — — — 
Viî 


. Page. 178; ligne 14; on remontant; au lieu de Q lisez -- 

U^i Ujn — l.Y‘^im —1 '^^•m 




j^age 180; ligne 2; en descendant; au. lieu (fe „ ; lisez ^ - 

■ , ■ • a + y^ a + y^' 


:''4 1 - 


‘Pàge 180; ligne 4; en. desc*.cnd'ant; <iu Heu. de ar( 

■■ ' ■ 
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arc tang , 

^ Vb 


Hé''.,. 


1 ■ , 

Usez 4t — tang 


3 («+-// 0 ”’' ” VB 

■■ ■ ■;■. , " . ; v.”-,. • 

■■ 4 -/ . 1 . __i 

;ï^age 234;: 4^^113 1^; en .(lé||en(ïa^t; au lieu d,e f.Lj)' s' , lisez f-f-YU' ^ • 


Page 291; ligne- 7; en des§feridant; au lieu d,e n^est; Usez ne paraît. 

y^ï' ’ y”' ' . 


